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بیشگفتار مقلفین 


هدف اصلی ما از نوشتن این کتاب تهية کنا بی ددسی برای درس جبرخطی دوده لیسانس 
در انستیتو تکنر لوژی ماساچوست (.1 .] )N1.‏ بوده است. این درس برای دانشجویان 
بامهاد ر یاضی درسطح سال سوم طر ح‌ریزی شده بود؟ با این وجود سه‌چهارم دانشجویان 
از سایررشته‌های علمی دفنی» از دانشجویان سال اول گرفته تا دانشجویان بعد از لیسانس» 
جلب این درس می‌شدند. چنین توصیفی امروزه هسم درمسورد مستمعین این درس در 
N. 1. ۰‏ عموماً درست است. در ده‌سالی که از چاپ اول این کتاب می گذرد» دوده‌های 
جبرحطی در سراسر کشود رشد نموده وبه‌یکی ازمولفین فرصتی دست داده است تامطا لب 
بنیانی این کتاب دا برای گروههای مختلفی در دانشگاههای براندایزا» واشینگتن (سینت. 
لوئیس۲)» وکالیفرنیا (ایروین؟) تدریس کند.  .‏ , 

منظور اصلی ما از تجدیدنظردر کتاب جبر حطی افزایش تنوع درسهایی بوده‌است 
که بسهولت بتواند ازروی آن تدر یس شود. ازيك طرف. فصلها» بخصوص فصلها ی‌مشکل 
دا طوری پی‌دیزی کرده‌ايم که ددطول راه ایستگاههای طبیعی متعددی وجود داشته باشدتا 
دست مدرس در انتخاب موضوع برای يف دور سه‌ماهه يا يمسا له به‌میز ان قا با ل توجهی 
باز نکه داشته شود. . از طر فب دیگر مقدارمطا لب کتاب را افز ایش داده‌ایم U‏ بتواندبر ای 
يك دوده یکسالهٌ سبتاً جامبع در چبړ خعطی به‌کار دود وحتی بەعنوان کتای مرجع مورد 
استفادۂ ریاضیدانان قراد گیرد. 

تغییر ات عمده» در تصوغ خر وی را فرمهای متعارف وفضاهای ضرب داعلی 
صودت گرفته است. دیگر آنکه فصل ۶ را همچون گذشته با نظریة فضایی عمومی که زمینة 
نظر یه فرمهای متعادف است آغازنمی کنیم. ابتدا مقادیر سرشت‌نما را دررابطه باقضایای 
قطری کر دن ومثلثی کردن مطرح می کنیم وسپس د اه‌عودر ابه‌سوی نظریةٌ عمومی می گشاييم. 
فصل ۸ را به‌دو نیمه شکسته ایم تا به‌دنبال مطا لب اساسی درمورد فضاهای ضرب داحلی 


1. Brandeis `“ 2, St Louis 3. Irvine 


۲ چب خطی 


وقطری کردن یکانی» فصل ٩‏ را پیاور یم که در بارة فرمهای يك ونيم خحطی است و در بار 
حواص پیچیده‌تر عملگرهای نرمال ازجمله عملگرهای نرمال دوی فضاهای ضرب داخلی 
حفیقی به بحث می پر دازد. 

بعلاوه» نست به‌چاپ اول چند تغییر کوچك هم داده واصلاحاتی نیز در آن به‌عمل 
آورده‌ایم. اما فلسفة بنیانی متن دا همچنان حفظ کرده‌ایم. 

ما برای این واقعیت که ممکن است اکثر دانشجویان عمدتاً به‌ر یاضیات علاقهمند 
نبا شند امتیاز حاصی قایل نشده‌ایم. زیرا اعتقاد دادیم که ددوس ریاضی با ید تکنیکها یی 
ددهم و برهم به‌دانشجویان رشته‌های علوم؛ مهندسی» یاعلوم اجتماعی بیاموزند» بلکه با ید 
وسیله‌ای جهت درك مفاهیم بنیاانی دیاضی یرای آنان فر اهم آورند. 

از طرف دیگر» ما از گونا گونی زمینه‌های تحصیلی دانشجویان و یخصوص از این 
واقعیت که دانشجویان ممکسن است در استدلال ریاضی مجرد تجربۀ بسیار اند کی داشته 
باشند» بخو بی ۲ گاه بوده‌ایم. بهمین دلیل درا بتدای کتاب از معرفی بیش از حد ایده‌های 
مجرد خوددازی کر ده‌ایم. ضمناً پیوستی را که متضمن مفاهیمی اساسی چون مجموعه تا بع؛ 
و رابطة هم ارزیاست به کتاب افز وده‌ایم. به تجر به در یا فته‌ایم که روی این‌مفا هیم زیادمکث 
نکنیم» بلکه بهرانشجویان توصیه نماییم که‌هنگام مو اجهة با این مفاهیم به‌پیوست مر اجه کنند. 

در سر اسر کتاب مثا لهای متنوع بسیادی برای مفاهیم مهمی که ددمتن ظاهر می شو ند 
گنجا نیده‌ایم. مطالعة چنین مثا لهایی واجد اهمیتی اساسی است و به کسم شدن تعداو 
دانشجویانی منجر می‌شودکسه می توانند تعاریف» قضایاء و اثباتها دا به‌تر تیب منطقی ولی 
بدون درك معانی مفاهیم مجرد تکر ار کنند. کتاب همچنین شامل انسواع بسیاری تمسرین 
طبقه بندی شده (درحدود ششصد‌تمرین) است که مسائل سر داست را در برمی گیرد تامسائلی 
را که مخصوض دانشجویان خیلی د بده است. هدف این بوده است که تمرین بخش مهمی 
ازکتاب را تشکیل یل‌هد. 

فصل يك با دستگاههای معادلات خطی ویافتن جواب آنها ازطریق عملهای سطری 
مقدماتی روی ماتریسها سروکار دارد. کاد ما این بوده است کسه حدود شش ساعت ددسی 
روی این مطالب وقت صرف کنیم. این فصل برای دانشجویان تصویری از خاستگاههای 
جبر خطی را فر اهم می کند» و نیز شيوة محاسیا تی لازم جهت فهم مثا لها یی ازمفاهيم مجردتری 
را که در فصلهای بعد پیش می آیند به آنان می آموزد. فصل ۲ فضاهای برداری» زیر فضاهاء 
پایه‌ها؛ و بعد را مورد بحث قرارمی‌دهد. فصل ۲ در بار تبدیلهای خطی. جبر آنها» نمایش 
آنها توسط ماتریسها؛ ونیز دربارة یکریختیهاء تابمکهای خطی» وفضاهای د وگان گفتگسو 
می کند. فصل ۴ به تعریف جبر چندجمله‌ایهای بر دوی يك هیأت اید.آلهای در آن جبر و 
تجز ی چندجمله‌ایها به‌سازه‌های اول می‌پردازد. این فصل همچنین ریشه‌هاء فرمول‌تیلور؛ و 
فرمول درون‌یا بی لا گرانژ را مورد بحث قرادمی‌دهد. فصل ۵ دترمینان ما تر یسهای مر بعی 
را عرضه می کند- دترمینان به‌عنوان تابسع «خحطی متناو بی از سطرهای ما تریس دد نظر 
گرفته می‌شود - و سپس به‌توابع چندخطی روی مدولها ونیز به‌حلقةً گراسمان می‌پردازد. 


پیشگفتار مژلفین ۳ 


مطا لب مر بوط به‌مدو لها مفهوم دترمینان را درمقامی کسترده‌ثر وفرا گیر نده‌تر از آ نچه که 
معمولا" در کتب درسی مقدماتی یافت می‌شودء قرارمی‌دهد. فصلعای ۶ و ۷ ددبر گیر ند 
بحثی است درمودد مفاهیمی که برای تحلیل یك تبدیل خحطی تنها دوی یك فضای بر داری 
با بعد متناهی» تحلیل مقادیر سرشت‌نما (ویژه)» تبدیلهای مثلثی شونده وقطری شدنی »و نیز 
برای تحلیل مفاهیم اجز ای قطری شدنی وپوج توان تبدیلهای عمومیتر و فرمهای متعادف 
گسویا و ژردان بنیانی هستند. قضایای تجزية اولیه وتجزية دودی کسه قضبهً دوم ضمن 
مطا لعةٌ زیرفضاهای مجاد پیش می آید» نفشی اساسی به‌عهده داد ند. فصل ۷ شامل مبحثی 
است درمورد ماتریسهای برروی يك میدان چند جمله‌ایها؛ محاسبةٌ سازه‌های پایا ومقسوم- 
علیه‌های مقدماتی ماتریسهاء ونیزشامل پروداندن فرم متعادف اسمیت است. این فصل با 
بحثی داجع به‌عملگرهای نیم‌ساده .جهت تکمیل تحلیل يك عملگر پایان می پذ یرد. فصل ۸ 
بتفصیل در بار فضاهای ضرب داخلى با بعد متناهی گفتگو می کند. این فصل هندسة پایه 
راجهت ر بط متعامدسازی با ایده «بهترین تقریب يك بردار».شامل می‌شود و راهش را 
به‌مفاهیم تصویرمتعامد يك برداد بروی یك زیر فضا و مکمل متعامد يك زیر فضا می گشاید. 
همچنین این فصل عملگرهای یکانی را مورد بحث قرادمی‌دهد. و به‌قطری کردن‌عملگرهای 
خودالحاق و نرمال منتهی می‌شود. فصل ٩‏ پس از معرفی فرمهای يك‌ونيم خطی»آنها را 
به عملگرهای مثبت و خودالحاق دوی فضاهای ضرب داخلی مر بوط می‌سازد و بهسمت 
نظر یه طیفی عملگرهای ترمال وسیس به‌سمت نتایج ظریفت تر در بار عملگرهای رمال 
روی فضاهای ضرب داخلی حقیقی یا مختلط به‌پیش می‌دود. فصل .۱۰ ضمن بحث در بارۀ 
فرمهای دوخطی» بر فرمهای متعادف برای فرمهای متقادن ومتقادن کج ونیز بر گروههای 
حافظ فرمهای نابتهگون, به‌ویژه بر گروههای متعامد» یکا نی» شبه‌متعامد و لودنتس تا کید 
می کند. ۱ 

به گمان ما هردرسی که این کتاب را مورد استفاده فراددهد باید فصلهای ۰۱ ۲ و۳ 
یجز احتمالا" بخشهای ۶.۳ و ۷.۳ راکه با دو گان مضاعت وتر انهادة تبدیلی عطی سروکار 
دارند تماماً شامسل شود. فصلهای ۴ و ۵ در بارة چندجمله‌ایها و دترمینانها را می‌ توان با 
درجات متفاوتی ازدقت تدریس کرد. درحقیقت. اید آلهای چندجمله‌ایها وخواص بنیانی 
دترمینانها را می‌توان‌کاملا" به‌طور خلاصه وبدون خدشۀ جدی به‌سیرمنطقی مته ددض‌داد؛ 
با این وجوده تمایل مااین است که این فصلها (به‌استثنای نتایج مر بوط به‌مدو لها) با کمال 
دقت مورد بحث قر ار گیر ند» چراکه این مطالب به‌ نو بسیار بارزی نمایانگر ایده‌های 
اساسی جبر خطی هستند. بالاخره يك درس مقدماتی مي‌تو اند به‌طود مطلوبی باچهار بخش 
اول فصل ۶ همراه با فصل ۸ (جدید) پایان پذیرد. درصودتی که فرمهای گویا و ژردان 
نیز مدنظر باشند» پوشش جامع تری ازفصل ۶ الزامی است. 

هنوزهم مدیون کسانی هستیم که ما دا درچاپ اول یادی‌داده‌اند» بویژه به‌استادانی 
چون هری فودستنبر گه» لويس هوارد؛ دانیل‌کن» ادوارد ترپ وبه‌عانم جودیت بوورز» 
حانم بتی آن (سادجنت) رز و دوشیزه فیلیس دویی. بعلاوه علا قه‌مندیم از بسیاری از 


۴ جبرخطی 


دانشجویان و همکار انی که نظر تیز بینشان سیب این تجد ید چاب شد است و نیز از کاد کنان 
پر نتبس-هال به‌حاطسر بردبادیشان در سر وکله زدن با دومولف گرفتار درعذاب مدیریت 
دانشگاهی تشک رکنیم. در بایان تشکر خحاص خود را به‌حانم سوفیا کو لوداس هم به عا طر 
مهارت وهم به لحاظ کوششهای خستگی نا پذیرش درماشی نکر دن: سخه حطی تجد ید نظر شده 
تقد يم می کنیم. 


ك ۴ و / ےہ 5 ك 


معادلات خطی 


گم 
۱ هیا نها ۱ 
فرض می کنیم خواننده با جبر مقدماتی اعداد حقیقی واعداد مختلط آشنا باشد. خواص 
جبری اعداد ی که در بخش عمده‌ای از ایس نکتاب به‌ کار خواهند ر فت» از فهرست مختصر 


۳ ا ۰ فرض کنیم " نمایشگر 


F جمع اا ا یعنی به‌ازای هر ے و در‎ ١ 
«1 ع< و‎ ya 
جمع شر کت پد یر است؛ یعنی به‌اذزای هر ه» رو و 2 در جل‎ ۲ 
و ه) ع (ع + )یو‎ (۰ 
عنصر ایکا یی ما ند ه (صفر) در 7 وجود دادده به‌طو دی که به‌از ای هر :و در‎ .۳ 


.atFo=aw «<F 
مر ووو و ا زوم -) در ۴ متناظر اعيا‎ 5 
. 1 )- (> ه‎ 


۰۵ فررت اه یات A‏ هو وک 
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۶ معاد لات خعلی 


y= ya: 
F س ضرب شر کت پذ یر است؛ یعنی به‌ازای هر ي و و 2 در‎ 
2۳) 2( عد‎ )2090 (2۰ 


۷ عنصرغیرصفر یکنایی مانند ۱ (يك) در ۳ وجود دادد به‌طوری که به‌ازای هريه 
دد ]۰ 2۶ < 2۱ ۰ 

۰۸ به‌هر رو غیرصفردد ۴ عنصریکتای ۱ ی (یا ۱/۸) در ٣‏ متناظر است به‌طودی 
که ۱ = 22 . 
۱ ۹ ضرب بردوی جمع پخش‌پذیر است؛ بدین معنی که ی و 
uy Faz «F‏ عد (2 + رین . 

فرض کنیم مجموعۂ ۲ متشکل از اشیاء بو و 2 ۰ و دو عمل» به‌صورت ذیر» 
روی عناصر آن دردست باشند. عمل اولء که جمع نام دادد؛ به‌هر جفت عنصر ه و بو در 
۴ عنصر (a+ yg)‏ در ۲ را مر بوط می‌سازد؛ عمل دوم» که ضرب امیده می‌شود. به‌هر 
جفت :و و » عنصر لوب در ۳ را وابسته می‌سازد؛ بعلاوه این دوعمل شرایط (۹()۱) 
فوق‌الذ کر را برمی آورند. دراین صورت» مجموعةٌ 7 همراه با این دو عمل يك هیأت 
نامیده می‌شود. به‌صودت نادقیی» يك هیأت عبادت است ازمجموعه‌ای همراه با چندعمل 
روی اشیاء آن که رفتادی شبیه به‌اعمال جمع؛ ضرب؛ تفریق» و تقسیم معمو لی در اعداد 
دار ند بدین معنی که از نه قاعدة جبری مذ کور در بالا تبعیت می کنند. cC‏ مجموعة اعداد 
مختلط» همراه پا اعمال‌جمع و ضرب معمو لی يك هيأت است» وهمچنین است ۸ مجموعةً 
اعداد حقيقی. ۱ 

در بخش اعظم ای نکتاب «اعداد»ی دا که به‌کاد می بر یم می توانند عناصر يك هیأت 
دلخواه مانند ۴ پاشند. بر ای تثییت این عمومیت» به‌جای (عدد»» واژة «اسکا لر» رابه‌کاد 
خواهیم برد. هر گاه خجواننده هیأت اسکا لرهادا همواره زیرهیاتی از هیأت اعداد مختلط 
فرض کند» چیززیادی را .ازدست نداده است. يك زیر هیأن از هیأت 0 مجموعه‌ای است 
مانند F‏ "از اعداد مختلط که خود تحت اعمال معمولی جمع و ضرب اعداد مختلط. يك 
هیأت با شد. منظور این است که وو ۱ درمجموعة ۴ قرارداشته باشندء و و اگره و بو عناصر 
۴ باشند (ره (a+‏ رو ل ۱ (هر گاه (uk‏ نیز در 7 باشند. مثالی ازاين گو نه 
زیرهیاًتهاء هیأت اعداد حقیقی 1 است. زیرا» | گراعدادحقیقی را با اعداد مختلطز 64 
که دد آنها b= o‏ یکی بگیر ٍ یسم ه و ۱ هیأت اعداد مختلطء اعدادی حقیقی محسوب 
می شو ند» و اگریم دل حقیفی پاشند» (+g)‏ وق  --‏ وم و ۱ و (هر گاه ه (uh‏ نیز 
حقیقی خواهند بود. مثا لهای دیگری نیزدر زیر آودده خواهد شد. نکنۀ بحثمان درمورد 
زيرهيأتها اساساً ایسن اس تکه: | گر بااسکا لسرهای زیرهیأت معینی از 6 کار کنیم» انجام 
اعمال جمع» تفریق» ضرب» و تقیم‌دوی این اسکا لرها ما دا اززیرهیأت مفروض نوا دج 
نخو اهد ساخعت. 


دستگاههای معادلات خطي ۷ ۱ 


مثال ۱ مجموعءٌ اعداد صحیح و مفیت: ۱. ۰۲ ۳ ۰۰۰ به‌دلایل مختلف زیر 
هیأتی از ) نیست. مثلا"؛ ه عددی صحیح ومثیت نیست؛ به‌ازای هسرعدد صحیح و مثبت 
7 7- غددی صحیح ومثبت نمی باشد؛ به‌از ای هرعدد صحیح ومثبت ۸ بجسز ۰۱ ۱/۶ 
عذدی صحیح ومتبت نیست. 


مثال ۲. مجموعة اعداه صحیح: ۰.۰ ,۲ ,۱ ره ,۱ ,۲ ,۰۰۰ زیر هیأتی 
از) نیست؛ چرا که به‌از ای هرعدد صحیح ۰ ۱/۶۰ عدد صحیحی نیست مگر آ نکه ۸ بر ابر 
٩‏ يا ۱ - باشد. جیوه اعداو عجن متا اعا تیم ورت تعسو یر همه در ابط 
۰)٩(-)۱(‏ بجز شرط (۸) دا برمی آودد. 


مثال ۳. مجموعه اعداد گسویا یعنی اعدادی به‌صورت p٩‏ که در آنها و و 0 
اعدادی صحیحاند و VE‏ زیرهیأتی ار هيات اعداد مختلط است. عمل تقسیم» که در 


مجموعه اد م وت ثیست؛ درمجموعةً اعداد گو یا امکان پذ یر است. متاسب است 
که نحوانند علاقه‌مند تحقیق کند که هر زیرهیأت دلخواه ) باید شامل همه اعداد گو یا باشد. 


WM 


مثال ۴. مجموعة همه اعداد مختلط به‌صورت ۽ ګل ېي که دد آنها ۾ و بو گویا 
هستنده زیرهیتی از ٥‏ است. تحقیق این مطلب دا به‌خواننده وامی گذادیم. 

۳ ی ی ی بهتراست یا می بایدفرض کند که هیأت دد گیر 
کلی تری منظورشده ات . دراینجا قصد آن را نداریم که درمودد این نکته به بحث مفسلی 
بپرداز یم؛ اما» به‌هر تقدیر بهتر اس ت که علت قبول جنین قر اردادی را بیان کنیم. درهیأت ۲ 
ممکن است بتوان یکة ۱ را چندین‌بار با خودش جمع کرد و به ه دست یافت (ر. ك. 
تخرین ۵ بخش ۲۰۱): 

۱ ال ۱۱ 
این وضع در هیأت اعداد مختلط (يا در زيرهيأت دلخواهی از آن) رخ نمی‌دهد. هر گاه 
یی وی و سییر وی بوقعی | برابر ه شوده 

شت نمای هیأت 77 نامیده می‌شود. .اگرچنین دضعی درهیأت بآ درخ ندهد, آنگاه ( بەد لیلی 
و مش راما مرف شت نمای صفر می نامند. اغلب:درمواری که ہ را زیر 
هیسأتی از 6 فرض میکنیم» آنچه راکه می‌خواهیم تضمین بشود» این است که هیأتی 
باشد با سررشت ت‌نمای صفر؛ اما معمولا" بهتر است در نخستین برخحورد با جبرخحطی خیلی 
نگر ان سر شت‌نمای هیا ها نباشیم. 


۰ دستگاههای معادلات خطی 
گیریم ٣‏ یك هیأت باشد. حال مسئلۂ یافتن « اسکا لر (عنصر۴) ,س ۰۰۰۰ و که ددشر ایط 


۸ معادلات خی 


ج 


Ana PAu °°° FAG 2 
Ana PAu ۰۰۰ FA, = yr 
1 5 )۲-۱( 


Agia Ace + 2 Aa, = Ya 
صدق می کنند» را مورد و جه فر اد می‌دهیم. دراینجا ۰۰۰۰ و ھا به‌ازای‎ 
و > از > ۰۱ عنأصر مفردضی از 7 هستند. (۱-۱) زا يك دستگاه ررر معادلا‎ ۱ > > 7 
که درهريك ازمعا دلات‎ ٣ خطی بر م جھو لی می‌نامیم. هر تایی 5 “,< ,2) ازعناصر‎ 
۱۷۱ 2< ۷ 22 ۰۰۰ 22 = » هر گاه‎ a صدق کندء يك جواب دستگاه‎ )۱- ۱( 
گر ییم دستگاه همگن است» يا آنکه هريك ازمعادلات همگن می‌باشد.‎ 
شا ید اساسی تر ین روش یافتن جوابهای يك دستگا, م معادلات حطی» دوش «رحذف»‎ 
باشد. این روش را می‌توان دودی دستگاه همکن‎ 
۲ ین‎ — gh p= o 
٠ ۱ Fr Fp = o. 
شان داد. اگر (۲ ) بر ابر معاد له دوم را به‌معاد له اول پیفز اییم» معاد له‎ 
م۷2 — رل ۷ سب‎ 2 o 
ی ا = ہپ را ب‌دست می آود یم . اگر(۳)برابر »ماد له اول را ار دوم بیفز اییم‎ 
معاد له‎ 
Va م۷۵‎ = o 
یا ہے کے حاصل می‌شود. لذا نتیجھ می گیریم که ا گر (ہتے ,2 ,,ه) یك جواب‎ 
باشد» آنگاه ې — = 0 = بعکس» با سا نی می توان دید که هر سه تا یی اداین نوع‎ 
.) - یك جواب است. بنا بر اين» مجموعةً جوا بها متشکلاست ازهمةً سه‌تاییهای (۾ ,۾ - ,۾‎ 
جوابهای این دستگاه معادلات دا با «حذف مجهو لها» یافتیم؛ بدین معنی که باضر ب‎ 
معادلات در اسکا لرها وسیس افزودن آ نها به‌هم معا دلا تی بودست آوردیم که در آنها بعضی‎ 
از ها ظاهر نشد ند. . می نحو اهیم این فرایند را اند کی زسمیت بخشیم سا عات ` درست‎ 
بودنش را در یا بیم و نیز بتوانیم محاسبات ادم د رای حل 9 با روشی منظم‎ 
. انجام بد هيم‎ 
را انتخاب»‎ C4 ° ۳ 6 اسکا لر‎ m ۰)۱-۱( فر ض کنیم بر ای دستگاه عمومی‎ 
معا له 7 را در ر» ضر ب» وسیس آ نها را با هم جمع کرده با شیم. بد.ین نحو» معاد له‎ 
(<, A ER Fena): ‘+ (CAF ۰ ۰ ی لت‎ 4 JE: 
<< Ea 


دستگاههای معا دلات خطی ٩‏ 


را بەدست می آوریم. جنین معاد له‌ای را يك تر کیب خطی از مسادلات (۱-۱) می‌نامیم. 
بدیهی است که هر جواب کل دستگاه معادلات »)۱-١(‏ يك جواب ایسن معادلة جدید نیسز 
خواهد بود. این مطلب» ایدة اساسی فرایند حذف است. اگردستگاه معادلات خطی دیگر 
Bua 2 ۰۰۰ 27, = 2‏ 
(۲-۱) : 1 
Baa ۰۰۰ FBya, = 2,‏ 
را داشته باشیم که در آن هريك ازاین ۾ معادله تر کیبی حطی از معادلات دستگاه (۱-۱) 
باشد, آنگاه هرجراب (۱-۱ )یگ جواب‌دستگاه جدید نیز هست. البته»این امکان‌و جود دار که 
برحی ارجوابهای (۲-۱)جو اب (۱-۱) نیا شند. واضح است که | کرهرمعاد له دستگاه‌اصلی 
تر کیبی خحطی ازمعا دلات دستگاه جدید باشد» اين وضع پیش نخو اهد آمد. دو دستگاه 
معا دلات حطی را هم ارز ناميم هر گاه هر معا د له بك دستگاه تر کیبی عطی (زمعادلات دستگاه 
دیگر با شد. بدین نحو؛ می تو انیم مشاهدات خود را رسماً به‌صورت زير بیان کنیم. 
وضية 1٩‏ جوابیای دستگاهیای معادلات خطی هما«ز یکی هستند. 
هر گاه فرایند حدف دریافتن جوابهای دستگاهی نظیر (۱-۱) موثر باشد» دراین 
صو رت با ید دیسد چ کو نه می تو ان با تشکیل تر کیبات حطی معا ولات داده شدی دستکاه 
معادلات هم‌ارژی به‌دست آور د که حل آن ساده‌تر باشد. در بخش بعد» در بادهٌ یسك روش 
انحام این کار بحث خواهیم کر د. 


) تحقیق کنید مجموعه‌ای از اعداد مختلط که در مثال ۴ توصیف شده زیرهیاتی از‎ ٩ 
فر ض کنید ۶ هیأت اعداد مختلط باشد. آیا دو دستگاه معادلات حطی زیرهم ارز ندا‎ ۳ 
گر چنین است» هر معاد له آین‌دو دستگاه و بەصور ت تر کیبی ی از معا دلات دستگاه‎ | 


دبگر بیان کنید. ۱ 
o‏ = پر ,۶و۳ mase‏ 
o 2= o‏ = ۲ ۲ 
۳ دستگاههای معادلات ذیررا همانند یی ۲ بردسی کنید. 
ار ی apap = o‏ یوس 


n Farr A= 0 2 ۲-۳ + = o 


۵ معادلات خطی 


۱ ۵ 
Aa ۲ م۳"‎ = ۳ 


"۴ دستگاههای زیررا همانند تمرین ۲ مورد بررسی قراردهید. 
i‏ 
p= o‏ و ۸۵۲ 2۱۳ (+ی) ۰ << 2 +( +۱4- )۲24 
۱ ۲ ۱ 
PVD = o‏ ۳ ب o‏ = و۵9 Yip‏ — »۲و۳ 


۵ فرض کنید ۲ مجموعة متشکل از تنها دوعنصره و ۱ باشد. اعمال جمع و ضرب دا 
با جدو لهای زیر تعریف می کنیم: 





تحقیق کنید که ۸۴ همراه با این دوعمل يك هیأت است. 

#7 ا بت کنی د که اگر جوایهای دودستگاه معا دلات خحطی همگن یکی باشنك آنگاه آن دو 
دستگاه هم ارز ند. 

۷ ثا بت کنی د که هرزیرهیأات ازهیأت اعداد مختلط شامل همه اعداد گویاست. 


۸ ثابت کنید که هرهیأات با سرشت‌نمای صفرشامل سخه‌ای ازهیأت اعداد گویاست. 


0 ماتر ,سها و اعمال سطری مقدماتی 

ددتشکیل تر کیبات خحطی از معادلات خطی نمی توان بدون توجسه به‌ایسن نکته گذشت که 

نیازی به‌ادامۀ نوشتن «مجهو لهای» :هو ۰۰۰۰ نیست.چراکه محاسبات عملا“ فقط‌روی 

ضرایب ,4 و اسکا لرهای ,رو صورت می گیر ند. دستگاه (۱-۱) دا اکنون به‌صورت 
AX=Y‏ 

که در آن 


ما تر سیا و اعمال سطری مقدماتی ۱ ۱ 


3 2۸ 
َ عم یر و 4 ۲ 
Jn Ta‏ 


خلاصه می‌کنیم. 4 را ماتریس ضرایب این دستگاه می‌نامیم. دراصل باید بگوییم که آرای 
مستطرلی نموده شده در با لا بسك ماتر یس یست» بلکه نمایشی از يك ماتریس است. يك 
ماتریس م × م برروی هیأت ر عبارت است ازيك تابع 4 ازمجموعةً جفتهای (ز ,:) 
از اعد اد صحیح)» :>> ۱ و > زک ۰۱ در هیأت ز. ددایه‌های ماثر یس 4 عبار تند 
از اسکا ثرهای ر4 = (ز ,4)1 واغلب بسیار راحت‌تراست که همچون بالاء این ماتریس 
را با نمایش ددایه‌هایش دريك آرایهٌ مستطیلی »«سطری و برستونی توصیف کنیم, بدین 
نحوء × (در بالا) يك ماتریس ۱ < 7۱ است» يا يك ماتریس ۱ < ۱ دا تعریف می کند» و 
۲ یك ما تریس ۱ ×" می‌باشد. درحال حاضره ۲= 4 چیزی جزنمادی خلاصه‌نویسی 
بر ای دستگاه معادلات‌خطی ما نیست. بعدهاء که ضرب ما تر یسها را تعریف کردیم ۲ بەمعنى 
حاصل ضرب دوما تریس 4 و ٭ نیزخواهد بود. 

اکنون می‌خواهیم آن دسته از اعمال دوی سطرهای ماتر یس4 راء که متناظر به تشکیل 
تر کیبات خطی معادلات در دستگاه ۷ = ۸ هستند. مورد توجه قر ار بدهیم. ابتداء توجه 
خود دا به‌سه عمل سطری مقدماتی روی یك ماتریس ‏ × ص مانند 4 برروی هیأت ۲ 
3 می سار یم : 

3 ضرب يك سطر 4 دريك اسکا لر غیر صفر ع؛ 

۲ گذاشتن به‌جای سطر م ۸ سطرم بعلاوة » بر ابر سطر ی که درآن ع يك اسکا لر 
است و وس ۲ 

۳ تعو یضص دوسطر ار 
بدین‌نحوء يك عمل سطری مقدماتی عبارت است از نوعی تابع (فاعده) حاص مانند ع که 
به‌هر ما تریس ۸ × رون مانند 4 ماتریس (0)۸ داکسه ۸ × م است متناظر می‌سازد. ع را 
بطو ر دقیق می توان دداین سه‌حالت. به‌صورت زیر توصیف کرد: 

۰۱ 4 = رن( )6 هر گاه اعلا و پراش ع<ر, (6)4. 

۲ رز = رر(4)» هر گاه cir‏ 3 ریش بر ,۸4 = ر,(۵)۸. 

۳ روم < رب(۸) ه هر گاه ¡ مخالف با م و مخالف با ی باشل و ر4 عد,,(۸)ع: و 


باه = رو(۵)4.دد تعر یف (6)4»دد واقع این مهم نیست کهما تر یس 4 چندستون‌دارد؛ اما تعداد 
سطرهای آن کاملا حا تز اهمیت است.مثلا »در تصمیم گیری‌د اجع به‌این که‌معنی تعو یض‌سطرهای 
۵ و ۶ در يك ماتریس ۵ ۵۱ چیست. باید کمی نگران بود. برای اجتناب اذاین گو نه 
پیچید کیها» توافق می کنیم که عمل سطر ی مقدماتی ع روی رده همه ما تر يها ی mxn‏ 
برروی هیاأأت ۴ به‌ازای بك رر ثابت اما هرم دلخواه. تعریف می‌شود. به بیان دیگر» 


۲ نعادلات خط 


ص 


یك ع بخصوص روی ردو همۂ ماتریسهای «سطری برروی ] تعریت می‌شود. 

يك دلیل این که ما حود را به‌آین سه نوع ساده از اعمال سطر ی مح_دور می‌ ساريم 
این است که پس از انجام يك‌چنین عمل ع روی یك ماتریس 4 می تو انیم با انجام عملی 
مشابه روی (4 )ع ماتریس 4 را دو باده بەرست بیاودیم. 


ضيه ۳ به هر عمل سطری مقدعاقی ع یك عمل سطری مقدعاتی ,ع٠‏ از همان 
نوع ۰۵ متناظر است. به‌طوری که به‌ازای هر مأتریسی 4 4 = ((۶)۶۱)24 < ((4))>. 
به بیان دیگر؛ عمل تا بع) معکوس هرعمل سطری مقدماتی دوجود دادده د خود يك عمل 
سطوق عقدماتی ۱ذ همان نوع است. 

اثبات. (۱) فرض کنیم e‏ عملی باشد که سطر ہم یك ما تریس را در اسکا لر غیر صفری 
ضرب می کند. ,ع را عملی بگیرید که سطرم را در اسکالر' 7 ضرب می کند. (۲) فرض 
کنید ع عملی باشد که سطرہ را با سطرم بعلاوۃ م برابر سطری ی جایگز ین می کند. 
در این حالت» ,و دا عملی بگیرید که سطر ٣م‏ را با سطرم بعلاوة (ع-) برابر سطر ی 
جایگزین می‌سازد. (۳) اکره عمل تعویض سطرهایمم و وم باشد. ۴ داهمان ع بگیرید. 
در هر یك از این سه حالت. بهازای هرما تر یس 4 بوضوح دادیم 

e (e(4))=e(e(4))= ۸۰ O 


تعر یف. اگر ۸4 د 8 دوعاتریی 7× 7 برروق هیأت "۲ باشند.‌گويي 8 هم ارزسطری 
4 است۰ هرگا۰ توا 8 را با دنالهگ متناهی از اعمال سطرق مقدعائی اذ 4 به‌دست 
۲ورد. 


با استفاده از قضیهً ۲ خحواننده بر احتی می‌تواند مطالب زیررا تحقیق کند. هرما تر یس 
هم‌ارز سطری خودش است؛ اگر هم‌ارز سطری 4 باشد. آنگاه 4 هسم‌ارز سطری 8 
است؛ آگر B‏ هم‌ارز سطری 4 و € هم‌ارز سطری 8 باشد. آنگاه ) هم‌ارز سطری, 4 
است. به‌پیان دیسگر؛ هم‌ارزی سطری يك ر ابطهٌ هم ارزی است (ر. ك. ضمیمه). 

قضیة ۳. اگر دو داتریی ۸ < 7۱ ۰ د 8 هماد( سطری باشند؛ ۲ نگاه جوا بیاقی 
دو دستگاه معادلات خحطی همگی ه = ×4 و ه = ×8 یکی هستند. 

اثبات. فرض کنيم با دنبا له‌ای متناهی ازاعمال سطری مقدماتی» از 4 به برسیم: 

و =4 ج ٠.۰‏ ج 4 جد ر4 A=‏ 

کافی است ثابت کنیم جوابهای دو درست گاه = 4 و = 4 یکی 
هستنل؛ یعنی» اعمال سطرى مقدماتى مجموعة جوابها را تغيير 
نمی دهند. 

لذا فر ض کنیم 8 با يك تك‌عمل. سطری مقدماتی اذ ۸4 به‌دست آ بد. صرف‌نظر از 
نو ع این عمل؛ اعم از (۰)۱ (۰)۲ ا (۰)۳ هرمعادله دستگاه BX=o‏ تر کیبی حطی از 


مالریپا و اعمال سطری مقدما فی ۱۳ 


معادلات دستگاه ه = 4 است . جون‌معکوس يك عمل سطری مقدما نی‌خود بك عمل‌سطری 
مقدما تی است» هرمعاد له دستگاه ه = ۸41 نیز تر کیبی خحطی از معادلات دستگاه ه = ×8 
می با شد, اراین‌ری این دودستگاه هم ارز ند ر بنا بر قضيهً ۱ جوا بها یشان یکی است. 0 


مثال ۵. فر ض کنیم ۸ هیأت اعداد گو با باشد. و 


دبا لهای متناهی ار اعمال سطر ی مقدما نی ړوی ما تر یس 4 انجام می‌دهیم؛ و با اعدادی 
در پرانتز نوع عمل انجام شده دا مشخص می کنیم. 


(۲) 


۴ 


٩‏ بت 


۳ ۹س 


۴ 0 


(۲) 


چس 


۳ ا 
0 ¥ ۱ 
اس ۶ ۲ 
٩ ۳‏ سس 9 
o‏ ۳ ۱ 
٩‏ سم ۷۲ سس 0 
۳ وس و 
۲ سب 0 ۱ 
۱ 

س ۱ 0 
۳ ۳ 
o 0 ۱‏ 
۳ بت 9 ۱ 
۱ 

o ۱ س‎ 
۳ 


۴ معا دلات خطی 


ج 


سد ۱ 0 0 
۳ 
۱۷ 

* س به 9 ۱ 
۳ 
۵ 
نت ست 8۵ ۱ o‏ 
۳ 


هم‌ارزی سطری ما تریس 4 با ماتریس آ خر دابا له بالا على | لخصو ص برای مسا ر وشن 


می‌سازد که جوابهای 
gy + ۳۵,۷ Yap = ۰‏ ۲۵ 
Ou = o‏ سیون سس DFE‏ 
و 
ہ = پیا س په 
۴ ۳ ۳ 
۱۷ 
EL SS »‏ 1 3 
۳ 
ت 9 
e‏ سس ر FF‏ 
بر ۲ 


یکی هستند. SG E‏ 73۳ دلخواه گویای ع را به م چ سیت 
بدهیم جواب (6 e,2, 3e,‏ ملد - ) را ا ا ا 
به‌همین ر 


مثال ۶. فرض کنیم ۸ هیأت اعداد مختلط باشد» و 


ج 
اا 


یی 
+ 


درانجام اعمال سطری غالبا داحت‌تر است که‌چند عمل ازنوع (۲) دا توأماً انجام دهیم. 
با در نظرداشتن این مطلب: 


ما تریسها و اعمال سطری مقدما تی ۱ 


1< 
کے 
i 0 ۲+ j‏ | بت 
۱ 
9 ۳-۲۶ 9 1 ۳ وج 
چس چس 
۲ ۱ ۲ ۱ 
۳ 0 ۱ 0 
is 9‏ ۳-۲۶ 9 
چ 
9 ۱ ۲ ۱ 


بنا بر این» دستگاه معا دلات 


= 1 سل .وی س 
e = o‏ سل و اس 
Dp Ya = o‏ 


فقط دارای جواب بدییهی ۰ کد ن ست 27 است. 


درمثا لهای ۵ و بدیهی است که اعمال سطری را به‌طور تصأدفی انجام ند اده‌ایم . 
گرینش مااز اعمال سطری تحت تأثیر تما یلی برای ساده کردن ما تریس ضر ایب به گو نه‌ای 
شبیه به«حذف مجهو لها» در دستگاه معاد لات عطی » صورت می گیرد. | کنون. اجازه‌بدهید 
تعریفی رسمی از نو ع ماتریسی راکه سعی داشتیم بدان دست يا بيم› اراثه کنیم. 


تعر ف. ماتریسی پر :۰ مانند ۰۸ تحویل شدغ سطری نامیده می‌ شود هرگاه: 
(الف) ادلین ددا غبرصفر دد هر سطر غیرصفر ۸ برابر ۱ باشد؛ 
(ب) هم درایه‌های دیگر هرستونی از ۸ که شامل دداية غير صفر مقد) يك سطر 


است: ۰ پاشند. 


مثال ۷. يك‌مثال ازماتریسهای تحویل شدسطری, ماتریس همانی ور »< بر (مر بعی) 
] است. این ماتر یس ماتر یسی 7 »× م است که با ۱ 


هر گاه ر< ز { 
هرگاه زز ه 
تعریف مي‌شود. این اولین کار برد دلتای کرو نکر ا (8) است که کر اراً به کار خو اهد دفت. 


در مثالهای ۵ وش آنحسرین ما تر یسها در دبا له‌های نمایش داده شدي ما سر یسهای 





1 Kronecker 


۶ معا دلات خطي 


تحویل شدة سطری هستند. دومئال از ماتریسهایی که تحویل شدۂ سطری نیستند. ما تریسهای 


ر بر ند 
1 ۲ 0 0 0 0 ۱ 
۴ س ٩ ofl, ۱ o‏ سب ۱ 0 
2 ۵ 0 0 ۱ 0 0 


ذومین ماتریس درشرط (الف) صدق نمی کند. زیرا درایۀ غیر صفرمقدم اولین سطر آن ۱ 
نیست. اولین مساتریس شرط (الف) را برمی آورد» اماستون ۲آن حایزشرط (ب)لیست. 

اکنون ثا بت می‌کنیم که می توان از هرما تریس داده شده با تعدادی متناهی عمل 
سطری مقدماتی» به‌يك ما تریس تحویل شدخ سطری رسید. تر کیب این مطلب با قضیة ۲ 
ابزار مؤثری برای حل دستگاههای معادلات حطی به‌دست می‌دهد. 


قضية ۴ هرعاتردی ۸ × 17 ڊرددی هيات ۴ هم!ر( سطری يك مافویس تحویل 


البات. گیریم 4 يك ما تریس ۸ × 7۱ برد دی هیأت ر باشد. اگر همه درایه‌های 
سطراول 4 برابر ه باشند» آنگاه تا آنجایی که به‌سطر اول مر بوط است» شرط (الف) 
بر قرار است. اگرسطر اول دارای یك درایۂ غیر صفر باشد» م راکو چکترین عدد صحیح 
مثبت ز می گیر یم که به‌ازای آن ٥ع‏ 4. سطر اول را دد ۸4 ضرب می کنیم تا بدین 
تر تیب شرط (الف) درسطراول برقرار باشد. اکنون به‌ازای هر ۷ < ز» (پرلر ) برابر 
سطراول‌ر| به‌سطر زم می‌افزاییم. بدین‌نحی درایهٌ غیرصفرمقدم سطراول درستون م قر اد 
می گیرد؛ این درایه ۱ است» و هردرايۀ دیگرستون ek‏ بر اپر ه است. 

اکنون ماتریس حاصل ازاعمال فوق را دد نظرمی گیر یم. هر گاه همه درایه‌های‌سطر 
دوم ه باشند. روی آن هیچ‌عملی انجام نمی دهیم. اما ا گرد ایه‌ای در سطر دوم مخا لف ه 
باشد, این سطررا در اسک لرمناسیی ضرب می‌کنیم تا رای غیرصفر مقدم آن ۱ بشود. ور 
حالتی که سطر اول» درابهً غیر صفر مقدمی ددستون )م داشته باشد» این در ابه غير صفر مقدم 
سطر دوم نمی تو اندددستون #مقرار گیرد. لذاء فر ض کنیددر ای اخیردرستون »| ۸ باشد. با 
افز ودن مضر بهای مناسبی ازسطردوم به‌سطور د یگر» می توان تر تیبی داد که تمامی درایه‌های 
ستون ۰۷۲ بجز ۱ موجود درسطر دوم ه گر دند. کته مهم قا بل توجه این است که ضمن 
انجام اعمال اعیر» نه‌تنها درایه‌های سطر ۱ در ستونهای ۱ ۰۰۰۰ ۸ تعبیر نمی کنند» بلکه 
همه درایه‌های ستون )م نیز بدون تغهیر می‌ما نند. الیته» اگرهمۀ در ابه‌های سطر اول صفسر 
باشند. اعمال روی سطردوم تا ثیری برسطر اول نخواهند داشت. 

هر گاه روش فوق‌الذ کر را هر بار روی يك سطر به‌کار بندیم» دوشن است که پس 
از طی مر احلی متناهی به‌باگ ماتریس تحویل شدۀ سطری دست خواهیم یافت. [] 


ما تریها و اعمال سطری مقدما تی ۱۷ 


لمر .ین 
۱ هم جوابهای دستگاه معا دلات 
= وس وه( -۱) 
o‏ = بو( ۱) 2 
را بەدست آورید. 


۳ گر 
۳٣ — ۲‏ 
۱ ۱ ۲ ا=A‏ 
9 ۴س ۱1 
با تحویل سطری کردن 4 همه جو ابهای ه = ۸42 را به‌دست آورید. 
۳ گر 
° بت ۶۶ 
0 س ۴ =4 
۳ 0 ۹ت 


همه جوابهای دستگاههای ۲۲ = ×4 و ۳ < ×4 را به‌دست آورید. (علامت 626 
نشانگرما تریسی است که هرددايةٌ آن » برابر ددایۂ متناظرش ددماتریس × است.) 
۴ یك ماتریس تحویل شدٌ سطری بيا بید که هم‌ادز سطری ماتر یس 
9 روا )اس i‏ 
A=} ۱ — ۱‏ 
يب Yi‏ ۱ 
باشد. ۱ 


۵ ثا بت کنید که دوما تریس زیرهم‌ارز سطری فیستند : 


۲ 0 0 ۱ ۱ ۲ 
a سب‎ ۱ 0 ۹ ~۴ o سب‎ ۱ 
C ۳ ۱ ۳ ۵ 


۱۸ ععفادلات خطی 


ماتریسی ۲ × ۲ با درایه‌ها ی مختلط باشن. همچنین فرض کنید ۸4 تحویل شدخ سطری 
باشد»و ه = ل +--+ طا + . ثا بت کنید که دقیقاً سه ما تریس اراین نوع وجود دادد. 


¥ ثا بت کنید که عمل تعو يض دوسطر يك ما تریس را می توان با دنا له‌ای متناهی ار اعمال 
سطری مقدماتی از دو نوع دیگر انجام داد. 


۰۸ وسكا معاولات << 4X‏ راکد در ان 


d b 
€ d 
يك ماتر یس ۲ × ۲ برروی هبات ۶ است. در نظر بگیر بد. ا بت کنید که:‎ 
جوابی برای‎ (A, 2<) (الف) اگر همه درابه‌های 4 صقر باشنل اه هر جفت‎ 
است.‎ AX = o 
فز دارای جات بد یھی‎ AX =o وشتکام‎ E ad — bc (ب) اگر ه‎ 
ه س 4 = ,رو است.‎ 
و درایه‌ای از 4 مخالف ه باشد. آنگاه جوابی چون‎ 2 (٥= (ب) اگر ه‎ 
,ه) وجود دادد به‌طودی که (بته ,رته) يك جواب دستگاه است اکر و تنها اکر‎ 27 ( 
اسکا لری چون  با شرایط )یل = ,ن و 2 = ېږ وجود داشته باشد.‎ 


اتر یسهای تحویل شدخ سطری پلکانی 

تا به‌حال.کار ما روی دستگاههای معادلات خحطی از کوششی جهت یافتن جوابهای این 
دستکاهها ات می کت قت در بخش ۳.۰۱ روشی متعادفی برای یافتن این جوابها بنیاد 
نهادیم. اکنون می‌خواهیم اطلاعاتی به‌دست آوریم که اند کی پیشتر جنبة نتبری داد تد و 
برای این منظور. مناسب است ازما تر یسهای تحویل شدۂ سطری پا دا کمی هر اتر نهیم. 


تعریف. ماتریس ۸× ری مسانند ؛ تحویل شدة سطری پلعا نی نامیده می‌شود 
هرگا:: ۱ 
رال خهویل د منطری باه ۱ 
(ب) هرسطر 0 که حمۀ ددایه‌هایش صنرباشند. زیر همه محلورق که ذادای ددایه‌ای 
غیرصفرند داح بشو 

(پ) اگرسطوهای ۰۱ ۰۰۰۰ ۶ سطرهای غبرصفو ماتریی ۸ باشند د ددایة یرصم 
عقدم سطر ا در ستولا ,۰۸ 7 ,°°° ,۲ ,۲ 2 ره راقع پشود:۱ نڳام ` 
kK CK T° <k‏ 


ما نر ستهای لحویل شدۀ سطری پلکا نی ۱٩‏ 


هرما تریس تحویل شد سطری پلکانی ۸ × 7 مانند ۸ را می توان به‌صورت زیر 
توصیف کرد. يا هر دراية ۸ برابر ه است» و یا عدد صحیح مثبتی مانند مورک > ۰۱ 
و ٣‏ عدد صحیح میت ck ck‏ ۰ ,6 با شرط >> ۱ و جود داز ند به‌طو ری که 

(الف) به‌ازای ۲ ج » ه =8 و اگر م > از آنگاه ه = ر,۸. 

\KjKrI1KIKr ‘Ra; )ب( زرا‎ 

k < ۰۰ >, (پ)‎ 


مثال ۰۸ ماتریس همانی ۸ × ور و ماتریس صفر ور »م که با ۰۳۰۶ شان داده 
می‌شود و همۀ ددایه‌هایش ه هستند دو مثال از ما تریسهای تحویل شده سطری پلکانی اند. 
هر چند» خواننده در ساختن مثا لهای دیکر نباید مشکل چندانی داشته باشد» با این حال. 
علا فه‌مند یم مثا لي غیر بدیهی هم ار ائه کنیم: 


۱ 
o ۱ س ۰ ۳ سس‎ 
۳۲ 
0 o 0 ۱ ۲ 
0 0 o 0 O 


ضيه ۵ هر ماتریی 7۱۶ مانند 4 با یك ماتروس تحویل شد سطرق پلک نی 
هم«( سطری است. 

اثبات. می دایم که 4 هم ارز سطری با يك ماتریس تحویل شده سطری است. تنها 
چیزی که با بد ثا بت کنیم این است که باانجام تعدادی متناهی عمل تعویض سطری روی يك 
ما تریس تحویل شده سطری‌می توان آن را به‌شکل تحویل شدة سطری پلکانی در آودد. © 


در مثا لهای ۵ و ع۶ اهمیت ماتریسهای تحویل شد سطری دا در حل دستگاههای 
معادلات خطی همکن دیدیم. اکنون به‌طور حلاصه دستگاه ه = ×۸ را »که در آن ۸ یك 
ماتریس تحویل شدة سطری پلکا نی است» مطرح می کنیم. قرض کنيم سطرهای ۰۱ ۰۰۰۰ ۲ 
سطرهای غیر صفر و دراي غير صفرمقدم سطر زم آن در ستون ,۸م باشد. دراین‌صورت. 
دستگاه ه -- RX‏ مر کب از ۶ معاد له غیر بد یھی است. بعلاوه؛ مجهول Ta,‏ فشط در مین 
معادله (با ضر یب غیر صفر ) ظاهر می‌شود. اگر ,یں ۰۰۰۰,- ,هه دا (-) مجهول غیر از 
Dr,‏ ۰۰۰ 2۳ فر ض کنیم؛ آنگاه م معاد لة غیر بد بھی دد ه -- 0 به‌صورت 


7 - ۰ 
2 < رباره6 ر۵ ۳ ,2 
j=‏ 
۳ ۱ : 


0 -- 


Ty, زر رم‎ = o 
j= 


0 ۳ معا د لات خطی 


هستند. همه جوابهای دستگاه معا دلات ه = ×۸ با تخصیص مقادیری دلخواه به ۰4 ۰ ۰۰ 
,مها و سپس محاسبةٌ مقادیر متناظسر ۲ نت از (۳-۱) به‌دست می آیند. مشلاء 
ا گر ماتریس نشان داده شده در مثال ۸ باشد. آنکساه ۲ دم =٣‏ ۰ ۴ = ۲ و دو 
معادلهٌ غیر بدیهی در دستگاه ه = ۲ عبار تند از 


۱ ۱ ۱ 
a‏ ۳۵ -- بر یا ی 


= و۲‎ Î 
Ta < وه‎ ‘=D ۰ = لذاء می توان هرمقدادی به ,ے٤ مي دړن تخصیص داد مثلا مه‎ 
و جواب ( ,۲6 - ,9 ,۳-6 ,۾) دا به‌دست آودد.‎ 

حال درمورد دستگاه معادلات ه = ×۸ مطلب دیگری را بردسی می کنیم. اگر ي 
تعداد سطرهای غیر صفر ما تر یس ۰ کمتر از 7 باشد» آنگاه دستگاه = RK‏ دارای بك 
جواب غیر بدیهی؛ یعنی يك جواب (مت ,۰۰۰ ,,ه) است که در آن همه ریوها صفر نیستند. 
زیراء به‌دلیل اینکه ۸ > ۲ می توانیم رای را انتخاب کنیم که در بین « مجهول Pk‏ 
۰۰ نو نباشد و دراین صورت می‌توانیم جوابی همچون جواب بالا راکه درآن 
این رم برابر ۱ باشد بسازیم. این مطلب ما را به‌یکی از بنیادیترین واقعیتهای در بارة 
دستگاههای معادلات خحطی همکن می‌ر ساند. 


فضي ۶. اگر 4 يك مائریسی X N‏ ۱ > 1 اشد ناه دستنگاه معادلات 
خحطی همگین ه = 4 یك جواب غیر بد یھی دارد. 

اثبات. فرض کنیم ۸ يك ماتریس تحویل شدة سطری پلکانی باشد که با 4 هم ادز 
سطری است. بنا بر قضيةٌ ۳» جوابهای دستگاههای ه = 4 و ه -< ×۸ یکی هستند. ا گر 
م تعداد سطرهای غیر صفر جر باشد» آنگاه یقیناً > » وچون > 0 دادیم > . از 
ملاحظات فوفق بیدر نگ نتیجه می‌شود که ه = لم یك جواب غیر بدیهی دادد. [] 


ضية ۰۷ اگر4 يك‌ماتربی × (عربمی) باشد. آنگا: ۸4 همارز سطری‌ماتریسی 
هما نی :7 × 7۱ است اگر و تنها اسر دستگاه معادلات ه = 4 فقط جواب بدیهی داشته 
باشد. 

اثبات. اگر 4 هم‌ارز سطری ۲ باشد؛ آنگاه جوابهای ه = ×4 و =٥‏ 7 یکی 
هستنك. بعکس؛ فرض کنیم ه = ۸6 فقط دار ای جواب بد یھی ه = × باشد. FR‏ را ما تریس 
تحویل شدۂ سطری پلکانی ۸× ۸ی می گیریم که هم ارز سطری زر است. فرض کنیم ‏ 
تعد اد سطرهای غیر صفر ۸ با شد. در این صورت. ۰= A٨‏ هیچ جواب عیر بد یھی ندارد. 
بنا براین ۸ج . از طرفی» چون ۸ دادای ۸ سطراست. دوشن است که « کم و بنا بر این 
۶ < ۳. چون مطلب احیر به‌این معنی است کد ۸ یله" در هر يك از ۸ سطرش يك دراية 
غیر صفرمقدم ۱ دادد. و نیز این ۱ها هريك در یکی از ۸ ستون مختلف قر ار دادند» ۸ 


ما تر یسهای تحویل شدخ سطری پلکانی ۲۱ 


ی با ید ما تریس همانی ۸ × ۸ باشد. [] 


اکنون این سوّال را مطر ح می کنیم که اثر اعمال سطری مقدماتی درجریان حليك 
دستگاه معادلات حطی ناهمگن ¥= ×4 چیست؟ در بدو ام تفاوتی اساسی بین ان 
حالت و حالت همگن مشاهده می‌شو ده وآن این است که على رغم این که دستگاه همگن 
همواده دادای جواب بدیهی ه = ړي = ۰۰۰ بن = .رو است؛ لازم نیست يك دستگاه 
ناهمکن اصله؟ جوابی داشته باشد. 
ما تریس افز ود دستگاه << 4 را تشکیل می‌دهیم. ایسن ما تریس ماتر یسی 
( ۱+ ۸) ×" است که ۸ ستون او لش ستونهای ماتریس 4 و ستون آخسرش ۲ است. 
به‌طور دقیقتر› 
اگر <n‏ ز A y= Aiy‏ 
AS‏ 
فر ض کنیم دبا له‌ای از اعمال سطری‌مقدماتی روی 4 انجام داده‌ایم تا بەیك ما تر یس تحو یل۔ 
هد سطری پلکانی 8 بر سیم. ا گر همین دنبا له از اعمال سطری دا روی ماتریس افز ود 
۵ انجام دهیم به‌ما تریسی چون ۸ می‌رسیم که ۾ ستون اولش ستونهای 1 و ستون 
آ حرش متشکل ار اسک لرهای معین ۰2 ۰ 2 است. اسکا ارهای ,مه درایه‌های ما تر یس 
mx ۱‏ 


8 


ی 

هستند که از بدکار بستن دبا له اعمال سطری فوق روی ماتریس ۲ حاصل می‌شو‌ند. برای 
خواننده می‌باید روشن باشد که» درست شبیه اثبات قضیهٌ ۳ دستگاههای ۲ = ×4 و 
R= 2‏ هم‌ارز ند» و از این‌ری جسوابهایشان یکی است. تین این کسه آیبا دستگاه 
RX =Z‏ دادای جوابی هست ۳ نف و نیز تعیین همه جوابهای اين دستکاه. درصورت 
وجوده کار بیار آسانی است. YS‏ غیر صفر 
مقدم سطر زم درستون ,۱۳ , ,۲ ات ا فران: RX = NS‏ 
عملا ري ۰۰۰ نت دا ۱ ۲ بوچ واسکا لرهای 2,۰۰۰۰2 
بیان می کنند. (m—r)‏ معاد له آ خر عبار تند از 


۲ معا دلان‌خطی 


و بنابراین شرط وجود جواب برای دستگاه این است که به‌ازای << ن: ه = 2. اسر 
این شرط بر قر ار باشد» همه جوابهای دستگاه دقيقاً مانند حا لت همکن» با تخصیص مقا دير 
م.دلخواه به (--) مجهول ری وسپس محاسبةٌ ,داز و مین معا دله به‌دست می آیند. 


مثال 4. گیریم ۴ هیأت اعداد گویا و 


۱ ۲ سس ۱ 
۱ ۱ ۲ | << لم 
٩‏ ست ۵ o‏ 


باشده ۸ بخواهیم دستگاه ¥= AX‏ رآ بسه‌از ای مقادیسر 1۸ ۷9 د حل کنیم. روی 
ما تریس افر ود "4 دبا له‌ای از اعمال سطری که 4 را تحویل شد سطری‌می‌سازد» اجا م 


می‌دهیم: 
2 ۱ ۳9 #۱ ۱ ۱ 
gy |+ o» 1 (gy) ( P‏ 1 + ۲ 
Yr ۳ 9 ۵ ¬١ ۸ "ِ‏ اب ۵ 

۱ کم‎ ۲ ۱ VA 

0 (-و) اس ها و 

° o0 ° (yr~yr +g) 

۸ ۱ ۳ تست ۱ 

ِ ( ,۲9 - ول مت و 


° 0 ° (yr یو‎ +۲ ,( 


۳ ۱ 
۱ 1 19 ۲۷۰( 


۱ 
(,۲ --۲)- س 9 
۵ 
(,۲ ۲۱لا و 0° و 
از این‌ری شرطی که تحت آن دستگاه ۲ = 4 دارای جواب باشد» عبادت است از 


۷ ۲3 
هر گاه اسکا لرهای داده شدۀ ,لو این شرط را بر آور ند» همه جوابها با تخصیص يك مقدار 


ما تر یسهای تحویل شد سطری پلکانی ۲۳ 


دلخو اه » به 2۳» و سپس محاسبةً 


۳ ١ 
2, << مات‎ 


۱ ۱ 
1 ۲۹ ۱( 


به‌دست می آیند. 

اکنون به‌مشاهدة آخرین مطلب در بار دستگاء ۲ = ۸1 می‌پردازیم. فسرض کنیم 
برحسب تفاق درایه‌های ماتریس 4 و اسکا لرهای ,بو ۰ مر در زیسر هیأت از 
هيات 7 قرار گیر ند. ا گر دستگاه معا دلات ۷= ۸2 دادای جوابی با ۰۰۰۰ 2 در 
م باشد این دستگاه دارای جوابی با ي ۰۰۰۰ په در , ۸ است؟ ریراء» برروی هريك 
از این دو هیأت» شرط وجود جواب برای دستگاه عبارت است از برقراری روابطمعینی 
بین ۷ ۰۰۰ ږل در ۳ (روابط ه کے به‌ازای م حر و که فلا" ذ کرشد). به‌عنوان 
مثال. فرض کنیم ۲ = ۸ دستگاهی از معادلات حطی باشد که در آن اسکا لرهای و و 
همچنین ,رها همه حقیقی‌اند. اگر جوایی برای این دستگاه موجود باشد که در آن 
49 ۰ - ۰ج مختلط باشند, آنگاه این دستگاه دارای جو ابی است که‌در آن ۵ ۰۰۰ Dg‏ 


٩‏ همه جوابهای دستگاه معا دلات ریت را با تحویل سطری کسردن ماتریس ضرایب آن 
به‌دست آورید: 


۱ 
NT 0 -- ¢ 0= ۰ 


Lm 0‏ 4-۵ ۴ سب 


o‏ = نو ۱۳ — بوچ و سل رز ۳ مس 


۷ ۸ 
سب ۲۲ وج‎ p= o. 
ga YT r 


۲ ماتریس تحویل شد سطری پلکانی‌ ای بیا یبد که هم‌ار ز سطری ماتر یس 


۴ معادلان خعلی 


باشد. جوابهای =o‏ ۲[ 4 را به‌دست آودبد. 
۳ همه ماتریسهای ۲ < ۲ تحویل شدة سطری پلکانی را به‌طور صریح توصیف کنید. 
۴ دستگاه معا دلات 
۱ات +۲2 u — a+‏ 
2-۱ 4-۲۷ ۳۶ 
۲ = »۴۵ پ٣‏ سس ول 
را در نظر بگیرید. ]یا این‌دستگاه‌جواب دار د؟ | گر چنین است. همه این‌جوابهاد اصر يحاً 
توصیف کنید. 
۵ مثا لی ازيك دستگاه دومعادلهٌ تحطی دومجهو لی پیاور ی د که جواب نداشته بأ شد. 
۶ شان دهیك وستگاه 
at ara =1‏ — ین 
Dt a rp 2 ۲‏ 


LR سح م سپ ۷ ل‎ Le 


جو اب ند ارد 


۷ همه جوابهای وستگاه 


۲ — = ۲ و gr — Nx,‏ 
۲ — = و e Fae‏ سس ۲ — 1 
u =‏ سیون ۲ سل ی و۴ سس 2 
Vp Fereh ۷‏ پوو ی سوق 
را بیایید. 
۰۸ فرض کنید 
۲ سب ۳ 
۱ ۱ ۲ كيه 
° ۳ ۷ 


به‌از ای کدام سه‌تاییهای 9 (Y1. I“,‏ دستگاه ۷= 4 جواب دارد؟ 


سرب ما لر بسی ۵ ۲ 


4 فرض کنید 
(3۳.. ۲۰ وڪ ۲۰۰ 
۳ ۱ ۴ ۳ متسین 
=4 
o o ۱ ۱‏ 
° ۱ جر ,۲ 


به‌ازای کدام Yc Yo Ye)‏ 2 دستگاه ¥= 4 جواب دارد؟ 


۰ فرض کنید ۸ و '۸ دو ماتریس تحویل شدۂ سطری پلکانی ۳ × ۲ باشند وجوابهای 
دستگاههای ه = ×۸ و ۰= ×'۸ یکی باشند. ثا بت کنید ۸ = ۲ . 


۱. ضرب مار سی 

واضح است که فرایند تشکیل تر کیبات خطی از سطرهای یك ما تریس فرایندی بنیانی 
است (یا به‌هرحال» باید چنین باشد). بدین دلیل ادائة طرحی با نظام برای بیان این 
نکته که دقیقاً چه اعمالی باید انجام شوندء ارجح است. به‌صودت مشخصتر» فرض کنیم 
8 ماتریسی م × ۸ برروی هیأت ۳» با سطرهای ,۰ 8.۰۰۰۰ باشد» ونیز فر ض کنیم از 
B‏ ماتریس ٤‏ با سطرهای ,ل٥‏ ۰ پل دا با تشکیل تر کیبات خحطی معین 

Y= A BF Ax Bx + °°° 4,8, )۴-۱( 

ساخته‌ایم. سطرهای ٣‏ با mn‏ اسکا لر ر4 که خود درایه‌های ماتریسی ۸× زر مانند 4 
هستند تعیین می‌شوند. اگر (۴-۱) دا به‌صورت 


22 (ر6) تن‎ 3 (AB, a A; B,p) 


72 
بسط دهیم؛ می بینیم که درایه‌های ) با رابطهٌ زیر مشخص می‌شوند: 


4B,‏ ,2 ج 


تعریف. فسرضی کنیم 4 ماتریسی ۸ × 7 پسر ددی هیسات ‏ د 8 ماتریسی ر ×۸ 
بر ددق همین هیأت باشد. حاصل‌ضرب ۰۸8 ماتریسی 7 × 1ری مانند 6 است که دراي 
(ز و ۶) آن عبارت است ۱( 


Ci = 2 AB, 


۶ ۲ ععادلات خطی 


مثال ۰۱۰ در این مثال. چند حاصل ضرب از ماتریسهایی با ددایه‌های گویا آمده 


است. 
۳ 


دراینجا 


۴ ۸( 
۴ ۸) 


س 1 
۴ ۱۵ ۱ 


١ ۱‏ أ ك ۲ 
۳ بست ۲ ¥ . ه 


۷, 2 )۵ د١‎ ۲(< ۱.۵ س١‎ ۲(-۰۰ )۵ 

1= (° ۷ (=~ ۳.) =١ ۲(-۱. )۵ 

0 ۶ ۱ ۱ 0 

۶ ۳ ۳ ۲ سب ۸= ۷۱۲۰۰ ۹ 

۱۲ ۶۲ ۴س‎ ۵ FIL ۸ 

۳ ۸ ۲ o ۱ 

۷ 22) ٩ ۱۲۷ —۸)= —1(o ۶ (۳(۳ ۸ 
م۷‎ <)۱۲ ۶۲ —۳(= ۰ ۶ ۱(4۴)۲ ۸ 


۳ ۳ 


I-Ie 


۱۲(<۰۳)۲ ۴( 


= ]۱۰[ 


aa 
"] 
۳ 

۵ ۳ 


۳ ۲ 5 
0 0 و ۴ ۳ 
0 0 ۳ ۹ سب 


و 


۷, << ۶ 


۱ سب‎ ۵ ۳ o ۱ o 0 ۱ 0 
۲ ۳ ¥۴ 0 ©0 © )ج( © ¥ 0 س‎ 
۹ اسب‎ ۴۳ 0 o0 © 0 ٩ o 


توجه به این نکته مهم است که ضرب‌دوما تریس همواده قابل تعریف نیست؛ ضرب 
دوما تریس زمانی وتنها زمانی» تعریف می‌شو دکه تعداد ستونهای ماتریس اول برابر بسا 
تعداد سطرهای ما تریس دوم باشد. لذاء تعویض تر تیب سازه‌ها در بندها ی (الف )» (ب)» 
و (پ) مثال فوق بی‌معنی است. غا لبا ضر بها یی مانند 48 دا بدون ذکرصریح اندازة 
ساژه‌های آن می‌نویسیم؛ در چنین حالاتی استنباط این است که ضرب تعریف می‌شود. از 
(ت)» (ث)۰ (ج)» و(ج) ددمی‌یاییم که‌حتی اگرضر بهای 48 و 84 هر دو تعریف بشوند» 
ازوماً 84 = 48 درست نیست؛ به بیان دیگر» ضرب ماتریسی جابجاپی نیست. 


مثال۱ ۱. 


(الف) اگر 7 ما تریس‌هما نی" ×" و 4 ماتریسی ۸ × ورر باشد» آنگاه 4 حد 4 [. 
(ب) اگر 7 ماترریس همانی ۸×۸ و 4 ماتریسی "× م باشده آنگاه 4 = ۸ . 
(ب) اگر سین ماتر يس صفر ۶ باشد. آنگاه 4 ٢۳ہ‏ س #او, به طسورمشابه 


.A40P مس‎ oP 


مثال 1 فرض کنیم 4 ماتر یسی ۶ 7 برروی ھیأت F٣‏ باشد. نماد احتصاری 
پیشین برای دستگاههای معادلات خطی» یعنی ۲ = ۰4 باتعریف ضرب ماتریسی ساز گار 
است. ز راء ا گر 





Jn 
. را‎ < Ana پر‎ 2 F-Agz, اس ت که در آن‎ 
8 استفاده ازما تریسهای ستو نی نمادی دا پیشنهاد می کند که غالباً مفید است. !گر‎ 


۲۸ معادلات خطی 


ماتر یسی ‏ × م باشده ستو نهای 8 ماتریسهای ۱ ×۸ » ,۰۰۰۰۰ خحواهند بور که 
به صو رت 


ك 
تعریف می‌شونده وما تریس 8 توالی این ستو نهاست: 
B={[B, ۳3 9,‏ 
در اي (ز , 1) ماتریس حاصل‌ضرب 48 ازسطر زم ۸ وستون زم 8 شکل می گیر د. خو اننده 
خود تحقیق خواهد کرد که ستون رم ماتر یش 48 برابر ,48 است: 
AB= 4, ۰ ۰,4 [۰‏ 
على ر غما ی نکه‌ضرب‌ما تر یسها به تر تیب نوشتن‌سازه‌ها یش بستگی دار د»اما همان‌طور 
که قضيةٌ بعدی نشان می‌دهد از نحوة شر کت آنها مستقل است. 
قضیم۸. اگر 4 ؛ 8 › د ٣‏ ماتریسهایی بردوی هیأت ۸ بساشند که خر پمای 8٣‏ د 
(4)86 تعردف بشوند. آنگاه ضریدای 48 د )48(٣‏ نیز خعریف مي‌شوند و 
A(BC)= ) ۸4 (۰‏ 
ابات. فرض کنيم 8 ماتریسی م ور باشد. چون 96 نع یف‌می‌شوده 6 ماتریسی 
است با 7 سطر ؛ و لذا 6 سور دار د. حال بەد ليل اینکه A(BC)‏ هم تعر یف می شو د 
می‌تو انیم فرض کنیم که 4 ما تر یسی است ۸ × . بنا براین» حاصل‌ضرب 48 و جود دارد 
وماتریسی ۲ ×" است. ازاینجا نتیجه می‌شو دکه حاصل‌ضرب )48(٣‏ وجود دارد. برای 
نشان دادن تساوی ( 8€ )4 = »)48(٣‏ کافی است نشان دهیم که به‌از ای هر ز و ره 
۰ زو[ ( ۸48 )] = ر,[ (4)80] 
طب تعر یف 
[4(BC)], = X A,,( BC);‏ 
e2) B,C sj‏ 2 ج 
ArB,.Cs;‏ را = 
Cs;‏ 4 2 2 = 
روا ( و نگ 2(2 چ 
(AB);,C ;‏ 3 


. زر( ۸4۸8)] ج 


رب با ترسی ۲٩۹‏ 


اگر 4 ماتریسی ۸×7 (مربعی) باشد» ضرب 44 تعر یف می‌شود. این ما تر یس‌را 
با ۸4۲ نشان می‌دهیم. بنا بر قضية ۸ › 4 (44) = (۸4)44 › یا 441 = ۵۲ ازاین روء 
ضرب 444 بدون ابها) تعریف می‌شود. این حاصل‌ضرب را با "4 نشان مسی‌دهيم. در 
حالت عمومی » ضرب 4۰۰۰4 (۸ باد) بدون ابهام تعریف می‌شوده واین حاصل ضرب 
را با A4"‏ نشان می‌دهیم. 

تو جه کنید که ازجمله نتایجی که ر ابطة 48(6) = (4)180 ایجاب می کند؛ یکی 
این است که تر کیبها یی خحطی از تر کیبهای حطی سطرهای 0 مجدداً تر کیبهای خطی از 
سطرهای ) هستند. 

اگر 8 ماتریس مفروضی باشد و ٤‏ به وسیل يك عمل سطری مقدماتی از8 حاصل 
شده باشد» آنگاه هرسطر 0 تر کیبی حطی‌ازسطرهای 8 است؛ وازاین رو ماتر یسی‌جون 
4 وجود دارد به طود ی که ) = ۸. معمولا ماتریسهایی با این خاصیت زیادند. و لدا 
مناسبت دارد ونیزممکن است دد بین آنها یکیر | که دار ای تعواص ویژه‌ای است انتخابت 
کنیم. قبل از آنکه به‌اين بحث وارد شویم» نیاز دادیم که با دده‌ای ازما تریسها آشناشویم. 


تعریف. يك ماتریس ‏ × برر یك ما تریس مقدما تی خوانده می‌شود هرگاه بتوان‌آن 
دا ۱(ماتربسی همائی 777 با تھا يلك عمل سطری مقدمائی به دستآددد. 


مذال۱۳. يك ماتریس مقدماتی ۲ × ۲ لزوماً یکی ازماتریسهای زیر است: 


که نا و وا 
o ° 4 €C 41‏ ۱ 
Cc 0 ۱ 0‏ 
2 
C‏ 0 ۱ 9 

قضی ۰۹ فرش کنیم 6 يك عمل سطری مقدعاتی د £ ماتریس مقدماتی 7 < 77 ۰ 

e)7[(‏ = £ باشد. دداین صودت. به اذای ھرماتریس ۸ × 772 مانند 4 دادیم 
e( A= EA.‏ 

اثبات. نکتة‌مهم این است که‌در اه وا ةع درسطرة م وستون آرم ما تریس حاصل ضر ب 4 )٤‏ 
ازسطر م ماتریس E‏ وسترن زم ماتریس 4 شکل می گیر د. لذاء لازم است هريك ازسه 
نوع عمل سطری مقدماتی را جداگانه بررسی کنیم. دراینجا اثبات مفصلی بر ای عملی‌از 
نو ع (۲) حواهیم آورد. برد سی دوحالت دیگر» حتی اذاین یکی‌هم ساده‌تر است و به 
عنوان تمرین وا گذاد می‌شود. فر ض کنيم وم و عمل «جایگزینی سطر م با سطر م 
بعلاوءٌ » بر ابر سطر ی » باشد. در این‌صودت 

۷ ir 


E, = 
۵۵ ز‎ << ۰ 


۵ بعادلات خطی 


بنا بر این 


۱ n Au, iF 
(EA), = 2, End, ={ 
k= Ay FCA, ۱ 2۳۰ 


وبه بیان دیگر » (4) e‏ = 4 . 07 


فتیجه» فرضی کن 4 د 8 دو ما تریس 7 × برروی هیأت 7 باشند. در این صورت 
8B‏ هم,رزسطری 4 است اگردئیها اگر ۸4 = 8 و ۸ حاصل ضربی ازماتریسھای مقدماقی 
2 × رر پاشد. 

الیات. فر ض کنیم B= P4‏ »که دد آن P= E, ۰۰۰ E)‏ ۰ و E,‏ ها ماتر یسهای 
مقدماتی :77 × باشند. در این صودت. 4 ٤‏ هم ارز سطری 4 * و )E5,4(‏ >8 هم‌ارز 
سطری 4 E)‏ » و بنا مر این 4 8 E)‏ هم ارزسطری 4 است؟ با اداامۀ این داه می‌بينيم که 
E ,۰۰۰ E۸4‏ )هم ارزسطری 4 است. 

حال فرض کنیم 8 هم ارزسطری 4 باشد و ,£ › E)‏ 2۰۰۰۰ مساتریسهای 
مقدماتی متناظر به دنبا له‌ای ازاعمال سطری مقدماتی باشند که 4 را به 8 تبدیل می‌کنند. 
در این‌صورت › 4( ۰۰۰,) < ۰8 


تمر .ین 
٩‏ فرض کنید 
۳ 
۱ — ۲ 
B= 1, C= 1۰‏ ا ]ده 
۲ ۱ 
حب 
ماتر یسهای 48€ و 048 دا محاسبه کنید. 
۳ فر ض کنید 
١ ۲ ۲‏ ات . ۱ 
۳ ۶-1۱ با ۱ و ۲ | <۸4 
۴ ۴ 1 9 ۳ 


مستقیماً تحقیق کنید که 478 = (48 )4. 


۳ دو ما تریس مختلف ۲ »× ۲ مانند ۸4 بیابید به طوری که ه =۸ و لی ٥چ4.‏ 


ماتریسهای معکوس پذیر ۳۱ 


۴ برای ماتریس 4 دد تمرین ۲ › ماتریسهای مقدمات-ی £ › ] ۰ e‏ دا 
بیا بید که 


5۰۰۰ 5 ۰ 


۵ فر ض کنید 


۳ ۱١ 
4=lr ۲۱, 8= 1 
۴ب‎ ۴ 


۱ o 
باخاصیت 8 = €4 وجود دارد؟‎ ٤ آیا ما تر یسی چون‎ 
فر ض کنید 4 ماتریسی ۸× ۳۸ ۰ و 8 ماتریسی ۸ × ۸ باشد. نشان دهید که ستو نهای‎ ۶ 


٤ = 8‏ تر کیبا تی خطی ازستونهای 4 هستند. ا گر ,۵ ۰۰۰۰ په ستو نهای ما تر یس 
4 ۰و۷ ۰ ۰۰۰۰ ستونهای ماتریس ٥‏ باشند آنگاه 


Y= 2, "بر‎ 


r= 


۷ فرض کنید 4 و 8 دوماتریس ۲ × ۲ باشتد که 7 = 48. ثا بت کنید [ = ۸4 8. 


ا 
C Cer‏ 
ما تریسی ۲ × ۲ باشد. می‌خواهیم بدانیم چه‌وقت ممکن‌است ماتر یسهایی ۲ » ۲ مانند 


4 و 8 یافت به‌طوری که 84 48 = ). ثابت کنید چنین ماتریسهایسی را می توان 
یافت اگر و تنها اگر ٥‏ = 60. 


۸ فرض کنید 


٩‏ ما ثر بسهای معکوس بذ بر 

فر ض کنیم ما تر یس 7 < ری مانند ۶ حاصل‌ضر بی از ماتریسهای مقدماتی باشد. به‌ ازای 

هر ما تریس ۸ ×" مانند 4 ماتریس ۸ < 8 هم‌ارز سطری 4 است؛ از این دوء ۸4 
فیز هم ارر سطری 8 است و حاصل‌ضر بی چون ۵ از ماتریسهای مقدماتی وجود دارد 

به طوری که 8© = 4,. این امر» بخصوص, هنگامی که 4 ماتریس همانی 70 < ۸ باشد» 

درست است. به‌بیان دیگرء ما تریس ۶۷ < ی چون ۵ که خودحاصل‌ضربی ازماتر یسهای 

مقدما تی است» و جودداردبه‌طور ی که[ < 2. بزودی خواهیم‌دید که وجو دما تر یسی‌ما نند 


۲ ععادلات خطی 


با خحاصیت [ = ۳ (؛ هم ار ز این‌مطلب است کد ٥‏ حاصل‌ضر بی از ما تر یسهای مقدما تی است. 


تعریف. فرض کیم 4 یك ماقریس ۸ (مربمی) بر ددی هیأت ر باشد . یلد 
هاقرچسی 7 × 7 ما نند .B‏ به‌طوری که = ۰ پك معکوس چپ ۸ ناهیده هی‌شود؛ يك 
مائرپس × ۸ مانند 8 با این شرط که = 48 یل معکوس راست م4 نا دادد. اگر 
]1 = 4 = ۰4 آنگا: 8 به ید معکوس دوطر فه ۸4 هسوسو است ,۸4 معکوس پذ بر 
ناهیده هی شود. 


لم۔ اگر 4ے دادای یك ععکوس چپ 8 و يك معکسوس راست 0 باشده آ نگاه 
. 
البات. فرض کنیم ] = B4‏ و << 40. در این صورت 
B=BI= KAC)=(BAC=IC=C. O‏ 
بنا براین» اگر 4 يك معکوس چپ و یك معکوس راست داشته باشده آنگاه ور 
معکوس‌پذیر است و دار ای معکوس دوطرفهةٌ یکتایی است . ایسن معکوس را که با ۵-۱ 
فشان می‌دهیم» به طو ر ساده معکوس هر می نا میم. 


ضيه ۰ فرض کې 4 د 8 دد ماٹریس ۸ × 7 پر دوی هیأت ۸ پاشند. 

(۱) اگر 4 معکوسپذیر باشده '47 نیز معکوس پذیر است د 4 = ۰۱( )۰ 

(۱)۲گو 4 89 هر دو معکسوس ب دبس باشند ۰ 48 خپو ععکوس مدير است و 
8-۱-۱ ۱-(۸). 

اقبات. گر ارم اول از تقارن تعریف بسادگی نتیجه مي‌شود. کز ارم دوم از تحقیق 
صحت روابط 

)۸۱)8 ۱۸ ۱( < )8 ۱۸ ۱()۸( 

به‌دست می آید. [] ۱ 


لتیجه. هر حامل‌خربی از ماتریسمای معکوس پذیر ماقریسی است معکوسپذیر. 


قضیة ۰۱۱ هر مانریس مقدماتی معکوس پدیر است. 
الیات. فرض کنیم £ ما تریس مقدماتی متناظر به‌عمل سطری مقدماتی ع باشد. !گر 
e‏ عمل معکوس م باشد (قضيةٌ ۲) و (]60ع< ,8 آنگاه 
1 ((7),ع)ء< ( ظ) ,22 


۰ << (( 6۱667 < (ظ)ه < ظ,ظ 
از این‌ر ی E‏ معکو س پذ بر است و Û .E = E٦١‏ 


ما تر یسهای معکوس پذبر ۳۳ 


۳۹ 
a‏ 
۳ و و و 
.نا 


( ت ) اگر cco‏ ۱ 
5 ّ 11 ۳ 1 3 1۳ 6 
C ° ۱ ۱‏ ° : ۱ 8 ۱ ۳ 
قضیة ۰۱۲ اگر 4 ماتربسی 7 < 7 باشد: گزاده‌های زیر همارزند: 
(۱) 4 معکوس پذیر است. 
وم 4 هم از سطرق مافرپس همان ۸ × 72 است. 
(۳) 4 حاصل‌ضربی است از ماتریسهای مفدمافی. 
امبات. گیریم ۸ ماتریس تحویل شد سطری پلکانی‌ای باشد که هم‌ارز سطری 4 
است. طبق قضيهٌ ٩‏ (یا نتيجة آن)؛ 
4ب ۰ ۰ R=‏ 
که 1 ‘cE,‏ و E,‏ ما تر یسهای مقدما تی هسيك . همه E,‏ سکوس پد یر نده و از 
این رو 
A= ۲ ۰ ۰‏ 
چون حاصل‌ضرب ماتریسهای معکوس پذیر ماتریسی است معکوس پذ بر» می‌بينیم که 4 
معکوس پذیر است اگر و تنها اگر ۸ معکرس پذیر باشد. ازطرفی چون ۸ يك ماتریس 
۸ شامل يك در ایةٌ غیر صفر باشد؛ یعنی» اگر و تنها اگر 7= ۸. تا اینجا نشان داده‌ایم 
که 4 معکوس‌پذیر است اگرو تنها اگر [ = چر؛ وا گر[ =۸ آنگاه E٣١... 8;١‏ =4. 


اکنون» باید روشن باشد کته (۰)۱ (۲) و (۳) گز اره‌های هم ار زی در بارۂ ما تر یس ۸4 
هستند. [] 


نتیجه. اگر 4 مك مافریسی 1 ۷ 7 معکوس پذ بو باشد و دښالهاق ازاعمال سطوقی 
حشقدمائی۰ 4 دا به مرپس همانی تحویل کند. ۱ نگا: همان دبال اعمال هنگامی که 
هر 7 به6د جسته شود ۸4۳۱ دا به دست مي‌دهد. 


۴ معادلات خطی 


نتیجه. ۰ فرض کنیم ۸4 د 8 دو ماترچں ۸ < )71 باشند. دد این صوات. 8 همار(سطری 
4 است اگر وھا کر 4 = ۰ و ۶ پك مائرچی 7 77 معکوس پذپر با شد. 


قضیا ۰۱۳ برای ماتریسی ور ور مانند ر.گزاده‌های زیر هم‌ارزند: 

(۱) 4 معکوس پذیر است. 

(۲( دستگاه همگی ه << ۲ ففط جواب بدپهی ه = ۶ را دارد. 

(۳) دسنگاه معادلات ۲= ۰4 به اذای هر ماتریسی ۱ ×2 ما ند 7 لاقل یك 
جواب دارد. 

اثبات. با بر قضيةٌ ۰۷ شرط (۲) هم ارز این مطلب است که 4 هم‌ادز سطری 
ماتریس همانی است. از این‌ری با بر فضيةٌ ۰۱۲ (۱) د (۲) هم‌ارز ند. اگر ۸4 معکوس- 
پذیر باشد» جواب دستگاه ۷= 4 عارت است از ۸۱۳۲ = ×. بعکس» فرض کنیم 
دستگاه ۲ == ×4 به‌ازای هر ۲ مفروض دار ای یكجواب باشد. گیریم ۸ ما تریس تحویل- 
شد سطر ی پلکا نی‌ای باشد که هم‌ارز سطری 4 است. می‌خواهیم نشان بدهیم که ] = ۸. 
بدین صورت کافی است شان دهیم که همه درابه‌های آخریسن سطر ۸ بر ابر ه فیستند. 


ارم کم 


0 


| گر دستگاه بر = AX‏ برای × قابل حل باشد» سطر آخر ۸ هیچ گاه ه نیست. می‌دانیم 
که ٥4‏ =۸ و ۲ ماتریسی معکوس‌پذیر است. بنابرایسن 9 = )×۸ ار و تنها اگر 
ع = 416 و ہا بر (۳) دستگاه اخیر لااقل یك جواب دادد. [۲ 


لتیجه. مانریسی مربعی که داداق یك معکوس چپ پا پل معکوس داست باشد. 
معکوس پذهر است. 

اکبات. فرض کنیم ۸ یك ماتریس ۸ × ۸ و دادای یك معکوس چپ باشد؛ یعنی» 
يك ماتریس 8 وجود داشته باشد به طه ری که .B4=[‏ دناوتن صورت» چون 
( )9 = ×7 = ¥ دستگاه ۰ = 4 فقط داد ای جواب بدیهی است. نا کراب 4 
معکوس‌پذیر است. از طرف دیگرء فر ض کنیم 4 دار ای يك معکوس ر است باشد؛ یعنی» 
ماتریسی چون ٤‏ یافت شود بدطوری که -د 40. آنگاه 6 دارای يك معکوس چپ 
است و بنا براین معکوس پذیر. پس 67۱ < هه و از این‌رو 4 معکوس‌بذیر و دار ای 


ما تر سهای معکوس‌پذیر ۳۵ 


معکوس 0 است. O‏ 


نتیجه. فرض کنجم ,4 ۰ ۱2۸۲۰۰ ۸4 =4 د 4۰۰۰۰۸4 ماقریسھایی ۸ < 7۱ (حرجهی) 
باشند. دد این صودت. 4 معکوسپذپر است اگر د تلها اگر هر ر4 معکوس پذیر باشد. 

البات. قبلا نشان دادیم که حاصل‌ضرب دو ما تریس معکوس‌پذ سر ما تریسی است 
معکو س پذ بر . از این مطلب بساد گی مشهود اس ت که اگر هر ر4م معکو س پذ یر باشد»۲ نگاه 
4 نیز معکو س پذیر است. 

حال فر ض کنیم 4 معکو س‌پذ یر باشد. ۱ بند ا ثا بت‌می‌کنیم ,4 معکوس پذ یر است. فرض 
کنیم ما تر یسی ۱ ور باشدوه = ,»در این‌صودت ه = کے( ے4 ۵۰۰۰ ) = ۰۸۲ 
حون 4 مکی بل ناه با یدداشته باشیم ه = . بنا بر این» دستگاه معادلات ه = رم 
هیچ جواب نابدیهی ندارد. لذاء ,4 معکوس‌پذیراست. حال» ۸۰۰۰۸-44۱ 
معکوس پذ یر است. با استدلال قیل» ,4 نیزمعکوس پذیر است با ادامةٌاینر اه بدین‌نتیجه 
مید سیم که هر ر 4 معکوس پذیر است. ۲7 


اکنون می‌خواهیم به آخرین نکته در بارة حل معادلات خطی بپرداز یسم. فرض کنیم 
4 ماتریسی ۸ ×" باشد و بخواهیم دستگاه معادلات ۲ = ×4 دا حل‌کنیم. اگر ۸ يك 
ما تر یس تحو یل شدۂ سطری پلکانی هم‌ارز سطری با 4 باشده آنگاه ۲۸ =۸ که در آں 
P‏ ماتریسی × م ومعکوس پذیراست. جوابهای دستگاه ۲ = × 4 دقیقاً همان‌جوابهای 
دستگاه (2 = )۲۲ = ×۸ هستند. درعملء یا فتن‌ما تریس ۶ خیلی‌مشکلتر از تحو یل کر دن4 به 
۸ نیست. ذیراء فرض کنیم ماتریس افزودة 4 از دستگاه ¥= 4¥ را که در آن 
اسکا لرهای دلخواه ,ز۰ ۰۰۰ بر دد آخرین ستون قرار می گیر ند» تشکیل داده باشیم. در 
این صوزت» اگر روی A4‏ دبا له‌ای ار اعمال سطری مقدما تی را به کار بندیم که 4 را به 
R‏ سوق می‌دهد آ نگاه روشن خواهد شد که ماتر یس چیست. ( بهتر است خو اننده به 
مثال ٩‏ که در آن این فرایند به‌طور اساسی به‌کار بسته شده است» رجو عغ کند.) درحا لت 
خحاص» اگر 4 ماتریسی مربعی باشد این فرایند دوشن می‌سازد که 4 معکوس‌پذیر است 
یا نه» و اگر معکوس‌پذیر باشدء ط» معکو سآن چیست. چون قبلا“ لب مثا لی از چنین 
محاسیه‌اي را اراثه کرده‌ایم» اينك به يك مثال ۲ × ۲ اکتفا می کنیم. 


مثال ۰۱۵ فرض کنیم "ر هیأت اعدادگویا باشد, و 
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در این صورت»› 


۶ معادلات خطی 
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حال واضح است که 4 معکوس پذیر است و 
۳ 


۷ 


4= 
۱ 


۷ 

ممکن است جنین به‌نظر آید که در محاسبهةً معکوسها ادامةٌ نوشتن اسکا لرهای دلخو اه 
,ل ۰۰۰/۲ پر ذحمت باشد. عده‌ای حمل دو دنباله ازما تریسها راء یکی برای توصیف 
تحو یل کردن 4 به‌ماتریس همانی» و دیگری برای ثبت اثر همان دنباله اعمال دوی 
ما تریس همانی» ترجیح می‌دهند. خواننده خود قضاوت خواهد کرد که کدا) روش از نظر 
ثبت مطا لب و نوشتن دوش بهتری است. 


<l ما‎ 


مثال ۰۱۶ می‌خواهیم معکوس ماتریس 
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ما تر یسهای معکوس‌پذیر ۳۷ 


> | 
“| 





۰ ۱۸۰ ۱ سب ۳۰ 
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این مطلب نباید از نظر خو انند گان دور مانده باشد که تاکنون در مورد سطرهای 
ما تریسها به‌طور مفصل بحث کرده‌ایم ولی مطلب چندانی در بادة ستو نها نگفته‌ایم. بدین 
جهت تو جه خود را روی سطرها متمر کز کردیم که از دید گاه معادلات نحطی این امر 
طبیعیتر به‌نظر می آمد. چون مسلماً هیچ نکتۀ خاصی در مورد سطرها وجود ندارد» بحث 
انجام شده در بخشهای قبل می توانست به‌جای سطرها روی ستو نها هم انجام بگیرد. 


۳۸ معادلات خطی 


دوشن است که ا گريك عمل ستو نی مقدماتی» و نیزهم‌ارزی ستونی به‌طریقی شییه به‌طر یه 
تعریف عمل سطری مقدماتی و هم‌ادزی سطری تعریف شود » هر ماتریس ۸ × هم ارز 
ستو نی یك ما تریس «تحویل شد ستونی پلکانی» است. بعلاوه» هر عمل ستونی مقدماتی 
بەشکل 4£ + 4 اس تکه در آن £ يك ما تریس مقدماتی ۸ ×۸ است ۔ و الی آخر. 


۹ فرض کنید 
0 ۱ ۲ ۱ 
A4A=| — | ° ۳ ۵‏ 
۱ ۱ — ۱ 


بك ماتریس تحو یل شده سطری پلکانی ‏ که هم ارز سطری 4 باشد و نيزيك ما تریس 
۳ معکوس پذ بر ۲ بیا بی د که ۳۸4 = ۸. 


۲ تمرین ۱ دا با ماتریس 


انجام دهید. 


۴۳ در مورد هر يك از دو ماأتر یس 


١ ۲‏ — ۱ س ه۵ ۲ 
۲ ات ۱ 0 ۱ ۴ ۶ 


با به‌کار بردن اعمال سطری مقدما تی» معکوس‌پذیر بودن يا نبودن آنها را معلوع کنید؛ در 
صورت معکوس پذیر بودن» معکوس نها دا بیا پید. 


۴ فرض‌کنید 


ما تر بسهای معکوس پذیر ۳٩‏ 


به از ای کدام × يك اسکالر » و جود دارد به‌طور ی که × = ٩۸‏ 


۵ معلوم کنید که ما تریس 


۱ CO 

o YY ۳ ¥# 
4= 

0 0 ۳ ۴ 

o 0 0 ۷ 


معکوس پذیر است يا نه و ۸7۱ دا در صورت وجود بیا بید. 


۶ فرض کنید 4 يك ماتریس ۱ × ۰۲ و8 ماتریسی ۲ <۱ باشد. ثا بت کنید که 48 <) 
معکو س‌پذیر بیست. 


۷ فرض کنید 4 يك ماتر یس ۸ × ۸ (مر بعی) با شد. دو کز ار زير را ثا بت کنید: 
(الف) اگر4 معکوس‌پذیر باشد» و به‌ازای يك ما تریس ۸ ×۸ مانند 8» = 48› 
آنگاه ه = 8. 
(ب) اگر 4 معکوس پذیر نباشد» آنگاه مساتریسی ۲( مانند 8 وجود دارد که 
.B#o J 4B = o‏ 


۰۸ فرض کنید 


a b 
“t2 
c 4 
با به‌کار گیری اعمال سطری مقدماتی ٹا بت کنی د که ۸4 معکوس پذیر است اگر و تنها اگر‎ 


.) 0۵ —bc)yko 


۰ ماتریس ۸ × ۸ی مانند 4 بالا مثلفی نامیده می‌شود » هر گاه به‌ازای زان ه = ررگر؟ 
یعنی» هر گاه همه در ایه‌های واقع در زیر قطر اصلی آن ه باشند. ثا بت کنيديك ماتریس 
(مسریمی) بالا مثلشی معکوس پذیر است» اگر و تنها اگر همةٌ در ایه‌های واقع بر قطر 


۶ تعمیم دير از تمرین ۶ دا ثابت کنید: اگر 4 ماتریسی ۸ ×۸ و 8 ماتریسی ”×۸ 
با شد و >( آ نگاه AB‏ معکوس پذ یر نبست. 


۸ فر ض کنید 4 ماتریسی ۸ × ر باشد. نشان دهید که با تعدادی متناهی عمل سطری 


2 معا دلات خطای 


و /یاستونی مقدماتی می‌تو ان اد 4 به‌يك ماتریس ۸ رسید که هم «تحویل شده سطری. 
پلکانی»و هم «تحویل شدۂ ستو نی پلکا نی» باشد؛ یعنی» ه ‏ ر۸ هر گاه زره ۱= ۸ 
به‌ازای > > ۰۱ و ه R=‏ هر کاه «ح<ز. شان دهید 40 = ۸ که در آن ٥‏ 
و ۵ بترتیب ماتریسهایی ‏ ×۸ و ۸ ×۸ معکوس پذیر هستند. 


۳ نتیجة مثال ۱۶ این مطلب را تداعی می کند که شاید ما تریس 
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معکوس‌پذیر و معکوس آن ۱ دار ای درایه‌های صحیح باشد. آیا می‌تو انید این 
مطلبر | ا بت کنید؟ 


فضاهای بر داری 


۳ فضاهای بر داری 
در بخشهای مختلف ریاضیات با مجموعه‌هایی رو برو می‌شویم که مطا لعة «تر کیبات حطی» 
عناصر آنها؛ هم بامعنی و هم جالب است. مثلاء هنگام مطا لع معا ولات خطی کاملا طبیعی به 
نظرر سید که تر کیبات خطی سطرهای يك‌ماتریس را مورد توجه قر ار بدهيم. احتمال‌دارد 
که خواننده: درس حساب دیفر انسیل و انتگرال را مطالعه کرده ودر آنجا با تر کیبات 
حطی توابع روبروشده باشد؛ واگر درس معادلات دیفر انسیل را گر فته باشد» قطعاً این 
مفه وم دا دیده است. همچنین» احتمالا خواننده بردارهای درفضای اقلیدسی سه بعدی 
بریژه تر کیبات حطی چنین بردارهایی دا تجر به کرده است. 

به بیان نادقیق» جبر خطی آن شاخه از ریاضیات است که در بارة خواص عام 
دستگاههایی جبری متشکل ازيك مجموعه همر اه با مفهومی‌مناسب از نوعی «ثر کیب<طی» 
از عناصر آن به بحث می‌پردازد. دراین بخش ما به تعریف شیئی دیاضی مي‌پر داز يم که 
بنا بر تجر به مفیدتر ین تجرید از این نوع دستگاههای جبری است. 
تعریف. یك فضای بردادی (با فضای خطی) منشکل است ۱:: 

۱ يبك هیاّت ۳ ۱( ۱سکالرها؛ 

۲ يبك «جموع؛ ۲ از اشيا ی به نام پردادها؛ 

۳. بك ذاعده (یا عمل) به ناه جمع بردادی‌که به هر چفت !زپردادهای ۾ د 8 از 


۷۲ فضاهای بر داری 


۲ پرداد 04-0 اذ 7 داکه‌عجموع 0 و 6 داهیده‌می‌شود وا بسته می‌سازد با اين شرایط که 

(الف) جمع چابچاهی است+ چعنی »+8 = 6-+-,0؛ 

(ب) جم شرکت‌پذیر است؟ یعنی (»-+8) + » = ۷+( +-)؛ 

(پ) برداد یکنای ه به نام پرداد صفر در 7 موجود است به طودی که په اذای 
هر ۵ دد 7 ۰ = ه -01؛ 

(ت) به ازاق هر بردا< 0 دد 7 ۰ پرداد پکتاي ۾ س در 7 موجود است په‌طودقی 
که ه = (۾ )ل ؟ 

۴. يك قاعده (يا عمل) به نام خرب اسکالری که به هر اسکالسر ی اذ ۸ د هر بردا( 

۵ اذ ۲ برداد 60 دد 7 دا که حساصل ضرب ع د ۵ ناعیده می شود دا بسنه سازد ہا ایی 
شرایط که 

(الف) به اذاق هر ۵ در ۰۲ »= ۱۵ ؛ 

(ب) (6۱)6۷0 = 6۱(۵ع) ؛ 

‘cla F8) < ۰0+ ۵ (ب)‎ 

. (cera = 6۱۵-10۵ )ت(‎ 


توجه بهار ین نکته مهم است که طبق تعر یف يك فضای بردادی شیثی است مر کب مد تشکل 
از يك هیأأت يك مجموعه از بردارها» و دو عمل با خحواص ويژة معين. مجموعة مفرو ضی 
از بر دارها می تواند بخشی‌از جند فضای برداری متمایز باشد (ر. ك. مثال ۵ زیر ). هر گاه 
هیچ امکان اشتیاهی نباشد؛ فضای بسرداری را به طور ساده با 7 شان می دهیم » و 
هنگامی که مشخص کردن هیأت نیزلازم باشد» خواهیم گنت که ۲7 فضایی برداری برروی 
هیأت 7ز است. نام «بر داد» عمدتاً به جهت سهو لت به عناصر مجموعهٌ ۲ اطلاق می‌شود. 
منشاً این نامکذ ادی را می‌توان ازمثال ۱ که در زیر آمده است دریافت؛ اما» به ایسن نام 
با ید بیش از اندازه اهمیت داده ديرا جیژهای متنوعی که به عنوان بردار در ۲ قراد 
می گیر ند ممکن است شباهت چندانی با هیچ يك ازمفاهیم بردار که خواننده در ذهن دارد 
نداشته باشند. می کوشیم این تنوع را با چند مثال دوشن کنیم؟ حين مطا لعة فضاهای 
برداری بر تعداد این مثا لها به طور قابل ملاحظه‌ای خواهیم افزود. 


مثال ۱. فضای برتایی ۳ ۰ فرض کنیم ۳ هأ تی دلخواهو 7 مجموعة همة ورتایی‌های 
له ۰۰۰ ,)= ازاسکا لرهای ,ی در ۳ باشد. با فرض (م ,۰ ۰۰> )=8 
ول ها در ٣‏ ۰ مجموع ي و 6 با 


(e Yr FY, ° ‘n FY) )۱-۲(‏ 2 
و حاصل‌ضرب اسکا لر » و بردار ۾ با 


60 = (CD, CU, ۰۰۰ ره‎ )۲-۲( 


فضاهای بر داری ۴۳ 


تعر یف می‌شود. بردسی‌اين حکم که جمح بردادی و ضرب اسکالری اخیر درشرایط (۳) 
و (۳۴) صدق می کنند با استفاده از حواص مشابه جمع و ضرب عناصر ۳ آسان است. 


مثال ۲. فضای ما تریسهای ور × ر › ۳۳۲۴ . گیریم ٣‏ هیا نید لخو اہ و 70 اعدادی 
صحیح ومثبت باشند. فرض کنیم ٣۳×"‏ مجموعۂ همةّ ما تریسهای ۸ × م بر دوی هیأت ۶۴ 
باشد. مجمو ع دوبردار ۸4 و 8 از ۳۳۷۴ با 


و حاصل‌ضرب اسکالر ء وماتریس 4 با 
(۴-۲( ریلف = (cA):‏ 


تعر یف می‌شود. توجه کید که ٣*‏ = ۳۱۴ . 


مثال۳. فضای توا بع از يك مجموعه به‌يك هیأت. گیر یم هیا تید لخو اهو مجموعه‌ای 
دو برداد f‏ و ع از 7 بردار +g‏ است؛ یعنی ؛ تا بعی اد 6 ددر ۴۳ است که با 


(- . («)ع-+(۵) = )()8+ ) 
تعر یف می شو د. حاصل ضرب اسکا لر 6 و تابح [ تابع ر است که پا 
(cf)(s)=ef(s) (۶-۲)‏ 


تعر یف می‌شود. مثا لهای قبل حالات خحاصی از این مثال هستند. زیر ا هر ۸ تایی از عناصر 
۴۳ ممکن است به عنو ان تابعی ازمجموعة 6 متشکل از اعداد صحیح ۱ ۰۲ ۰۰۰ 7 در 
۴ محسوب شود. به طورمشابه. هرما تر یس ۸ × 7 برروی هیأت ۴ہ تا بعی است از مجموعهً 
و متشکل از جفت اعداد صحیح (ز,1) باشرایط >> ۱ د >> ۰۱ درھیأت ۳. 
حال برای این مثال جکونگی بررسی‌صدق شرایط (۳) و (۴) توسط اعمال تعریف شده 
را نشان می‌دهیم. برای جمع بردادی: 

(الف) چون عمل جمع در ٣‏ جا بجا یی امت به ازای هر 5 در , 

[ (s)+g(s)= g(s)+ f(s) 

و از ایندی دوتابع + / و ر ع یکی هستند. 

(ب) چون عمل جمع در ٣‏ شر کت بن است» به ازای هر 8 دد 8 

[ زره)1(ه)2]+(ه)‎ < [f (ه)‎ + g(s)] Fh(s) 

و بنا براینء تابع (۸ ۳ ع) +7 همان تابع -8(1+-7) است. 

(ب) بردار یکتای صفر» همان تابع صقر است که به هرعنصر ی اسکالر ه از ٣‏ را 
تخصیص می دهد. 


۳ فضاهای بر دادی 


(ت) به ازای هر گر دد ۰۲( ) تابعی است که با 
(ه) [- < (و)(]-) 


تعر یف می‌شوو. . . 

اکنون خواننده می‌بایست به‌آسانی بتواند با" برهانی شبیه بهآنچه که درموددجمع 
بردار ی آوردیم» نشان دهد که ضرب اسکا لری ررشرایط مذ کور در (۴) صدق مې کند. ۰ 

مثال ۴. فضای توابع چند جمله‌ای برروی هیأت . فرض کنيم ۳ يك هیأت و ۷ 
مجموعة همة توابع ‏ » از ۴ در ۴ »› با قاعده‌ای به‌صورت 
(۷-۲) ۰۰۰ تن ره (ه) [ 
باشد. دراینجا ,۰6 ۰۰۰۰۰6 6 اسکا لرهای ثابتی متعلق به ٣‏ (ومستقل ازرم) هستند .چنین 
تایمی يك تابع چند جمله‌ای بردوی ۳ نامیده می‌شود. فرض کنیم جمم وضرب اسکا لری 
طبق مثال۳ تعریف بشوند. در اینجا بايد توجه داشت که اگر زر و چ دوتابع چندجمله‌ای 
و e‏ دد ۲ باشد» آنگاه + f‏ و ه هم توابعی چندجمله‌ای هستند. 

مثال۵. هيأ ت اعد ادمختلط 6 می‌تواند به عنوان فضایی برداردی بردودی هیأتاعداد 
حقیقی ۸ محسوب شود. درحالت کلی‌تره فرض کنیم ۲ هیأت اعداد حقیقی باشد و ۲ 
مجموعة ور تایی‌های (,2 , ۰ , )= که در آن 0 6 ۰۰۰ ۵ .2 اعدادی حختلط 
هستند. جمع بردارها وضرب اسکا لری دا طبق (۱-۲) و (۲-۲) ددمثال ۱ تعریف می کنیم. 


بدین طریق به يك فضای بردادی برروی هیأأت R۸‏ دست می‌یا بیم که با فضاهای *) و ۸۳ 
اعتلاف بسیار دادد. 


اينك به استخراج چند حکم ساده که تقریباً بلافاصله از تعریف فضای برداری 
نيجه می‌شوند» می پرداذیم. اگر ء يك اسکا لر و ه بردار صفر باشد» آنگاه بنا بر ۳ (ب) 
و ۴ (پ) 


co=c(ofFo)=coHco .‏ 
با افزودن (0ع)-- به‌دو طرف این تساوی و استفاده از ۳ (ت) دادیم 
co=o. (۸-۲ (‏ 
به‌طور مشا به به‌ازای اسکا لر ه و هر برداد ,0 دادیم 
(4-۲) ۰ << ۵ه 
اگرء یك اسکالر غیر صفر و » برداری باشد که ۰= آنگاه بنابسر (۸-۲) 


م س (:۱)۵ .c‏ اما 


فضاهای بر داری ۴۵ 


67۱)60:( < )67 ۲6(0 <2 \a=a 
و از اینجاء ه =». بنابراین» می‌بينيم که اگری يك اسکا لر و ۾ يك برداد باشد و ه = بعع»‎ 
. آنگاه یا ء» اسکا لر صفر است و يا » برداد صفر‎ 
اگر » بردادری دلخواه در 7 باشدء آنگاه‎ 
o =0»=))—- ۱a = ۱01) ۱= a +-)—- ۱)» 
و از آن نتیجه می‌شود که‎ 
)-۱(۵ عد‎ ۰ )۱۰-۲( 
سرانجام از خواص شر کت‌پذیری و جابجایی عمل جمع برداری نتیجه می‌شود که‌حاصل‎ 
جمع چند برداد نیز مستقل از نحوه تر کیب و شرکت این بردادها ددجمع است. مثلا‎ 
اگر ,۵ ب پء و په بردادهایی در ۲ باشتد. آنگاه‎ 
(a Far) F(a Fae) = [ax F(a Far) Fae 
و چنین مجموعی می تواند بدون ابهام بە‌صورت‎ 
a, Far Far Fae 
و‎ 
تعریف. پرداد 8 از 7 يك ترکیب خطی ږدارهاق ,ې ۵۰۰۰ ۱( 7 ناعیده‎ 
می‌شود؛ هرگاه اسکالرهایی چون ,6» ۰۰۰ ,6 دد 7 دجود داشته باشند به‌طوری که‎ 
B=c at ‘°° cn, 


مدا 
Dei:‏ = 
۹= 


تعمیمهای دیگر خاصیت شر کت‌پذیری جمع برداری وخواص پخش‌پذیری ۴(پ) 
و ۴(ث) ضرب اسکالری» در تر کیبات خحطی نیز به‌کار می روند: 
(cı +d a:‏ 2 ج 2t 2d0:‏ 


اسل 


Mm ب‎ 
€2 0; > 2, (ce): 
= = 


بخشهای معینی از جبر خحطی با هندسه ارتباطی نزديك دادد. حود واه «فضا» 
مفهومی هندسی ر! تداعی می کند. همچنین است و اژه «بردار» نزد بیشترمردم. ضمن ادامة 
مطا لعةٌ فضاهای بردادی» خو اننده مشاهده خواهد کرد که بسیادری از اصطلاحات به‌طور 
ضمنی معنی هندسی دار ند. قبل از آنکه این بخش مقدما تی درم‌ورد فضاهای بردادی دا 


۵ فتاهای برداری 


پایان دهيمی به‌بررسی رابطة این فضاها با هندسه تا آنجایی که اقلا" منشاً نام «فضای 
برداری» دوشن شودء می‌پردازيم. این بردسی بحثی شهودی وخلاصه است. 

فضای برداری A"‏ را در نظرمی گیریم.درهندسة تحلیلی؛ ۳تایی‌های (ہت ,2 ,2) 
از اعداد حقیقی با نقاط فضای سه‌بعدی اقلیدسی یکی گر فته می‌شو‌ند. با این زمینه. يك 
بردار معمولا" به‌صودت يك پاده‌عط جهت‌دار صل از يك نقطةٌ ۲ واقع در فضا به‌نقطة 
دیگر 0 تعریف می‌شود. این مطلب به فرمو لبندی دقیق ایده «پیکان» از نقطة ط به‌نقطة ‏ 
می‌انجامد. از نحوغ به‌کار دفتن برداردها چنین برمی آید که بردار باید با طول و جهتش 
مشخص شود. بنا براین دو بارهعسط جهت‌دار با طول برابر وجهت یکسان را بايد یکی 
گرفت. 

پاده‌خط جھتدار ۰۴ از نقطة (,۵ ,بت ,,ه) P=‏ به‌نقطةً (م 30 ,بر :)= ۵ 
و پا ره حط جهت‌دار از مدا (ه o= (o, o,‏ به نمطةً Yr— ay)‏ ۷۲-۷ ۱ 2۱ - بل ) 
دارای يك طول و يك جهت هستند. بعلاوه. این تنها پاده‌حط جهت‌دادی است که ازمبداً 
آغاز می‌شود و دادای طول و جهتی مساوی ع است. بنابراین» اگر توافق شود که تنها 
بردارهایی دا مطر ح کنیم که از مبداً آغاز می‌شو ند به‌هررطول و هرجهت داده شده‌ای‌دقیقاً 
يك برداد مر بوط می‌شود. ۱ 

بردار ۰0 از میداً به نقطهٌ (ه ,پیت ,,ت) = ل کاملا" با نطة ۲ معین می شود؛ 
از این‌رو» می‌توان این بردار دا با نقطةٌ ‏ یکی دانست. به‌همین دلیل در تعریف فضای 
پرداری "۸ بردارها را به‌طود ساده با سه‌تایی‌های (م2 ۰ 92 ) تعریف کردیم. 

با مفروض بودن دو نقطه(,ت ,بت برص) < ۴ د((9 ,ل ,)=0 تعریف‌مجموع 
بر دارهای 0 و 00 دا می توان به‌طور هندسی بیان کرد. اگراین بردارها موازی نباشنده 
آنگاه پار هحطهای OP‏ و OQ‏ يك صفحه را مشخص می کنند و این دوباره‌عط دو ضلع 
متوازی‌الاضلاعی را تشکیل می‌دهند که در این صفحه قراد دارد (د. ك. شکل ۱). یکی از 
قطر های‌این‌متو از ی الاضلا ع از 0 به‌يك نقّطه 6 امتداد می يا بدومجمو عدو بر دار 0۳ و 00بنا بر 
تعر یف بر داد 08 گر فته می‌شود.مختصات نقطهی‌عیا ر تند اذ( ل ارت ,پا ت وا یو)؟ 
و اد این‌رو تعر یف هندسی جع برداری با تعر یف جبری اراله‌شده درمئال ۱ هم ار ز است. 

ضرب اسکا لری تعبیر هند سی ساده‌تری دارد. ا گر عددی حفیقی باشدء آنگاه‌حاصل 
ضرب ع و بردار ]۰0 بردادی است از مبداً با طو ی |e‏ بر ابر طول 0۶ و جهتی‌موافق . 
با جهت 0۳۴ هر گاه » < 6. و مخالف پا جهت 0۶ هر گاه ه > . حاصل این ضرب 
اسکا لری» دقيقاً برداد 07 است که دد آن (+62 ٥‰,‏ ,)= 7؟ و بنابراین» با تعریف 
جبری ادائه شده بر ای ۳ ساز گار است. 

ممکن است گاهی خو اننده مقید بداند که در بار فضاهای برداری «به‌طود هندسی 
بیندیشد»؛ بدین‌معنی که برای خود و به‌جهت تصور بهتر و نیز برانگیختن برحی ازایده‌ها 
به تر سیم شکل پردازد. درواقع» او بايد چنین کند؛ اما هنگام رسم چنین تصاویری باید 
به‌جاطر داشته پاشد که چون برخحورد ما با قضاهای برداری به‌صورت دستگاههای جبری 


فشاهای برداری ۴۷ 







(ولا + و۷ ,ولا + X2‏ ,ولا 50 


040۷۱۱۷2, ۷5 P(K1,X2,X3) 


شکل ۱ 


است» تمام اثبا تھا یی هم که ار امه می کنیم طبیعتی جبری خواهند داشت. 


تمر ین 
٠ ۱‏ هر گاه زر یك هیأت باق i Ca‏ ۴ (به‌صودتی که در مثال ۱ تعریف شد) 
فضایی برداری برروی هیأت ٣‏ است. 


۲ هر گاه 7 يك فضای بردادی برروی هیأت ۳ باشد» به ازای همه بردادهای ,0» په» 
ب د په در 7 رابطة 


(a +a) F(a + ae) = [a F(a +a (1a 


برقرار ست. 


۳ ا گر ٤‏ هیأت اعداد مختلط باشد» چه بردارهایی از 6۲ تر کیبی خطی از بردارهای 
(۱- ره ,۱) (۱ ,۱ ,)»2 (۱ ,۱ ,۱) هستند؟ 


۴ ۰ فرض کنید ۲ مجموعة همه جفتهای ( ,») از اعداد حقیفی و ٣‏ هیأت اعداد حقیقی 
باشد. ۲یا 7 با دو عمل تعر یف شدة زير 


۸ فضاهای برداری 


)2, (۷۲), y)=(r Fz yg +g) 
c(z, J)= (cz, 2 
فضایی بردادی برروی هیأت اعداد خقیقی هست؟‎ 


۵ دوی "۸ دو عمل 


۷ 


۰66 < ۰-۵ 

cOa = —ca 
را تعریف می کنیم. اعمال سمت داست همان اعمال معمولی هستند. چه اصولی از‎ 
بر آورده می شو ند؟‎ (RT, 5 , ©) فضاهای بردادی توسط‎ 


۰ فرض کنید 7 مجموعة همةٌ توابع (با مقداد) مختلط گر روی خط اعداد حقیقی بافرض 


()[< (:-) 
به‌از ای هر در ۸ باشد. در اینجا خط ز بر نشانگر مزروح عددی مختلط است. شان 
دهید که 7 با دو عمل 

) + (:)(و‎ = ۶)(+ g(t) 

() [» < ((») 
فضایی بردادی برروی هیأت اعداد حقیقی است. تا بعی در 7 مثال بز نید که ( بامقداد ) 
حقیقی نباشد. 
فرض کنید ۲ مجموعۂ جفتهای (ب ,ه) اذاعداد حقیقی و ۳ هیأت اعداد حقیقی باشد. 
آیا 7 با اعمال تعریف شدة زير 

(e, (+), yg. )= (az, °) 

ce)», (< (cz, ۰( 

يك فضای برداری است؟ 


۲ ز بر قضاها 


در این بخش به‌عرفی برخی از مفاهیم بنیادی مبحث فضاهای بردادی می‌پردازیم. 


تعریف. گیریم 7 فضایی بردادی بر ددی هیأت ۶ باشد. یك زیرفضای 7 عبارت 


است از يك زير حجموعه ۲7 از 7 که خود با اعمال جم پردادي و ضرب اسکالری (وق 
۲۷ پك فضای بردادری بردوق 7 باشد. 


زیر فضاها ۷۹ 


بررسی مستقیم اصول فضاهای برداری نشان می‌دهد که ذیرمجموعة ۲۲ از 7 یك 
زیر فضاست هر گاه به‌ازای هر » و 8 در # بردار 8 + نیز در 7] باشد؛ برداد ه در 
7 باشد؛ به‌ازای هره در # بردار (6-) در 7 باشد؛ و بالاخره به‌ازای هره در ۲۲ 
و هراسکا لر ی برداد 60 نیز در 17 باشد. بردسی حواص جا بجایی و ش رکت‌پذیری‌جمع 
بردادی و خحواص ۴ (الف)» (ب )» (ب)» و (ت) ضرب اسکا لری لزومی ندارد؛ زیرااین 
خحواص همان خحواص اعمال ړوی 7 هستند. هنو زهم امکان ساده‌تر کر دن.مطالب هست. 


قضية ۱. يك زیرمجموعةُ غیرتهی 17 ۱( 7 زیسرفضایی از 77 است اگر د تنها اگر 
بهاذای هردو برداد ۵ د 8 اذ 7 و هر اسکالر ی اذ ‏ بداد 60-6 دد 17 باشد. 

ابات. فر ض کنیم ۷ زیرمجموعه‌ای غیر تھی از 7 باشد که به‌ازای همهةٌبردادهای 
u‏ و 8 از ۲7 و همه اسکا لرهای ء از برداد 60-1-۵8 متعلق به 17 باشد. چون ۷غیر تھی 
است. بر دادی مانند م در ۷ موجود است.هو ازاین‌دو» = -+۱(0-) به7] تعلق‌دادد. 
دداين صورت» اگر 0 برداری دلخو اه از 17 وع‌اسکا لری‌د لخو اه باشد. بر داد ه 601 = :60 
نیز در 17 قر اردادد. بخصوص, ,۱(۵--) = س هم در 7] است.سر انجام» اگر 6 و 6 در 
#باشند» آنگاه ۱۵4-۸ < 4-6 نیزدر 17 است. بنا براین» ۲ يك زیر فضای ۲ است. 

بعکس» اگر # زیر فضایی از ۰۲ و 8 دو برداد از 7 و ء يك اسکا لسر باشدء 
یقیناً 604-6 در ۷ قر ار دادد. [ ] 


بعضی تر جیح می‌دهن د که خاصیت ٥٩+۳8‏ از قضية ۱ را به‌عنوان تعریف يكز یر- 
فضا به‌ کار برنده که البته با اصل آن اندکی تفاوت دادد. نکتةٌ مهم دداین است که اگر ۲۷ 
زیرمجموعه‌ای غیر تھی از 7 باشد و به‌ازای همه مها و 0های در ۲7 و همه اسکا لرهای 
c‏ در بر داد 604-8 در 7 قراد بگیرده آنگاه ۲7 (با اعمالی که از 7 به‌ادث‌می برد) 
يك فضای بردادی تشکیل می‌دهد. این مطلب چندین مثال جدید از فضاهای بردادی‌برای 
ما تدارك می‌بیند. 


مثال ۶. 
(الف) اگر 7 فضای برداری دلخواهی باشدآنگاه ۲ زیر فضایی از 7 است؛زیر- 
مجموعة متشکل از بردادصفر تنهاء زیرفضاایی از ۲ است که زیرفضای صفر 7 نامیده‌می‌شود. 
(ب) در ۳۳ به‌ازای ۲ < :7 مجموعۂ همه ۸ تایی‌های (ے ,۰۰۰ ,ہت ,)با 
شرط ه = ,وم یك زیرفضاست؛ حال آنکه مجموعۂ این :تایی‌ها با شرط ہے ۱ک ند 
يك زیر فضا نیست. ۱ 
7 (پ) فضای توابع چندجمله‌ای برروی هیآت ۳»› زیر فضایی از فضای همة توابع 
از ۴ در ٣‏ است. ۱ 
(ت) يك ماتریس ۶۶ < 7 (مربعی) 4 بردوی هیأت ۳ متقادن است هر گاه به‌ازای 
هر ز وژ ,رم = ر4. ماتریسهای متقادن زیرفضایی ازفضای همه ماتر یسهای ۸ × ۸برروی 


هم فضاهای برد اری 


۴ را تشکیل می‌دهند. 
(ث) يك ما تریس ۸× ۸ (مر بعی ) 4م برروی هیأّت اعداد مختلط ) هرمیتی (با 
خودالحاقی) است» هر گاه به‌از ای هر و ] 
A = Ay ۰‏ 
در اینجا خط زبر نمایشگر مز دوج عددی مختلط است. يك ماتریس ۲ × ۲ هرمیتی‌است 


اگر و تنها اگر به‌شکل 
Z2‏ ۱ 
له . وس زو 


باشد که در آن ۲ ۰ ۰2 و MW‏ اعدادی حقیقی اند. مجموعة همه ماتریسهای هرمبتی» را یسر 
فضایی از فضای همه ماتریسهای ۸ ×۸ بردوی 6 فیست. ذیراء اگر 4 هرمیتی باشد 
درایه‌های قطری آن ور بر ۰۰۰ همگکی حقیقی خواهند بود؛ اماء درحا لت عمومی» 
درایه‌های قطری 4: حقیقی‌نیستند. ازطرف دیگی بسادگی می‌تو ان تحقرق کر د که‌مجموعةً 
ماتریسهای هرمیتی مختاط 71 > 11 فضایی بردادی بر ړوی هيأت ا حفیفی 1 (بااعمال 

مثال ۷. فضای جواب يك دستگاه معادلات خطی همگن. گیریسم ور يك ماتبریس 
< ” برروی هیأت 7 باشد. در این صورت؛ مجموعۂ همه ماتر یسهای ۱ ×۸ (ستونی) 
مانند × برروی ٨‏ بەطوری که ‘AX =o‏ زیرفضایی از فضای همه ماتر یسهای ۱ ×۸ 
برروی ۲ است. برای اثبات این موضوع» بايد شان دهیم وقتی که ه << )۰4 =o‏ 4۲ 
و اسکا ثری دلخواه از ٣ہ‏ باشد» ه << ( 4-۲ 6 )۸. این مطلب بیدر نگ از مطلب کلی 
زیر نتیجه می شو د. 

لم. اگر 4 حاتریسی > بردوق ۴ باشده د 8 و دو عاترہیں ر ×۸ بر دوق 
۴ پاشند» نگاه به۱(۱ق هراسکالر 2 دد 7 
A(dB+C)=d(4B)+ ۰ (۱ ۱-۲(‏ 

الباث. 

رد( 1 0)یی4 ,2 تج رر[(0-+4 )4۸ ] 
d2 A,B, 2 AC‏ = 


رر() + رر(ظ4) 0 تپ 
0 رز [d(A4B)+‏ = 


زیر فضاها ۵۱ 


به‌طو رم‌شا به می توان نشان داد که به‌شرط تعریف‌شدن حاصل‌جمعها وحاصل ضر بهای 
ماتریسی؛ 0۸ +(4 08 من 284). 


قضیة ۰۲ گيريم 7 فضایی بردادی برددی هیأأت ‏ باشد. اشتواك هسودسته از ژیر- 
فضاهای 7 زیرفضایی ۱( 7 است. 

اثبات. فرض کنیم (,17) دسته‌ای از ز یرفضاهای 7 و ,۲۱۲7 = ۲۷ اشتر ال آنها 
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باشد. توجه دارید که 7 به‌عنوان مجموعةٌ همه عناصر متعلق به‌همهةٌ ۾ ها تعریف می‌شود 
(د. ك. ضمیمه). چون هر ے۳ زیرفضاست. شامل برداد صفرهم هست. بنا براین؛ بردادصفر 
در 1۷ است» و از این‌دو ۲۲ غیر تھی است. گبریم » و 6 دو بردار در ۷ و ء یك اسکا لر 
باشد. بنابر تعریف ۲۷ هم » وهم 6 به‌همةّ ,7ها تعلق دادند» وچون هر ,17 زیرفضاست» 
برداد (604-8) ددهمة ,ها قر ار دارد. بنا براین؛ (۵4-0ع) نیز دد 17 است و بنا بر 
قضهةٌ ۰١‏ 7 يك دیرفضای ۲ است. O‏ 


از وة ۲ نتیجه می‌شود که اگر ی مجموعه‌ای دلخو اه از برداردهای ۳۲ باشد» آنگاه 
کوچکترین زیرفضایی از 7 که شامل $ باشد هم وجود دارد؛ یعنی زیرفضایی از 7 وجود 
داددکه شامل 5 است و خود مشمول هرزیر فضای دیگر در بردار ندة 8. 


تعریف. گيریم ک مجموعه‌ای از بردادهای فضای بردادی 7 باشد. زیرفضای پدید. 
امده توسط 6 بابر تعریف. عبادت است اذاشتراك 17 ۱( همۀ ذیرفضاهای 7 که شام 
ک با شند. هنگاهی که عجموعهاقی حتناهی ا(ېردادها باشد. على( ,0,۰۰۰ {A‏ = 5 
س دا زیرفضای پدید آمده توسط بردادهای ,۵ ,په ,۰۰۰ ,یه نیز می‌ناميم. 

قضي ۳ زیرفضای پدید آهدء فوسط يلف زیرهجموعه غیرئهی کر اذ فضای بردادق 
7 عبادت ۱است از عجموعةٌ همه ترکییات خطی بردادهای ق. 

اثبات. گیریم 17 زیرفضای پدید آمده توسط ؟ باشد. دراین صودت» هر تر کیب 
خحطی 

a= a Qa از‎ °°° a, 
از بردادهای ,0 پ»» ۰۰۰ رن در کم مسلماً در ۲۷ است. بنا براین» 1۳ شامل 1»مجموعة‎ 
همه تر کیبات خطی بردارهای واقع دد 6» است. از طرف دیکسر» مجموعه 1 شامل 5 و‎ 
غیر تهی است. اگر بم و 8 متعلق بد 1 باشند. آنگاه »۾ يك تر کیب خطی‎ 
a= 220 تن‎ 2 


از بردارهای ږ» دد ؟ګ»و 8 يك تر کیب حطی 
B= gy. B+ ‘°۰° +y1B,‏ 


۲ ففضاهای برداری 


از بردادهای ,6 دد ؟ است. حاله به‌ازای هراسکا لر ع 
رثا ر #۷ ,2 caFB= 2 (cala‏ 


از این‌دی 604-6 به رز تعلق دارد و 1 يك زیر فضای 7 است. 

0 اینجا شان داده‌ایم که رز زیرفضایی است از ۳۲ شامل 5 و همچنین شان دادم 
هرزیر فضایی که شامل ک باشد شامل .1 نیزهست. بنا براین» نتیجه می گیریم که ,1 اشتر 
همه زیر فضاهای شامل ک است؛ یعنی رز زیرفضای پدید آمده 0 2 6 


تعریف» اگر ,ی بک» ۰۰۰ رک ژیرمجموعه‌هااییا(فضای برداری 7 پاشند؛ مجموعة 
همة حاصل جمعیای 
۰ 0۲۵ 
از پردادهای ,0 دد ,کی مجموع (یرهجموعه‌های رکه پګ ۰۰۰ ری نام دادد و با 


سل ری لوط اک 
پا 


نشای داده مي‌شود. 
اگر ,۰۲۲۰۲ ۲۲۰۰۰۰ زیرفضاهایی از ۲ باشند» بسادگی دیده می‌شود که 
مجموع 
W=W ۷۰۰۰‏ 
يك زیر فضای 7 است که شامل هريك از ذیرفضاهای ,17 است.همچنان که دراثبات قضية 
۳ آمده است؛ از این مطلب نتیجه می‌شود که ۲7 زیرفضای پد ید آمسده توسط اجتماع 
W0 ° OW, WwW‏ است. 
مثال ب۸. گیریم ۴ زیرهیاتی از هیأت اعداد مختلط باشد و 
a= (1, ۲, ۰, ۳, °)‏ 
(ه ۴ ۱۰ ,6۶ a, = (o,‏ 
۱)۰ و6 وه و6 (e‏ < ,»0 


بنا بر فضيهٌ ۳ برداد » در زیرفضای ۲۷ پدید آمده توسط ,۰0 ۷ و م از فضای ۳۴۵ قرار 
وارد اگر و تنها اگر اسکا لرهایی ما نند cC eC,‏ و Cy‏ در ] وود ډاشته باشند به‌طو دی که 


زیر فضاها ۵۲ 


a= ca, 60-۵0۲ °‏ 
از این‌ردی 7 متشکل است از همه بردارهای به‌صورت 
a= (Cu, ۲6, Cr, ۳6۱ ۲۵۷, Ce)‏ 


که در آن ,6 6 و م٥‏ اسکالرهایی دلخواه از 1۳ می باشند. به‌عبادت دیگر می توان 7 
را به‌عنو ان مجموعهٌ همه ۵تأیی‌های 


A= (Dy, Drs rr Per Pa) 
هستند و‎ ۴٣ که در آن ,وها در‎ 
2۷ << ۲ ۱ 
a= ۲۵۶ -(- ۴95 
توصیف کرد. بدین نحو (۲ ,هت را روت ,۳-) در 17 قسراد داد لیکن‎ 
دد ۲۷ نیست.‎ )۲, ۴, ۶,۷, ۸( 


مثال4. گیریم ۶ زیرهیأتیازهیأت اعداد مختلط ٥‏ و7 فضای بر دادی‌همةما تر یسهای 
۲ برروی ۳ باشد. فرض کنیم ,17 ز یرمجموعه‌ای است از ۲ متشکل اذهماٌما تریسهای 


یه صو رت 
0 2 


که در آن بو # و ج اسکا لرهای دلخواهی از 2 هستند. سرانجام؛ فرض کنیم »7 ز بر- 
فضایی از 7 باشد متشکل از همه ماتر یسهای به‌صورت 


لو 1 


که در آن 2 و بو اسکالرهای دلخواهی از ۳ هستند. ,۲7و +۲7۷ دو زیرفضا از 7 هستند. 
همچنین 


aT 


زیرفضای پ ۱۲۲] ,7 متشکل ازهمة ماتریسهای به‌صورت 


زیرا» 


۴ فضاهای بر داری 


مثال ۰۱6 گیریم 4 ماتریسی ۸× برروی هیسأت ۳ باشد. بردارهای سطری ‏ 
ما تریس 4 بردادهایی در *7هستند که با (برگ ,۰۰۰ )عرص مور ,۰۰۰ ,۲ ,از 
به‌دست میآیند. زیرفضایی از "که توسط بردادهای سطری4 پدیدمیآید فضای سطری 
ماتریس 4 نامیده می‌شود. زیرفضایی که درمثال ۸ ددنظر گرفته شد» فضای سطری‌ماتر یس 


۰ ۳ ° ۲ ۱ 
o ° ۱ ۴ °‏ << 4 
o 0 0 ۱‏ 6 
است. این زیر فضا. فضای سطری ماتر یس 
° ۳ 0 ۲ ۱ 
ees 9‏ 0 0 
B=‏ 
o 0 © o ۱‏ 
° رت ۱ ۸ک = 


مثال ۰٩۱‏ ۰ فرض کنیم فضای همه توابع‌چندجمله‌ای برروی هیأت جر باشد. گیریم 
کر زیرمجموعه‌ای از 17 متشکل از توابع چندجمله‌ای , [۰ ,۰۴ ۰۰۰ با تعریف 
۰۶ ,۲ ,۱ وه << 7 ,و که < (2), [ 
باشد. در این صورت» 7 زیرفضای پدید آمده توسط مجموعهٌ ۶ است. 


تمر ربن 
۹ کكداميك از مجموعه‌های زیرمتشکل از بردادهای (ړه ,۰۰۰ ,)=۵ در ۳ زیر۔ 
فضایی از ”۸ (۳ < ۸) است؟ ۱ 
(الف) مجموعة همة »ها به‌طوری که ه < ی؛ 
(ب) مجموعةً همه »ها با شرط په = پ٣‏ ے؛ 
(پ) مجموعة همة »ها به‌طودی که پم = ۲ج؛ 
(ت) مجموعة همة »ها باشرط ه = ٤2)‏ 
(ث) مجموعة همه »ها به‌طوری که ہے گویا باشد. 


زیر فضاها ۵۵ 


۲ گیریم 7 فضای‌بردادی (حقیقی) همه توایع ‏ از؟ردر؟] باشد. كداميك ازمجموعه‌های 
توابع رن زیرفضایی از 7 است؟ 
(الف) همةٌ هایی که برای آنها '(ے) / = (آیه)؛ 
(ب) همۀ زهای با شرط (۱) <(0)؛ ۱ 
(پ) همه زهایی که برای آنها (۵-)+۱ = (۳)؟؛ 
(ت) همه [های با شرط ه < (۱-)؛ 
(ث) همه [هایی که پیوسته هستند. 


۴ آیا بردار (۱- ,په ,اس ,۳) ددر دیسر فضای بدید آمده تسوسط بردادهای 
٩, ۱, ۲, ۱,۳, ۲)‏ ,۱ -—)) و( ۵ - ,۹ ,۱ ,ا) از فضای ۸ قر اردار د؟ 


۴ گیریم Ww‏ مجموعة همة De, a)‏ و2۳۳ x,‏ ,پتم)ها در ۸۵ باشد که در دستگاه 


۴ 
0 = ۲-۳ p~ e < ه‎ 


کي ES‏ اضف 


ہ = مزو ۳ سس پ٣‏ زو وت پس ور ٩‏ 


صدق می کنند. مجموعه‌ای متشکل از چندبرداد بیا بید که 77 را پدید آودد. 


۵ فرض کنید ‏ يك هیأت و ۸ عدد صحیح مثبة ی باشد (۲ < ). گیریم 7 فضای‌بردادی 
همه ما تر یسهای ۸ ×۸ برروی ٣‏ باشد كداميك از مجموعه‌های ز یرین از ماتریسهای 
4 دد 7 زیرفضایی از ۲ است؟ 
لت مه مس ی 
(ب) همهٌ‌ما تریسهای معکوس نا پذیر؛ 
(ب) همه ها با شرط ۸4 = 448 که دراینجا 8 يك ماتر یس ثابت درز است؛ 
(ت) همه ماتر بسهای 4 به‌طودی که 4 = 4. 


۶ (الف) ثا بت کنید که زیر فضاهای ۸ فقط ۸۱ و زیر فضای صفرهستند. 

(ب) ثابت کنید که درز یرفضای ۸ يا خود ۲( است یا زیرفضای صفراست ویا 
متشکل از همه مضر بهای اسکا لری يك برداد ثا بت در ۲( است. (دیرفضای وع ار 
به‌طو ر شهودی» تحص ر استی است که از میداً می گذدد. ) 

(پ) آیا می‌توانید زیرفضاهای "۸ را توصیف کنید؟ 


۷ فرض کنید , 17 و ۲7 دو زیر فضا اذ يك فضای بردادی ۲ و نيز اجتماع (دومجموعة) 


۶ فضاهای برداری 


7د ايك زیر فضایآن باشد. ثا بت کنید که یکی از دو زیرفضای ,۲7 شامل دیگری 


است. 


۸ فرض کنید ۲ فضای بر داری همه توابع‌از ۸ در ۸ باشد. فرض کنید ,7 زیرمجموعة 
توابع زوج باشد» یعنی توابعی مانند ‏ به قسمی که (ي) ۲ = (ره --)] ؛ و , ۲ دير 
مجموعة تو ایع فردباشد» یعنی توایعی مانند ر به‌قسمی که () [ - ع<د ( -) . 

(الف) ثابت کنید , ۷ و ,7 دیر فضاهای ۷ هستند؛ 
(ب) ثاب ت کنید 7= ,4+۷ ۲و 
(پ) ثاب ت کنید )٥(‏ ,۰۷,۱۲ 

۱۷,۲۲۷ =7 فرض کنید ,۲7 و )7 دو زیرفضای يك فضای بردادی ۷ با شر ایط‎ ٩ 
و (۰) = ۲۱۲۷ ۷ باشند. ثابت کنید به‌ازای هر برداد ,۵ در ۳ بردادیکتای ۾ در‎ 
. و برداد یکتای پم در 17 دجود دادد به طودی که م0‎ 7, 


۳ با به و بعد 


| کنون؛ په امررمهم تخصیص بعد به فضاهای بروادی معینی‌می پرداد یم. هر جند معمو لا «بعد» 
را مقوله‌ای هندسی تلقی می‌کنیم با این وجود باید تعر یف جبری مناسبی برای بعد يك 
فضای برداری بیابیم. این مهم از طریق مفهوم پایه برای فضا انجام می گیرد. 


تعریف. گيرپم 7 فضاپی بردادی برددی 0 باشد. پك زیرمجسوعةُ ک از 7 وا بسته 
خطی (یا به طود سادهم وا بسته ) نامیده می‌شود هرگاه برداد هاپی متمایز مانند ,۵ 0۰ 
O ۰‏ در ګ د اسکالرهایی مانند ,6 ۵ 6 » هه ؛ cC,‏ که همگی صفرنباشند در ۴ 
پافت شود به طودق که ۱ 


COU Fea ۰۰۰ 0 = o 
مجموعه‌ا ی که دا بستۀ حطی نباشد ستقل خطی (پا دارای استقلال خطی) نام دارد. اگر‎ 
مجموعة ک تنها شامل تعدادی متداهی جردا( ,:0,۰۰۰»0:۷»0 با شد. گاهی به جاق اینکه‎ 
بگوییم 6 دابسته (یا مستقل) حطی است می‌گوييم ,00۰۰۰۰0/۰0 دابسته (یسا مستقل)‎ 


کات زیر پی آمدهای ساد این تعر یف هستند. 

۱ هر مجمو عه که شامل ياك مجموعة وابسته حطی باشد خود وابستة حطی است. 

۲. هرزير مجموعة يك مجموعة مستقل خطی» مجموعه‌ای است مستقل حطی. 

۳ هرمجموعه‌ا ی که شامل بردار ه باشد وابستة حطی است؛ زیر ا ٥ک‏ ۰۱.0 

۴. مجموعة ک از بردادهاء مستقل خطی است اگر وتنها ا گر هرزیرمجموعه متناهی 
ای مستقل خطی باشد؛ یعنی» اگر وتنها | گر به ازای هرچند بردار متمایز ,0,۰۰۰»0 از 


پا به و هد ۵۷ 


$ › ساوی =o‏ 6۵۰۰۰ ایچاب کند که همه ری ها صفرهستند 


تعرف. گيريم 7 فضایی بردادی باشد . يك پایه برای 17 مجموعه‌ای مستقل خطی 
ازبردادهای 7 است که فضای 7 دا پدیدآدرد. فضای 7 دادای (یابا) بعد متناهی است 
هرگاه یك پایذ متناهی داشنه باشد. 
مثال۰۱۲ فرض کنيم ۸ زیرهیاتی ازاعداد مختلط باشد. بردادهای 
(۳--,۳۲,۰) = 0 
(۱,۱,۲-) < »6 
(۲--,۴,۲)< م6 
)۲,1,1( = ۵ 
از ۲۳ وابستۂ عطی هستند؛ زیر | 
Ya 0۷ 0۰0 = ۰‏ (- :۲۵ 
پردادهای 
(۱,۰,۰)< ,6 
٤= )٥,۱,٥(‏ 
(۰,۱,ه) = م6 
مثال ۰۱۳ فرض کنیم ۴ يك هیأت و ؟ ذیرمجموعه‌ای از ۳۳ متشکل اذبردادهای 
۰۰۰6۷6 با تعر یف 
٤= ),,,۰۰۰,(‏ 
(0 ,0,۰۰۰ ,5,۱) دب 
)٥,٥,,۰۰۰,۱(‏ =€ 
باشد. ‏ » په » ۰۰۰۰ پته را اسکا لرهایی در ۴ می گیریم وقر ار می‌دهیم 
a= a6, Fae °**°* AE, ۱‏ 
در این صورت» 
(۱۲-۲) م۰۱ 9,۰۰ 2) < 0 
این مطلب نشان می دهد که ,6***6 ,€ فضای ۴ را پد ید می آور ند. چون ه < 0 اگر 
و تنھا اکر ٥‏ = ےن = ٠۰۰١‏ = بی = ن بردادهای ,6 ,۰۰۰۰/6 ,ع مستقل خحطی هستند. 


۵۸ فضاهای بر داری 


در تتیجه» مجموعة ,۰ ۰ ۷,۰ = $ پایه‌ای برای FF‏ است. این پا يه حاص را با یه 
اسا نده‌ی FF‏ می نامیم. 


مثال ۰۱۴ گیر یم ٣‏ كما تر یس × ”معکوس پذیر برر وی‌هیأت ۶ باشد. در اینصورت» 
ستونهای ۶ ؛ یعنی» ,۳ ۳۹ ۰۰۰ ,۳ پایه‌ای برای فضاهای ماتریسهای ستو نی ۲*۱ 
تشکیل می‌دهند. دلیل این مطلب به شرح زیراست. اگر × ماتریسی ستونی باشدهآنگاه 

PX =a P ۰۰۰ FagP a: 


حال چون ه = ×۶ تنها دادای جواب بدیهی ه = ٭ است» نتیجه می گیریم که مجموعة 

,۰ ۶,۰۰ مستقل حطی است. اما چرا این مجموعه ۳۳*١‏ را پدید می آورد؟ فر ض 

کنیم ۲ ماتریس ستو نی دلخواهی باشد. اگربگيريم ۳۱۲ = × » آنگاه ٥×‏ = ۲ یا 
Y= P ۰ ۰ 2P,:‏ 


ازاین‌رو» ,P,‏ و ب .4 پایه‌ای بر ای 0۱ است. 


مثال۰۱۵ گیریم 4 ماتریسی ۸ ×" و 6 فضای‌جواب‌دستگاه همگن ه = 46 باشد 
(مثال ۷).فرض کنیم ۸ یك ما تر یس تحویل شدهسطری پلکا نی‌هم ارز با 4 باشد. دداین‌صودت 
ک8 فضای جواب دستگاه ه = ×۸ نیزهست. اگر ۸ دادای م سطر غیر صفر باشد» آنگاه 
دستگاه معادلات ه = ×۸ بوضوح م تا ازمجهو لهای ,»2,۰۰۰ دا برحسب (2-) 
مجهول باقیما نده ر بیان می کند. فر ض کنیم درایه‌های غیر صفر مقدم سطرهای غیرصفر در 
‘<k,‏ ۰ ی باشد: 

—{ky °°° ,k;}‏ ,۰۰ ,\( = ل 
آنکای وستگاه ۰ = RX‏ به صو رت 
F202 2 °‏ ون 


e ۰ 
۰ ۰ ۰ 


۵ = ارم بش a,‏ 


است که در آن Ci‏ ها اسکا لرهای معیئی هستند. همه جوابها با تخصیص مقادیری(د لخواه) 
به رتم هایی که‌نماية ز نها دد ل قراردارد» وسپس محاسبۀ مقادیر متتاظر ,»۰ ۰۰ ره 
به دست می‌آیند. به ازای هر ز در 7 گیر یم ری جوابی باشد که از قراد دادن 
۱ ۶ رت و ه = ,یم به‌ازای همه زهای دیکر واقع در ل ‏ به‌دست‌می آ ید. ادعا می کنیم که 
(-7) برداد ریق ز دد ل پایه‌ای برای فضای جواب تشکیل می‌دهند. 


پا به و بعد ۵۹ 


چون ماتریس ستونی رغ در سطر ارم دارای درايةٌ ۱ و در سطرهای نمایه گذادی- 
شده توسط عناصر دیکر ‏ دادای درایة صقر است. استدلال مثال۱۳ نشان می‌دهد کسه 
مجموعة این بردادها مستقل خطی است. به دلیل ذیر» این مجموعه فضای جواب دا پدید 
می آورد. اگرماتر یس ستوئی 7 با درایه‌های :۰۰۰ درفضای جواب باشد» ماتریس 


N= ره‎ 
J 


نیز درفضای جواب قراردارد وجوابی اس ت که به ازای هر ز دد ل 1= ره. جوابی 
با این حاصیت» یکتا ست؛ ازاین رو 7= N‏ و 7 در فضای پدید آمده تو سط بردادهای 
E;‏ فر اددادد. 


مثال۱۶. اکنون مثا لی از یك پایهٌ نامتناهی می آوریم۔ گیریم ۴ زیرهیأتی ازھیأت 

اعسداد مختلط و ۲ فضای توابع چندجمله‌ای برروی ۳ باشد. یادآوردی می کنیم که این 
توابع» توابعی از در هستند که قاعده‌ای به‌صورت 

f(z) =e +e a+ ۰۰۰ egw" 
جموعة (نامتناهی)‎ k=, ۱ + ۲ داز رل. فرض کنیسم = (2) [ و مه م‎ 
ی ,ی ) پایه‌ای برای 7 است. این مجموعه بوضوح ۲ دا پدید می آورو؛‎ ,۰۰۰( 
۱ ۱ زیرا تابع ار (بالا) عبادت است از‎ 

J SOJ له‎ SFE 
خواننده بايد متوجه باشد که این فرمول دد واقع تکراری از تعریف تابع چند جمله‌ای‎ 
است ؛ یعنی؛ تابع [ از ] در بل یك تا بع چند جمله‌ای است اگر و تنها اگر يك عدد‎ 
صحیح 1 و اسکا لنرهایی مانند ,۰۰۰/6 وجود داشته باشند به طودی که‎ 
گر ۰۰۰ ری = . چرا این توابع مستقل‌اند؟ نشان دادن اینکه مجموعة‎ 
,پگ بر ) مستقل خطی است به‌معنی نشان دادن این است که هر زيرمجموعة‎ ۰۰۰1 
متناهی آن مستقبل خحطی است. پس» کافی است نشان دهیسم به‌ازای هر ۸ مجموعة‎ 


fa}‏ ۰ د گر مستقل خی است . فر ض کنیم 

۰ << ,ین ۰.1 0 ۰ لح Caf‏ 
این بدان معنی است که به‌ازای هر × در ٣‏ 

03 << "س۰ ۰ ۰ سا زو م6 


به‌بیان دیگر» هر وم در ۲ یك ریشۀ چند جمله‌ای کرو ۰۰۰ وین رن = (2) f‏ 
است. فر ض می کنیم خواننده پد اند که يك جنك جمله‌ ای از درحته 7 پا ضرایب مختلط 
نمی تواند بیش از 7 ريشه متمایز داشته باشد. در این صوزرت نتیجصه می گیریم که 


o‏ مه 622۰۰ 2 م۰6 


۶٥‏ فضاهای برداری 


تا اینجا يك پایةٌ نامتناهی برای ۲ اداشهکرده‌ايم.آیا این بدان معنی است که 7 
دارای بعد متناهی فیست؟ دد واقع این طود است؛ و لی» ایسن نتیجه‌ای فودی از تعریت 
نیست؛ زیر اء تا جایی که ما می‌دانیم ممکن است ۲ دادای پايهة متناهی نیز باشد. اين 
امکان پساد گی قابسل دفع است. (در قضية بعد این مطلب را در حالت عمومی مر تفع 
می کنیم.) فرض کنیم تعدادی متناهی تایع جند جمله‌ ای ۵ 2,۰۰۰ داشته باشیم. 
مسلماً بین توانهایی از به که دد (۵),ع2(۰۰۰۰۰),ع (با ضریب غیرصفر) ظاهرمی شو ند» 
بزر گتر ینی وجود دادد. اگر این توان )۸ باشد. به‌طود قطع ۳*۱ = (ه),ب در پدید 
و خطی ,م۰۰ ۰ج قراد ندارد. بنابراین» ۲ با بعد متناهی فیست. 

اينك بپردازذ یم به‌آعرین کته در مورد این مثال. پا یه‌های نامتناهی ر بطی به 
«تر کیبات خطی نامتناهی» ندارند. خواننده‌ای که قویاً احساس کند بین دشتهً توانی 

بر 
و این مثال ر بطی وجود دارد بهتر است مجدداً و با دقت این مثال را مطالعه کند. اگر 
این توصیه کشا یشی ایجاد نکرد بهتر است از این پس در پی محدودکردن توجه خود به 
فضاهای با بعد متناهی پاشد. 


قضية ۴ فرش کنید 7 فضای بردادق بدید هده توسط حجموعه حتناهی متشکل 
اذ بردادهای ,۰۰۰۰۰88 8 باشد. دد این صورٽ »۰ هر حجموعة مستقل از پردارهای 7 
متناهی است و پیش اذ ر عنصر ندارد. 

الہات. برای اثبات قضیه‌کافی است نشان دهیم که هر زیر مجموعهٌ 5 از 7 که 
شامل پیش از ۰« بردار باشد» وابستة عطی است. گیر یم 5 چنین مجموعه‌ای باشد. پس»در 
که 7 بردار متمایز ,۰0 0۰۰۰0۵ با شرط ور وجود دادد. چون 8,۰۰۰٩8,‏ 
فضای ۲ را پدید میور ند» اسکا ترهایی مانند ر4 دد ۳ یافت می‌شوند به‌طو ری که 


به از ای هر ۾ اسکا لر د لخو اه ي ۰٤۵‏ 25۰۰ داد یم: 
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پایه و بعد ۶۱ 


چون :<< قضیهةٌ ۶ از فصل ۱ ایجاب می کند که اسکا لر ها یی ما نند ,ویپری ۰ ۰۰»زو که 
همگی نیستند» وجود داشته باشند به‌طوری که 


۰ >> ]> ۱ ۰ 2 رظرب4 ر2 
در 


از ایند ه = ٥‏ 0-12۷01۰۰۰« این نشان می‌دهد که مجموعةٌ 6 وابستةٌ 


خطی است. ل 


نتیجه ۰۱ اگر 7 پك فضاق بردادی با بعد متناهی باشد. ۲ نگاه هر دو پاپه از 7 
به‌نعداد مساوی (و متناهی) عضو دار ند. 
اثبات. چون ۲ با بعد متناهی است. دارای یك پاية متناهی 


ز ۷,۰۰۰ ,6) 
است. بنا بر قضيهةٌ ۴ هر پباية ۷ متناهی است و پیش از ٣‏ عضو سد‌ازد. تن 6 گر 
(یه ,۵۷,۰۰۰ ,0) یك پایه باشدهآنگاه ورر > ور با برهانی مشا به ورر حور و بنا براین» 
O ۰7 <<‏ ۱ 


این نتیجه به‌ما اجازه می‌دهد که بعد يك فضای برداری با بعد متناهی دا به‌عنوان 
تعداد اعضای هر يك از پایه‌های آن تعریف کنیم. بعد يك فضای بردادی با بعد متناهی 7 
را با 7 زل یا بعد(۲) نشان می‌دهيم. بنا برایسن مطلب قضية ۴ را به‌صودت ذير 
باز گو می کنیم. 


نتیجة ۰۲ فرض کنیم 7 يك فضای بردادی با بعد متناهی باشد. د بعد (۲۷) = (7. 
در اپ صورت 

(الف) هر زر حجموعة 7 که شاحل بیش ۱ 7 پرداد پاشد وا بسنة خطی است. 

(ب) هیچ ذیسر عجیوعهاق ۱( 7 که کسنر اذ 7 برداد داشنه باشد نمی‌فواند 7 دا 
پدید ۱رد 


مثال ۰۱۷ اگر زر یك هیأت باشد بعد ٣‏ بر ابر است؛ زیر ا» پایۂ استاندۂ "٣ہ‏ 
شامل ۸ بردار است. بعد فضای ماتر یسی ۴ برابر ۸م است. این مطلب در مقایسه با 
حالت ۲۳ باید روشن باشد» چراکه 7« ماتریسی که در مکان ژ ,1 حود دراية ۱ و در 
مکانهای دیگر دراية صفر دار نلء تشکیل پایه ای برای *×“ ٣‏ مي‌دهند. اگر 4 ماتریسی 
mxn‏ باشد» آنگاه بعد فضای جواب 4 برابر م ور است؛ که در آن م تعداد سطرهای 
غیر صفر یك ما تریس تحویل شدۂ سطری پلکانی است که هم‌ارز سطری 4 باشد. به‌مثال 
۵ دجوعغ شود. 

اگر 7 فضای برداری دلخواهی برروی ‏ باشد زیرفضای صفر 7 توسط برداره 


۷۲ فتاهای تر دادی 


بدید می آید» ولی مجموعةٌ (۰) يك پایه بیست » زیرا واستهةٌ حطی است. بدیسن دلیل» 
رافق می کنیم که زیر فضای صفر دادای بعد ه باشد. همچنین با اثبات این مطلب که 
مجمو عة تھی يك پا یه برای زیر فضای صفر است» می تو انیم به‌همان نتیجه بر سیم . مجموعة 
تھی»فضای (۰) را بد ید می آورد؟ زیرا اشتر الك همة زیر فضاهای شامل مجموعة تھی برابر 
(ه) است» و بعلاوه مجہوعۂ تهی مستقل خطی است» چرا که شامل هیچ بردادی نیست. 


لم. فرش کیم 5 یف زیر مجموعُ مستفل حطی از فضای بردادی 7 باشد و بردار 
8 از ۲ دد (یرفضای بدپدا مده فوسط و نبا شد. ددا صورت» هجموعة حاصل از الحاي 

اثبات. فر ض کنیم 0۱ 0 پردارهای متمایزی از 5 باشند و 

هد Cag FbB‏ ۰۰۰ 601 
آنگاه o‏ - و]؛ يرا دل عبر این صورت 
کب بمی )و 
۳ 84 مت س 4 + 6 0o‏ س = 

د8 درزیرفضای پد ید آ مده توسط 5 فر اد کرد ازاین‌دو ه 1-00 C(O e‏ 
و چون و مستفل خحطی استب همه ;ها صفر ند ۳1 


قضیا۵. اگر 17 زیر فضابی از يك فضای با بد متناهی 177 باشد ‏ هر (پر مجموعةٌ 
مسل حطی از 17 متناهی است و فسمتی از يك پایهٌ (عتناهی) 17 است. 

ابات. فرض کنیم رگ يك زير مجموعه‌مستقل حطی ۲۲ باشد. | گرز بر مجموعه مستقل 
خحطی 5 از ۲7 شامل ,ی باشد» آنگاه $ نیز یك زیر مجموعةٌ مستقل حطی ۲ است؛ حال 
چون ۲ با بعد متناهی است» 5 شامل بیش اد ۲ 01۳0 عنصر نیست, 

به‌طر یی ذیر» ,رک دا به‌پایه‌ای برای 17 گسترش می‌دهیم. اگسر ,رک فضای ¥ را 
پدید آورده آنگاه ٩‏ يك باية ۷ است وکار تمام است. هر گاه ,8 فضای ۳ را پدید 
نیاودد لم قبل دا برای یافتن يك برداد ,8 در 17 به‌طوری که مجموعةٌ (,071/0, 5 ,5 
مستقل حطی باشد به‌کار می گیر یم. اکر 1 فضای ۲۲ را پدید آودد؛ مراد حاصل است. 
در غیر این‌صودت. لم‌را بر ای‌دست یافتن به‌يك بر دار ې8 در 17 به‌طودی که (۵/) لاک < پک 
مستقل خحطی باشد به کارمی بندیم. | گر به‌همین‌طر یق ادامه دهیم آنگاه (طی حدا کثر ۲ 0110 
مرحله) به‌مجموعةً 

,۰۰۰ )ارگ = رگ 


می ر سیم که پایه‌ای بر ای ۲۲ است. RE‏ 


نتيج ۰۱ اگر 7 (پسرفضایی سره از فضای بردادی 7 با بعد متناهی باشد» ۲ نگاه 


پایه و بعد ۶۳ 


7 با بعد متناهی است و ۲ dim W > dirm‏ 

اثبات. می تو انیم فر ض کنیم Ww‏ شامل بر دار ۰ E‏ باشد. بنا بر قضيةً ه و اثات 
آن» پایه‌ای برای ۷ شامل » وجود دادردکه حاوی بیش اذ 7 زل عنصر نیست؛ از 
این‌رف ۲۲ با بعد متناهی است و ۲ W < dim‏ صال . چون ۳ زیرفضای سره‌ای ار 
۷ است. يك برداد 8 در ۲ وجود دارد که در ۲۷ نیست. با الحاق 6 به‌هر پايةٌ ۰۲۲ يك 
زیرفجموعة مستقل خحطی از 7 به‌دست می آودیم. پس؛ ۲ دز > #7 O .dim‏ 


نتيج ۰۲ در هرفضای پردادگ سا بعد مثناهی» هر دجموعة غېر فی مسقل خطی ۱ 


تعیج ۰۳ فرضی کنیم 4 ماتریسی :7 ×7 بردوی هیأت ۶ باشد و بردادهای سطری 
4 يك مجموعه مستقل خحطی !زبردادهای ۸ دا قشکیل دهند. دداین مورت 4 ععکویس۔ 
چدهر است. 

البات. فرض کنیم :۰۵ ۰۵۲ 0۰۰۰۰ بردادهای سطری 4 و 7 زیر فضای پدید 
آمده تو سط 0 ۰۵۲ ۲۰۰۰ 0 از فضای ۲ با شد. جون 0 O‏ ۰۰۰۰ 0 مستقل هستند» 
بعد 7 برابر و2 است. حالنتيجه ۱نشان می‌دهد که ۳ = ۷ از اینرف در اسکا لرهایی 
جون رو وجود دار ند که ۱ 


۰ > > ۱ ور PJ‏ =€ 
۳۹ 
در اینجا ے٤‏ ,۰۰۰ ,6 ,46 پایه استاندهٌ ۳۳ است. از این‌دو برای ماتریس 8 با 
درایه‌های ور دادیم 
[] 7۰ < ۸4 ] 
قضیة ۰۶ اگر ,7 :۲ دو ژیرفضای با بعد متناهی اذ فضای بردادی 7 باشند 
آنگاه 17-7 با بعد متناهی است و ۱ 
. بعد ,۲۲ ۳)7 بعد ۱۲۱۲۲۸ )= بعد ( )1 بعد () 
البات. بنابرقضيهةٌ ۵ و نتیجه‌های آن» فضای ,7( ,۳ يك پاية متناهی 
39 رت 0 دار د که حود بخشی از يك پا يه 
م۵ ,°°° {yr °°°, Qu, By,‏ 
برای , ۲۲ و نیز بخشی از يك پاية 
gr ۱ °°, Ya}‏ ,*“* و0 
برای ۲7 است. زیر فضای W FW,‏ توسط بر دارهای 


۳ فضاهای برداری 


و e‏ و 3 Cp,‏ و۰ و6 
پد ید میآ ید و این بردارها يك مجموعة مستقل حطی تشکیل می‌دهند. زیر اه فر ض کنیم 
۰ = ,22,۷ 1 2220122 


7 


گام 
قرو Isa‏ روا 
که نشان می‌دهد ,22,۷ ه ,1۷ تعلق دادد..چون ,۷ ,2 متعلق ب۳ نیز هست. نتیجه 
می گیریم که به‌اذای اسکا لرهای معین € CF (eee‏ 
ZC;‏ = ,2:2۷ 
چون مجموعة 
Yn‏ و۰۰ 2۳ Cp,‏ وه ۰ ۰ 0 
مستفل است» هريك از اسکا لرهای ,2 برابر صفر است. بنابراین» 
o‏ = رقار 29 Zz; t+‏ 
وجون .۰ 
Ba}‏ ’°°° ۵ مه ,°°° ,0) 


نیز مجموعه‌ای مستقل است. هرك و نیز هر ,#7 بر ابر صفر است. از این‌ر و 


ال هه Y1‏ بر و۰۰۰ U Br,‏ رده ,0 
پایه‌ای برای W HW,‏ است. سرانجام 


(W,) بعد‎ H(W ( بعد‎ = (kK Fm) (kn) 
=k+(m+k+n) 
= )7 , 07) ( .بعد (۰ 1-۲۷ ۲) 4 بعد‎ ][ 


این بخش را با تذ کری در بادة استقلال و وابستکگی حطی به‌پایان م ی بر یم . وا 
مفاهيم راما برای محموعه‌ای از بر دار ها تعریف کر دیم. لازم است کته آنها را برای 
دنبا له‌های متناهی («تایی‌های مرتب) نیسز تعریف کنیم. گوییم بردادهای ,)» ۰۰۰۰ ږ» 
وا بست خطی هستند هر گاه اسکا لرهایی مافند 6 ۰ Cg‏ که همگی ه نباشند» یافت 
شوند به‌طوری که ه عد 4-٥۵‏ ۰۰۰ ۲ ,م».کلا" این اصطلاح چنان طبیعی به‌نظر 
می رسد که خواننده ممکن است گمان کند که تا به‌حال نیز آن دا به‌کاد برده است. تفاوت 
یین دبا له متناهی ,0 ,۰۰۰ ۰0 و مجموعةً زی0 ره ۰ 40 جیست؟ دو تفاوت هست؛ 
یکی همانندی و دیگری تر تیب. 


پایه و بعد ۶۵ 


هر گاه مجموعة (۵ ,۰۰۰ ,40 مورد بحث باشد. معمولا" فر ض برأین است که 
هیچ دو بردادی دد بین ,»» 0۵ ۰۰۰۰ ,0 یکی نیستند. درحالی که دردلبا له ړ@ ,۰۰۰ ,0 
ممکن است همة laa,‏ یکی باشند. ا گر به‌ازای دنه رب = ریم آنگاه دنبا له 0 م۰۰ 0۰ 
وابستهٌ خطی است: 

a t(— ۱(۵, =o 
از این‌رو اگر ,۵ وه ,۵ مستقل حطی باشند. متمایسز نیز هستند و می‌توانیم دربارة‎ 
صحبت کنیم و مطمئن باشیم که این مجموعه دادای 7 برداد‎ (Qs ٠٠٠, مجموعةً إا‎ 
است. در این حالت مسلماً هیچ گونه ابهامی در بحث پا یه و بعد وجود نخواهد داشت.‎ 
بعد يك فضای ۲ با بعد متناهی بزر کترین ی است که یك ورتایی از بردادهای 7 مستقل‎ 
حطی باشد وغیره. خواننده‌ای که فکر کند مطا لب این بند جز هیاهو چیزی نیست»خوب‎ 
است از خود سوّال کند که آیا دو بر داد‎ 
,اه‎ ۱( 


a = )۲۱۱۰,۱( 


در ۲( مستقل خطی هستند یا نه. 

عناصر يك دنبا له به‌تر تیب معینی شماده گذادی می‌شوند. درحالی که یك مجمو عه 
دسته‌ای است از اشیاء بدون هیچ گو نه آرایش و تر تیب خحاص. البته» برای توصیف يك 
مجموعه باید اعضای آن را فهررست کنیم و اين امرنیاز بها تخاذ يك تر تیب دادد. ولئ: 
تر تیب» جز ئی از مجموعه نیست. مجموعه‌های (۴ ,۳ ,۲ ,۱ د (۱ ,۳,۲ ,۴) یکی 
هستند» درحالی که دبا ل متناهی ۴ ,۳ ,۲ ,۱ با دنبالهٌ ۱ ,۲ ,۳ ,۴ کاملا" متفاوت است. 
جنیةٌ تر تیب دنباله تائیسری برمفاهیم استقلال» وابستگی» وغیره ندادده زیرا وابستگی 
(آن‌طور که تعریف شد) متأثر از ترتیب نیست. دنبالهٌ به ,۰۰۰ ,ې وابسته است اگرو 
تنها ا گر دبا ,0 ۰۰۰۰ » وابسته باشد. در بخش بعدی» تر تیب اهمیت خاصی خواهد 


داشت. 


ثمر ین 
۱ گر دوبرداد وابستهعطی باشنده ثا بت کنید یکی از آنها مضرب اسکالری دیگری است. 
۳ آیا بردادهای 
(۲ ,ها ,ات ,)= 0 SCT FF‏ 
(۶ ,۱ ,۱ ,۲)<مه ٥(,‏ ,۴ ,ات ,۱)<به 


در RF‏ مستقل حطی هستند؟ 


۶ع فضاهای برداری 


۴ پایه‌ای برای زیر فضایی از ۸۴ که توسط چهاد برداد تمرین ۲ پدید می ید بيا بید. 


۴ شان دهید که بردارهای 
(۲ ,۳ سب (o,‏ = 0 ,۱ ۰ )<< 0۷ ر(۱ت ,ه٥‏ «) 2 6 
پایه‌ای‌بر ای ٩۳‏ تشکیل می‌دهند. هريك از بردارهای پایهٌ استانده را به‌صودت‌تر کیبی 
حطی از بردارهای ,0» »» و په بیان کنید. 


۵ سه بردار وابستة حطی در ۳ یبا بی د که هر جقت از آنها مستقل حطی باشند. 


۶ فر ضکنید ۲ فضای برداری همه ماتریسهای ۲ × ۲ برروی هیأت ‏ باشد. با یا فتن 
پایه‌ای برای که ۴ عنصر داشته باشد» ثا بت کنید 7 چهار بعدی است. 


۷ فرض کنید 7 فضای برداری تمرین ۰۶ ,17 مجموعة ماتریسهای به‌صورت 
0~ 0 
ا 
و ۲۷ مجموعة ما تریسهای به‌صورت 


€ #1 
باشند. 


(الف) ثابت کنید ,۲۲ و »7 زیرفضاهای ۷ هستند. 
(ب) ابعاد , ۰ ۽۳7 ۰۲ د »07 17۲ را بیا پید. 


۸ مجدداً فرض کنید 7 فضای ماتریسهای ۲ × ۲ برروی هیأت ۶ باشد. پایه‌ای جون 
{As Ars Ar, Ae}‏ برای ۲ بيا بید به‌طوری که به‌اذای هر وب < ۸ 


٩‏ فر ض کنید 7 فضایی برداری بردوی یك زیرهیأت ۶ از اعداد مختلط باشد. فرض 
کنید بردادهای ,۰۵ 8> و ۷ در ۷ مستقل خطی باشند. ثا بت کنید (8-+۸))؛ Y(‏ +8)» 
و (y+«)‏ دادای استقلال حطی اند. 


٥‏ فرض کنید 7 يك فضای بردادی بردوی هیسأّت زر باشد و تعدادی متناهی برداد 
چورن ۰0 ۰۰۰۰ 0 دد ۲ این فضا را بدید آود ند. ا بت کنید ۲ با بعد متناهی است. 


۸ فر ض کنید ۷ مجموعه همه ما تر یسهای ۲ < ۲ مانند هر با درایه‌های مختلط باشد که 
دد شرط A FA = o‏ صدق ی کنند. 
(الف) نشان دهید 7 با اعمال معمولی جمع ESS a‏ 


فضایی است برداری برروی هیأت اعداد حقیقی. 

(ب) پایه‌ای برای این فضای بردادی بيا بید. 

(ب) فرض کنید 7 مجموعهةٌ همه ماتریسهای 4 در ۲ با شرط 4۷ س ست ,پم باشد 
(خط ز بر نما یشگرمزدو ح عددی مختلط است). ا بت کنید 17 يك زیرفضای ۲ است 
و پایه‌ای هم برای 7 بيا بید. 


۳ با یافتن پایه‌ای بر ای فضای همه ماتریسهای ۸× بردوی هیأت له ٹا بت کنید بعد 
این فضا ص است. 


۴۳ تمرین ٩‏ را درحالتی که 7 يك فضای بردادی بردوی هیأت دوعنصری توصیف شده 
در تمرین ۵ بخش ۱۰.۱ باشدء مورد بحث قراردهید. 


۴ فرض کنبد 7 مجموعة اعداد حقیقی باشد. 7 با اعمال معمولی را به‌عنوان فضایی 
بردادی بر دوی هیأت اعد ادگویا محسو ب وا بت کید این فضای بردادی بعدمتناهی 
خدارد. 


۲ مختصات 

یکی از جنبه‌های مفید یك پايةٌ ¶ در فضای «بعدی ۲ این است که اساساً به‌ما امکان 
می‌دهد در ۲ نظیر «مختصات طبیعی» ریم اد یك برداد (ړت ,۰۰۰ ,»)= در فضای 
2 به‌معر فی مختصات پپرداژیم. در این طر ح. مختصات برداد » از ۲ سبت به‌پایه @ 
اسکا لرها یی خواهند بود که در بیان ۵ بە‌صورت تر کیبی خحطی از بردارهای پایه به کار 
می‌روند. از این‌رو» علاقه‌مندیم که مختصات طبیعی بردار » در ”۳ دا به‌عنوان مختصاتی 
که توسط ‏ وپایه استانده ۲۳ تعر یف می‌شو ند » محسوب کنیم. اما در پذیرش این‌دید گاه 
باید دقت کانی به‌عمل آود یم. اگر 

A= (DN, ۰۰۰۰ Da) = IDE; 

و 9 پایةٌ استاندۂ "۸ باشد» دقیقاً چگو نه مختصات بردار » توسط ۾ و » تعیین می‌شو ند؟ 
يك راه پاسخ دادن به‌این سؤ ال چنین است. هر بردار مفروض ۵ عبادت یکتایی بەصورت 
تر کیبی حطی از بروارهای پایۀ استانده دارد» و ز مين مختص ,ې از ۵ ضریب ,> دداین 
عبارت است. از این جهت می توا نیم بگو ییم زمین مختص کدام است. زیر ا» تر تیبی (طبیعی » 
برای بر دادهای پا ية استا نده وجو د دادد؛ یعنی قاعده‌ای دردست هست بر ای تعیین اینکه در 
پاایه» کدام «او لین» برداد است. کدام «دومین»» والی آخرء اگرو پایة دلخواهی ازفضای 
ربعدی 7 باشد. احتمالا" تر تیبی طبیعی برای بردادهای 3 نداریم» و از این روء قبل از 
آنکه بتوانیم (آمين مختص سبت به @» را تعر یف کنیم» ضروری است تر تیبی برایسن 
پردادها تحمیل کنبیم. به‌تعییر دیگر» مختصات نسبت به‌دنبا له بردادها و نەمجموعة بردادها 


۶۸ فضاهای بر دازی 


تعریف. اگر 7 پك فضای بردادی با بعد متداهی باشد . يك بای مرتب برای 7 
دنالهای عفن هی ۱ پردا(های مسقل حطی است که 7۲ ۱ چد ید آورند. ۱ 


اگرونبالۀ یه ,۰۰۰ QA‏ پایة مر تبی بر ای 7باشد. آ نگاه مجمو عه (ب۵ و۰۰۰ 0 
پایه‌ای برای ۲ است. در واقع» پا يه مر تب مجموعه‌ای است همراه با تر تیبی معین. با 
مختصر سوءاستفاده از علامت گذاری» همه این مطالب را با ذکراين که 


B= ۰, O, 
پا یه مر تبی برای ۲ است» خلاصه ی کنیم.‎ 
حال فر ض کنیم 7 فضایی برداری با بعد متناهی برروی ۶ و‎ 
B= ۰ (به ره‎ 
پا يه مرتبی برای 7 باشد. به ازای هر در ۲ «تایی یکتایی چون ( ےت ۰ 0( اد‎ 
اسکا لرها وجود دارو که‎ 
7 
a= 2 20; ۰ 
ا‎ 


این رتایی یکتاست» زیرا اگر همچنین داشته باشیم 


11 
0 < 2 20 


i= 


اس 


و 0( 2 رنه) SX‏ 


1 
و استقلال نحطی بردادهای ,ي ایجاب می کند که بهار ای هر زه ه =2 -ریو. ,ي راء مین 
مختص » نسبت به پاي مر تب 
ره ,*** B= {a,‏ 
می‌نامیم. | گر 
:29% =8 
1 


1 


نگاه 


at 6 < (۵ 


۶٩ مختصات‎ 


و بنا براین» مین مختص (۳-8-») نسبت به‌این پایة مر تب (رلو-رنت) است. به‌طودمشا به 
مین مختص (60) برابر ,وه است. همچنین» دوشن است که هر تایی (بنه ,۰۰۰ ,,ظ) 
در ۲۳ عبارت است از /تایی مختصات بردادی در 7 یعنی برداد 


ترا 
۰ 2 
اش 
به‌طور خلاصه» هر پاي مرتب برای ۲ تناظری يك به‌يك 


Q جک‎ (6 ۰۰۰, ®( 


بین مجموعة همه بردارهای 7 و مجموعة همة ۸ تاییهای ٣‏ بر قرار می‌سازد. این تناظر 
داد ای این حاصیت است که متناظر (04-8) همان حاصل‌جمع متناظرهای دو برداد ۾ و 
8 در * است؛ وهمچنین متناظر (م») برابراست با حاصل‌ضرب اسکا رم و متناظر برداد 
۵ در .F۴"‏ 

دراین مرحله, ممکن است این سژال مطرح شود که چرا صرفاً پاي مرتبی برای 7 
انتخاب نمی کنیم تا هر بردار 7۲ دا به‌وسیلة ورتایی مختصات متناظرش توصیف نماييم؛ 
جرا که دراین صودت اد داحتی کار با «تاییها برخورداد هستیم. این امر به‌دو دلیل نفض 
غرض خو اهد بود. اولا» همان‌طود که تعر یف اصل موضوعی فضاهای برداری شان 
می‌دهد» سعی ما این است که فضاهای" بردادی را به‌عنوان دستگاههای جبری مجردبرد سی 
کنیم. ثانیاً» حتی در آن حالاتی که مختصات را به‌کاد می بریم» نتایج مهسم از توانایی ما 
در تغییر دستگاه مختصات؛ یعنی» در تغییر پايةٌ مر تب به‌دست می‌آیند. 

اغلب» راحت‌تر است که به جای م تایی مختصات (مه و۰۰۰ (Dy‏ از ما تریس 
مختصات ې نسبت به باي مر تب : 


Tn 
استفا ده کنیم. برای نمایاندن وابستگی این ما تریس مختصات به‌پایه» علامت‎ 


۱ ۰13 
را برای ما تریس مختصات بردار ,0 سبت بهپا یه مر تب 3 به کار خواهیم برد. این نماد‌دد 
مواردی نظیراین پرسش که درصودت تغییر پاي مرتبی به‌پایۀٌ مر تب دیگر چه تغییری در 
مختصات بردادی چون ۾ دوی می‌دهد» خحصوصاً مفید است. 
پس» فر ض کنیم ۲ فضایی #«بعدی باشد. و 


B= 40 ۰۰۰۰ A} و و‎ = {as ۰.۰ 0)} 


٥‏ فضاهای برد‌اری 


دو باه مرتب برای 7 باشند» دراین صودت. اسکا لرهای یکتایی چون ر٣‏ و جوددار ند که 


n 7‏ 
( ۱۳-۲ ۰ > زک ۱ 2 < ره 
ز 
گیریم )۰۰۰۰۵ مختصات بردار مفروض » دد (سبت‌به) پایةٌ مرتب ٩"‏ باشند. در 
این صورت 
a= aa ۰‏ 
aja‏ 2 = 
۱« ز 
ور رزخ = 
اسز ۱ ز 
درو و 
im‏ ار 
(a.‏ زرط 2 
آ ز 
پس» رابطۀ 
E Pj j) )۱۲-۲(‏ = 
اا 


به دست می آید. چون ۰۰۰۵9 »زو مختصات برداد » ددپایة مر تب ۰9 به طوریکتا 
تعیین می‌شوند» اذ (۱۴-۲) نتیجه می‌شود که 


Pj j, ۱ >> )۱۵-۲(‏ > سرت 


گیریم ط ماتریس ۸ × ۸ی باشد که درايةٌ ز رز آن اسکالر ٣,‏ است و گیریسم × و 1۷ 
ماتریسهای مختصات بردار بو در پایه‌های مرتب 7 و "2 باشند. در این صودت (۱۵-۲) 
دا می‌توان به صورت فرمول 

X=PX' )۱۶-۲( 

نیز نوشت. چون 9 و # دومجموعة مستقل خحطی هستنده ه د پر !گر وتنها اگر ه = 2۷ 
لذا از (۱۶-۲) و قضیهٌ ۷ از فصل ۱. نتیجه می گیریم که معکوس پذیر است. ازاین‌رو 
(۱۷-۲) ۰ << ۷ 


| گر نماد معرفی شده فوق دا برای ماتریس مختصات يك بردار نسبت به پایه‌ای مر تب به 
کاد گیر یم آنگاه (۱۶-۲) و (۱۷-۲) بیان می کنند که 


بم[0]ط عم [0] 
P (alg‏ بي[0] 
پس» این بحث را می‌توان به‌شرح زیرخلاصه کرد. 
قضية۷. ٠‏ فرض کلم ۳ يك فضاق بردااق 7 بعدق بر دوق هیاأّت F٣‏ پاشده و 9 و 7 
دو پاي هرقب براق 7 باشند. ۲ نگاه پك مائریسی 7 یکدنا ولزویا ععکوس پذیرها شد 
۶ که درایه‌هایش دد 7 هستند وجود دادد به طودی که به اژای هربرداد ۵ دد 7 
)۱( بی[]ظ = [alg‏ 
[ola (۲)‏ ۱ = +[ 
ستونیای ۶ پا روا بط 
,۰۰۰ ,2۱,۲ [ بولره] P;=‏ 
Ml o‏ بالا نتیجه زیر دا نیز اثبات می کنیم. 


قضیل۸. فرض کنیم ط مائریسی معکوس پذپر و ۸×۸ بر دوق هبأت 7 ۰ 7 پك 
فضای برداای 7 بعدق بر دوق ۶ ۰ و 7 پایه‌ای حرئب برای 7 باشد. دداپی صورت. 
پا ی مرنب یکتایی چون ې برای 7 دجود داددکه په ااي هربرداد ۾ دد 7 


[alg = P[alg, (۱) 
[ag > P [ala (۳) 


اثبات. گیریم 8 متشکل از بردادهای 0 0۰ باشد. اگر 0 ° , {a‏ 9 
پاي مر تبی برای 7 ودرموردآن (۱) معتبر باشد» واضح است که 


FR 
1 
04 = ر2‎ Par: 


اش 
پس» کافی است نشان دهیم بردارهای رب که با این معادلات تعر یف می‌شو نده تشکیل يك 
پایه می دهند. فرض کنیم ۲۱ = ©. دداین‌صورت» 


2, 0j0j چ‎ 2O2, Put: 
2 2P Qn: 
= 2 (2, P,Q), 


= 64. 


۷۲ فضاهای بره‌اری 


ہنا بر این» زیر فضای پدید آمدة توسط مجموعةً 
40,۰۰۰ ۷ 
شامل 9 ونتیجتاً ساوی با 7 است. پس» ۲ يك پایه است» وبنابر تعریف پایه وقضية ۷ 
داضح است که (۱) معتبر و از آنجا (۲) نیزمعتیر می باشد. [] 
مثال۱۸. گیریم ۴ يك هیأت» و 
a= (TP, ۰ ۰ ۰ n) ۱‏ 
بردادی از ۳۲۴ باشد. اگر $ پایهٌ مر تب استا ندم "۳ با شد: 


B= {6° ۰ €}‏ 
آنگاه ما تریس مختصات بردار » درپایةٌ 9 به وسیلة 


= 


تعبین می‌شود. 


مثال۱4. فرض کنیم ۸ هیأت اعداد حقیقی و 0 عدد حقیقی ثابتی باشد. ماتریس 


0 1- 8و6 
cos 01‏ 0 ۳ 
معکوس پذ یر است ومعکوس آن عبارت است از 
e cosÛO0 0‏ 
—sin 0 cos0‏ 
پس » به ازای هر ۰0 مجموعة '@ متشکل از بردارهای (0 دزی « 6090) و 
(0 08 ‹ 0 11 ~) پایه‌ای‌برای ۸ است. این پایه را به طود شهودی‌می توان به‌عنوان 


پایه‌ای که از دوران پایۀ استانده به اندازۀ زاوی 6 حاصل می‌شود» توصیف کرد. اگر 0 
بر داد (0v)‏ باشدء آنگاه 


60890 sin 1 ۳ 
„= ۳ 0 ۰ 0 0x 


(=m, cos 0-۰10 


Sin 0+2, ۰‏ ۶و — << زو 


مثال۰۳۰ گیریم 7 زیرهیأتی از هیأت اعداد مختلط باشد. ماتریس 


۵ ۴ بت 
۳ات ۲ 0 P=‏ 
o ۸‏ ۰ 


| ح‎ 
E 


بنا براین» بر دارهای 
١, ,(‏ )= 
a=( ¥, 1,°)‏ 
ar =( ۵, —۳,۸)‏ 


پایه‌ای چون #۲ دا برای ٣"‏ تشکیل مسی دهند. مختصات Bp‏ از بسرداد 
(۲ ,۵2۲ 2) = درپاية "9 به وسيلة 


۱ ۱ ۱۱ 
۱ — ap Yat ay -- ۱ ۴ 7 4 
۱ ۳ ۳ 
جي ت دي = سح ِ سح‎ 
o0 o ۱ 
1 2 ۸ Fe 


۴ فضاهای بر داری 


تعیین می‌شوند. در حالت حاص 


1 ۱ , 
(r, ۲, —-۸ (= —- ۱ 90۱ — Tay — ar: 


مرلن 

۱ شان دهید که بردارهای 
a= (001۰۱)‏ و(ه وه ۱۶ A=)‏ 
GR)‏ یو E‏ 


بایه‌ای برای Rt‏ تشکیل می‌دهند. مختصات هر يك از بردادهای پا يه استانده را سیت 
به با ية مر تب ۴ دس د ف ) بيا بید. 


۳ ماتریس مختصات برداد (۱ ۰۶ :۱) در پایه‌ای از ۳ را که بترتیب متشکل است 
از بردادهای (ه ۱۰ ۰۲۶۱ (۱ ,۰۲۰-۱ و ( -— و۱3 ره) بيا بید. 


۳ فرض کنید م د 0۰ < 9 پایه‌ای مرتب برای ۸۳ متشکل از 
(ه و0 ۰) a=‏ (۱ ۱۶ :۱۰) < ۵ و( ۱ سب وه << 0 
باشد. مختصات بر داد (ع «6 «ع) در پایة مر تب @ چیست؟ 


۴ فرض کنید # زیر فضایی از ٣"‏ باشد که توسط (ز ,ه ,)۵2 
(۱- ,۱ ,۱4) = به پدید می‌آید. 
(الف) نشان دهید که ي و په پایه‌ای برای 17 تشکیل می‌دهند. 
(ب) نشان دهیدکه‌بردادهای(ه ,۱ ,۱) = :و( ۱ ,1 ,۱) = 8 در 1۲قراد 
دارند و پایةٌ دیگری برای 17 تشکیل می‌دهند. 
(پ) مختصات ,» و به دد پا مرتب (0۱ ,,0) از ۲۲ چه هستند؟ 
۵ فرض کنید (,2 ,,ت) =» و ( ل ,,ن) =8 دو برداد در ٩۲‏ باشند که 
۱۳۲ ۵ ۰ 2۱9۱۳۵۱۲ 
ثا بت کنید که (6 ,0) < 9 پایه‌ای برای ۸۲ است. مختصات برداد (ط ,ه) دا ددپاية 
مر تب (0,/0) = 9 بیایید. ( از نظررهندسی. شر ایط دوی ‏ و 8 بیان می کنند که ۾ و 8 
متعا مد ند و هر يك طول ! دار ند.) 


۶ فرض کنید فضای بردادی ۷ بر دوی اعداد مختلط متشکل از همۀ توابع اذ ۴ دد °٥‏ 
باشد؛ یعنی» فضای همه توابع (با مقداد) مختلط روی خط حقیقی با شد. فرض كنيد 


خلاصة هم‌ارزی سطری ۵ ۷ 


e ۱ )2۶( = |‏ = (یو) پگ و =e‏ (2), ژ. 

(الف) ابت کنید که ,۰ب و م7 مستقل خطی هستند. 

(ب) فرض کنید ۱ = (2),ع۰ = 009 = (2)ع:و 2 10و < (ے)مع. ما تریس 
۳ × ۳معکوس پذیری چون ‏ بيا بيد به‌طوری که 


۳ 
رع‎ 2 Pf: 


۷ فرض کنید 7 فضای بردادی (حقیقی) همه توابع چندجمله‌ای از ۸ در ۸ ازددجة ۲ 
یا کمتر باشد؛ یعنی» فضای همه توابع ار بەصو رت 
f(a) =e, +e tke‏ 
باشد. فر ض کنید ع عدد حقیقی ثابتی باشد» و توابع زیر را تعریف کنید: 
۰( 4 ) ع (ن)بع ,اوح (هابع ,اعد (۱)2ع 
ا بت کنید (مع و8 ,12 < 9 پایه‌ای برای ۲ است. اگر 
60 091 و6 <  )9(‏ 


مختصات ‏ دد پایه مر تب 9 چه هستند؟ 


۳ خلاصه هم اززی سطری 
دم ای یرای تکسل بت مم دزن سای تروص بسک شدای ونر 
پایه و بعد فضاهای بردادی با بعد متناهی را مورد استفاده قر ارمی‌دهیم. یادا ودی‌می کنیم 
که اگر ۵ ماتسریس × ری بر دوی هیأت ۳ باشد» بردارهای سطری 4 عبار تند از 
بردارهای ۰0 ۰ از ۳ که توسط 
a; = (Ai? ۰۰۰ din)‏ 

تعر یف می‌شو ند؛ و نیز یاد آور می شو یم که فضای سطری 4 زیر فضایی است از ۲۴ که 
توسط این بردادها پدید می آید. رتب سطری 4 عبادت است از بعد فضای سطری 4. 

اگر ۲ ماتریسی 0 × )۸ بر روی 2 باشده آنگاه حاصل‌ضرب 4 <- 8 ماتریسی 
kK ×۸‏ است که بردارهای سطریآن 8,۰۰۰8 تر کیبات حطی 

B;= Paa + °** Pint, 

از بردادهای سطری 4 هستند. بدین نحی فضای سطری 8 زیر فضایی از فضای سطری 
4 است. ا گر ٣‏ ما تریس 1 mx‏ معکو مس پذ یری باشد» آ نگاه ‏ هم ارز سطری 4 است. 
و نتیجتاً تقارن هم‌ارزی سطریی یا معادلةً ۳۱ = 4 ایجاب می کند که فضای سطری 
4 نیز زیر فضایی اد فضای سطری 8 باشد. 


قضی ۰۹ فضاهای سطری ماتربسهای هم ارز سطری پکی هسنند. 


د وه 


۶ فتاهای بره‌اری 


معری يك ما تریس تحویل شده سطری پلکانی که هم ارز سطری 4 باشد بپردادیم؛ واین» 
همان جیز ی است که قصد انجام آن را دار یم. 


ضيه ۰ فرضی کم ۸ يك ماسریسی تحویل شد سطری پلک نی غر صفر باشد. 
دداین صودت بردادهای سطری غیرمفر۸ برای فضای سطری ۸ يك پایه تشکیل می دهند. 
اثبات. گیریم ,۵۰۰۰۰۵ بردارهای سطری غیر صفر ما تریس ۸ باشند: 
P= (Ri? ۰۰ Rin)‏ 
مطمئناً این بردارها فضای سطری ۸ را یدید می آور ند؛ پس تنها لازم است ثا بت کنیم که 
این بر دارها مستقل حطی‌اند. چون ۸ یك ماتریس تحویل شدۂ سطری پلکانی است. اعداد 
ص حیح و مثبتی چون ,]۰ ۰ ۰ وجود دارندکه به‌ازای >٣‏ 1 
(الف) ه = (ز ۸)1 هر گاه ,> 
( ۱۸-۲( (ب ) R(is KO‏ 
)پ ( >> 
فر ض کنیم (,ط ۰۰۰ ۱) =8 بردادی در فضای سطری ۸ باشد: 


c,p,:- )۱۹-۲(‏ °°° 60 < 6 
در این صودت. ادعا می کنیم که ,,ط عدره. ذیراء بنابر (۱۸-۲) 
kı) (fert)‏ )هرمع bıı‏ 
2 > 
ر = 


درحالت خاص» اک ه < 48ع ه = p۰۰ cp,‏ آنگاه Cj‏ با ید مختص ,۸م 
پر داد صفر باشد و بنابرایسن» ەك ۲ ,۰ ۰ 2 . پس ۰ ۰۰۰0 مستقل خطی 
هستند. [] 


ی ۰.۱۱ گپربم 7 د 7 در عدد محپح عثبت و ۸ پك هیأت پاشد. فرض کن 7 
ژپرفضاپی از ۸ پاشد د > 17 217 . دداییٰ صورت. تنا بك مافریسی ۸ × 7۶ نحویل- 
شد سطرق پلکا نی بر (وي ۸ وجود دادد که فضای سطرق آن 17 باشد. 

اثبات. حداقل يك ماتریس تحویل شدة سطری پلکانی ‏ ×" که فضای سطری آن 
7 باشد وجود دادد. جون 7 > 7 ›d1۸‏ می توان ہر برداد ۵۰۰۰۰۰0 در ۲ انتخاب 
کرد که ۲۳ را پدید آورند. گیریم 4 ماتریس ۶( با بردارهای سطری ° 0۰۰ 3 
R‏ یك ما تریس تحویل شد سطری پلکا نی که هم ار زسطری 4 است باشد. دراين صورت» 
فضای سطری ۸ همان 17 است. 


خلاصة همارزی مطری ۷۷ 


حال فرض می کنیم ۸ ما تریس تحویل شد سطری پلک نی دلخواهی باشد که فضای 
سطری آن 7۲ است. گیريم,۰»0 0,۰۰۰ بردارهای سطری غیر صفر ۸ باشند و وراية غير 
صفر مقدم ,م در ستون ,۱,۰۰۰,۲۳۰ = زه» » واقع شود. بسردارهای ,م۰۰ ۰۰,م پایه‌ای 
برای ۲7۲ تشکیل می‌دهند. در اثبات قضیۂ ۱۰ مشاهدهکردیم که اگر (ےط ,*** (Ds‏ =8 
در ۲۲ باشد» آنگاه 
+e,prs‏ 6۵,۰ عد 6 


و C= D,,‏ بسه‌پیان دیگر» عبارت ت یکتای 6 به‌صودت ام ۳ سردارهای 
۰۰0۱ ۵۰ عبادت است از 


(۲۱-۲) ۰ بح = 


بنا براین» هر بردار 6 با در دست بودن مختصات ,بط آن» هه ,2۱ » معین می‌شود. 
مثلا رم تنها بر داد وافع در ۲۷۲ است که مختص, آن ۱ ۶ به‌از ای is‏ مختص Ck;‏ 


و ۳۹۹ 
ان ه است. 


فر ض کنیم 6 در ۷ باشد و Bo‏ . ادعا می کنیم که او لین مختص غیرصفر 8 در 
یکی از ستو نهای ,6 داقع می‌شود. جون 


و8 می توان نو شت 
B= Dbu,ps Px, )۲۲-۲(‏ 


اگر یر و ,۸ > ره بنا بر شرایط (۲ -۱۸) دادیم ه < ,۰ بنا بر این 
٥ع‏ ,بط *.D,):‏ یط موه وه) B=‏ 


و او لین مخص غیر صفر 8 دد ستون ,۸ قرار می گیرد. همچنین توجه با ید داشت که به 
از ای هر ,۸ ۲ ,۰۰۰ =١,‏ 5 بردادی در ۷ وجود دارو که مختص ,۸م آن غير صفر 
ست ؟ این بردار همان Pp,‏ است. 

اکنون دوشن است که ۸ به‌طود یکتا توسط # تعیین می‌شود. توصیف ۸ برحسب 
۲ به‌شر ح زیراست. همّبردادهای (ےط,۰۰۰,,() =8 واقع در ۳ دا درنظرمی گیریم. 
اگر هحرژ/» او لین مختص غير صفر ‏ باید در ستونی چون ۲ قراد گر د: 


B= (0,۰,0, بیط‎ bo. 


گیریم ,۰۰۰۰۸ آن اعداد صحیح مثبت / باشند که به‌ازای هر يك برداری چون 
ه8 در # وجود داشته باشد به‌طوری که او لین مختص غیرصفرش در ستون ۲ واقع 


۷۸ فضاهای برداری 


شود.اعداد ,0۰۰۰0 دا با تر تیب ,>۰۰ .>> مر نب می کنیم. به‌ازای هر 
يك از اعداد صحیح مثبت ,1 يك و تنها يك برداد ,م دد ۷ وجسود دادد به‌طوری که 
مختص ,)م برداد ,م برابر ۰۱ و به‌ازای و دز مختص ,۸م آن صفر باشد. دداین‌صورت 
R‏ ماتریسی است ۰ × م با بردارهای‌سطری ,°0 [J.0 coc0,4**‏ 


لتیجه. هسر ماتریس ۸ × و مانند 4 هم ادز سطری پك ونیا يك ماتریی ٹحویل۔ 
شد سطرق پلکا ئی اسٽ. 

البات. می‌دانیم که 4 حداقل با يك ماتریس تحویل شد سطری پلکانی ۸ هم‌ارز 
سطری است. اگر 4 هم‌ارز سطری یکی دیگر از این گونه ما تریسهاء مثلا" ۰ باشد؛ 
آنگاه ۸ هم‌ارز سطری '۸ است؛ و از این‌دی ۸ و '۸ دارای فضاهای سطریمساوی اند 
و باید یکی باشند. [ 


نتبچه. فرض‌کنيم 4 د ۶ دو حافردی ۸ ×7 پر دوق «یاأت ۶ باشند. دد اچ ص ودٹ 
4 د 2 همادز سطرقیا ند اگر و تیا اگر دادای فضاهای سطری عساوق با شند. 

اثبات. می‌دانيم که اگر ۸ و8 هم‌ارز سطری با شندءآنگاه دارای فضاهای سطری 
مساوی هستند. لذا فر ض می کنیم که ۸ و 8 دارای فضاهای سطری مساوی باشند در این 
صورت ‏ 4 هم‌ارز سطری یك ماتریس تحویل شدۂ سطری پلکانی ۸» و 8 هم‌ارز سطری 
يك‌ما تر یس تحو بل‌شدم سطری‌پلکا نی "۲ است. چون 4 و 8 دارای‌فضاهای سطری‌مساو بند» 
Rو R'‏ نیز فضای سطری مساوی‌داد ند. بنا بر این ۱ R=‏ ور هم‌ار زسطری B‏ است. [] 

خحلاصه [ نکه: اگر 4 و دو ماتریس ۸× وم بر روی هیأت جر باشند» احکام زیر 
هم ارز ند 

۱ ۸ و 8 هم ارز سطری‌اند. 

۲ 4 و 8 دارای فضاهای سطری مساوی‌اند. 

۳ ۳۸ < 8 که در آن م بك ما تریس 0 mx‏ معکوس پذیر است. 

يك حکم‌هم ارز چهارم هم‌این‌است که دودستگاه همگن ه = ×4 و ه < ×8 دادای 
جوابهای مساوی‌اند؛ اما» با اینکه می‌دانیم هم ارزی سطری 4 و 8 ایجاب می کندکه این 


دو دستگاه دارای جوابهای مساوی باشند» به‌نظر می رسد بهتر است اثبات کس آن را به 
بعد مو کول کنيم. 


۳ . محاسات مر بوط بهز بر فضاها 


اکنون می‌حواهیم نشان دهیم که چکوسه اعمال سطری مقدماتی دوشی استانده شده را 
برای پاسخگویی به‌پرسشهای واقعی معینی در رابطه با زیرفضاهای ۲۳ به‌دست می وهند. 
قبلا" احکام مورد نیاز دا فراهم کرده‌ایم و برای داحتی خواننده آنها را در اینجا گرد 
می آودیم. این بحث در مورد هر فضای برداری ز بعدی بر دوی هیأت ۴ در صودتی 


محاسبان مر بوط به زیر فضاها ۷۹ 


صادق است که يك پا یه مر تب ثا بت 9 انتخاب شود وهر بردارن از ۲ بهوسیلۀ يك #تابی 
(ږت ,۰۰۰ 2) که مختصات ‏ دا در پایهٌ مر تب 9 به‌دست می‌دهد» توصیف شود. 

فرض کئیم ۳ برداد ,۰۰۰۰۵ از ”#۳ مفروض باشند. پرسشهای زیر دا مورد 
مطا لعه قر اد می‌دهیم. 

۹ چگو نهمعلو م می شو د که بردارهای O‏ 0۳۰۰ مستقل تحطی اند؟ با به‌طو ر کلی» 
چگو نه می توان بعد 77 زیر فضای بدید آ مده توسط این بر دارها را یافت؟ 

۰۲ با مفروض بودن 6 در «F"‏ چگونه می توان معلوم کرد که آیا 8 تر کیبی حمی از 
بردارهای ° ۰ هست یا نه؛ یعنی » 8 در ریرفضای ۲ فر ار دارد يا نه؟ 

0 چگو نه می توان تو صیفی صریح از ز بر فضای 7# به‌دست داد؟ 

سومین سؤال قدری مبهم است» زیرا مشخص نیست که منظور از «توصیف صریح» 
چیست؛ به‌هرحال ابتدا نو ځ توصیفی دا که ددذهن دادیم ادائه می‌دهیم. بااین توصیف» 
فوراً می توان به‌پرسشهای (۱) و (۲) پاسخ داد. 

کیر یم 4 ماتریسی ۸ × م با بردادهای سطری ,ی باشد: 

مرگ ۰۰۰ برش) < QU:‏ 

دبا له ای از اعما ل سطر ی مقدما تی را به کار گیر ید که از 4 آغاز و به بل ما تر یس تحویل 
شده سطر ی پلکا نی R‏ عنم شو ده قبله" چکونگی انجام این‌کار را قو ضیح داده‌ایم. در این 
مر حله» بعد ۲7 (فضای سطری 4 ) مشخص است. جراکه ایسن بعد جیزی نیست جز تعداد 
بردادهای سطری غیر صفر ۸. اگر ,0۰۰۰۰۰0 بردارهای سطری غیر صفر ۸ باشند» 
آنگاه (,م,. ۰ ۰ ,0 = 9 پایه ای برای ۲۷ است. ا کر او لین مختص غیر صفر رم مختص 
Ck:‏ باشد آنگاه به‌ازای iF‏ دادیم 

(الف) j)=o‏ ,)۰۲ هر گاه زک . 

(پ ( KS ‘<k,‏ 
دیرفضای ۲۲ متشکا است از همه بردارهای 

۰-6 ِ ۰ 6۱0۱ 2 ۵6 
Rin)‏ ا ZR‏ = 
1 
در این صورت» مختصات ,۵.۰۰۰.0 يك چنین بردار 8 عبادنند از 
eR )۲۳-۲(‏ درو 
صغ 


بخصو ص ر6 = و و از این رو اگر ( وط ,۰۰۰,ظ) = 8 تر کیبی خطی از ,مها باشد 
باید به‌صورت تر کیب خطی خاص 


٥‏ فضاهای برداری 


6= 7 0: (۴-۲) 


ا 


باشد. شرایط دوی ۵ برای برقرادی (۲۴-۲) عبار تند از 


bj= by Ry, j=l. em )۲۵-۷( 


حال (۲۵-۲) توصیت صریح 17 زیرفضای بدید 7 ستیل 0 ۰۰۰۰ 0 است؛ یعنی 
این زیرفضا متشکل است ازهمة بردادهای 8 در ۴۰ که مختصاتشان دد (۲۵-۲) صدق 
می کنند. (۲۵-۲)چه نوع توصیفی است؟ عمدتاً این توصیف 7 را بە‌عنوان همهجوابهای 
b,)‏ ید6 از دستگاه معادلات خطی همگن (۲۵-۲) بیان می کند. این دستگاه 
معادلات» از طبیعت بسیار ویژه‌ای برخحوردار است؛ زیسراه (n—r)‏ مختص را به‌صورت 
تر کیبات خطی ہ مختص مشخص ,ظط ». °< Dy,‏ به‌دست می‌دهد. در انتخضاب مختصات ۱ 
بط آذادی کامل وجود دادد؛ یعنی اگر ,6» ۰۰۰۰ اسکا لرهایی دلخواه باشندء یك وتنها 
يك برداد 8 دد 17 وجود دادد که ,ع مختص ,ام آن است. 

کته قا بل توجه در اینجا این است: با مفروض بودن بردادهای ریم» تحویل سطری 
روشی است سر راست برای تعیین اعداد صحیح ek‏ 1۰۰۰۰ واسکا رهمای Ri;‏ که 
تسوصیف (۲۵-۲) از ذیرفضای پدید آمده توسط ي ۰ ۰۰۰۰ ,۵ دا به‌دست مسی‌دهند. 
همان‌طور که در قضيةٌ ۱۱ نشان دادیم مشاهده می‌شود که هرزیرفضای ۳ از ۲۳ دادای 
توصیفی از نوع (۲۵-۲) است. دربارة سوّال (۲) نیز به‌نکاتی اشاره می کنیم . قبلا در 
بخش ۰۴۰۱ بیان کر ده‌ایم که چگو له می‌توان یك ماتریس معکوس پذ یر ۶ 7۱ مانند P‏ 
یافت به‌طوری که 4 = ۸. با اطلاع از ۲ درصودت امسکان می توان اسکا لرهایی مانند 
e ۰۰۰۰ 80‏ را یافت به‌طو ری که 

B= و‎ °°° FAQ, ° 

زیرا» بردارهای سطری ۸ از معادلة 


به‌دست می آیند وبتا براین؛ | گر8 تر کیبی خطی اذ بو‌ها باشددازیم 
Dx;Pi‏ ,2 ج 
ا 
Mm‏ و 
2Du 2 Pj «j‏ ج 


ار دز 
r‏ 


رازه 2 = 


= اک 
و از ایند و 


۳ 
1 2 = رنه 


محاسبات مر بوط به زیرفضاها ۸۱ 


یکی از انتخا بهای ممکن برای رنه است (ممکن است امک نات دیگری هم باشد). 

همچنین این سوال داکه آیا (,ط ,۰۰۰ ,,5) =8 تر کیبی خطی از ,ها هست 
یا نه» و اگر هست؛ اسکا لرهای نو چه هستند. می توان به‌صورت این پرسش که آیادستگاه 
معادلات 


۰۰ 2۱ ز by;‏ = ,4 ر2 
ز 


جواب دادد ودرصودت وجود ,جوابها چه هستند» مطرح کرد. ماتریس ضرایب این‌دستگاه 

معا دلات»ماتر یسی زر × ور مانند 8 با بردارهای سئوئی ,0 ۰۰۰۰ 0 است. در فصل ۱ 
کار برداعمال سطری مقدما تی درحل دستگاه معادلات ‏ = 2 را مورد بحث قراردادیم. 
اکنون مثالی را مطرح می‌کنیم که در آن در پاسخگویی به‌سوالات مر بوط به زیرفضاهای 
۴ هردو نقطه‌نظر اعمال می‌شود. 


مثال ۰۲۱ در این مثال مسثلة زيردا مطرح می کنیم. فر ض کنیم 17 زیر فضایی از ۳ 
باشد که تو سط بردادهای 
(۱ ,۲ ۲۰۱ 24۱۱ 0 
(۱ ۲,۰۰۱ ,0)< 0۷ 
(۳ و۴ سب و 6 ,۲ --) < ,0 
پدید آید. 

(الف) ثا بت کنید که ۷0۱ ۰0۲ ۵۳ پاأیه‌ای برای ۲تشکیل می‌دهند؛ یعنی» ثا بت کنید 
این بردارها مستقل حطی هستند. 

(ب) گیریم Dy, b,)‏ وبا ۰) B=‏ بردادی در ۲۲ با شد. مختصات 8B‏ ا 
مر تب (م0» ۰۵ ,40 چیست؟ 

(پ) فرض کنید 

(ه و ۲ O,‏ ۰) 2 0 
O, ۱)‏ و۲ (o,‏ = 0 
(۳ ,ه A: o,‏ 
نشان دهید ه 0 :0 پا یه ای برای 7۲ تشکیل می‌دهند. 

(ت) اگر 8 دد 17 باشد. فرض کد ماتریس مختصات 8 دد 0 - پایه و 2 
ما تریس مختصات 8 در "۵ - پایه را نشان دهد. ماتریسی ۳ ۳۱ مانند ط داکه به‌ازای 
هر چنین ۰/8 "۲6 = × بیایید. 

برای پاسخگو یی بها ین سوّالات با دوش اول» ما تریس 4 با بردادهای سطری 


AY‏ فساهای برداری 


۰0۸ ۰0۲ 6 را تشکیل می‌دهیم» ماتر یس تحو یل‌شدغ سطری پلک نی R‏ راکه هم ار زسطری ۱ 
4 است» می‌یابیم» و همزمان همان اعمال را روی ماتریس همانسی به‌کاد می‌بریم تا 
ه‌ماتریس معکوس پذیر 0 که 4 = ۸ دست یا بیم: 


0 ۲ 0 ۱ ۱ ۲ ۲ ۱ 
o ۱ o °‏ ا حح ۸ جت ]| ۱ 0 ۲ o‏ 
o 0 0 ۱‏ ۳ ۴س هټ a‏ 
° وس ۶۱۰ 0 ۰ ۱ 
اس ۵ ~٢‏ دوب 0 ۱ ° 
۲ ر ۲ ۱ o‏ ° 


(الف) واضح است که ۸ دارای رتیه ۳ است. و لذا cQ <Q‏ و م مستقل حطی 
هتك 
(ب) اذز بردادهای (مط ,مط ,با ,) < 6 کدام در 7] قراردارند؟ پایه‌ای‌برای 
7 داریم که توسط ۱ ۲0۷ 3 ۰0۷ یعنی بر دارهای سطری 7 معین می‌شود. با یك‌نظر 
می‌تو ان‌دید که زیر فضای پد ید امده توسط بردارهای 0۰ Or ‘Or‏ متشکل است ار بردارهایی 
چون 6 که به‌ازای آنها ,۲ = مط. برای چنین برداد 8 دادیم 
B= 0 ۱۵۱1۲‏ 
[b,bçb, 1R‏ = 
۸4 ]<< 


= سل 0 وق‎ ara Fura, 
حد رز‎ 9 br be]Q; که در آن‎ 
۱ ۳ 
2 9 brt be 


۵ ۲ 
,ها = پزه‎ by be (۶-۲) 


۱ ۱ 
۰ لد ساسه = 
۴ ۳ ۲ 7 سل 
(پ) بردادهای بء 0 و چ همگی به‌شکل (ہل ,ہل ہل ی ل) باشرط ۲۷ = بل 


ستند» و از این‌رو در ۲۲ قرار دار ند. با يك نظر می توان دید که ایسن بردارها مستقل 


محاسبان مر بوط به زیر فضاها ۸۳ 


(ت) ماتریس ۶ دادای ستونهای 
ولره] P=‏ 
است که دد آن (۵۷ ,۵ ,0 < . معادلات (۲۶-۲) به‌ما نشان می‌دهند که ماتریسهای 
مختصات ۰۵ ۰0 0 دا چگونه پیدا کنیم. مشلا به‌ازای په =8 دادیسم ۱ ,و 
‘De = o cb = ۲ |, = o‏ و 


= ۱-2)(+)(= ۱ 


۱ ¬= ( )= ( )۱ = 
۱ ۱ 
o.‏ بات ی م1 
پس؛ » = » = ». بهطورمشا به به‌دست‌می آودیم په = 0 وم ۲۵-۲0۹ کم 
بنا برا ین 
۲ 9 ۱ 
۴ ۲۰ إ— | < ] 
o ۱‏ ° 


اکنون بینیم با روش دومی که تشریح کردیم چگونه به‌این پرسشها پاسخ می‌دهیم. 
ماتر یسی ۳ × ۴ مانند 8 دا با بردارهای ستونی ,۰0 0 د په تشکیل می‌دهیم : 


س 9 ۱ 
9 ۲ ۲ 
] 
جح .8 ۲ 
۳ ۱ ۱ 


تحقیق می کنیم که به‌ازای کدام اسکا لرهای لے ہو پو من دستگاه ۲= ×8 دادای 


جو اب است. 


۸ ۲ بنید::.. J ۱ 6٩‏ س و ۱ 
۰۱ -- ۲ ۴ ۲ 9 ۷ 9 ۲ ۲ 

و ج 
Jr 9 9 3 ۲ 7-0‏ ۴س و ۲ 


۴ فضاهای برداری 


۱ ۲ 
۱ o o 0 yle 
۱ 
° 9 ۱ 2)۲۲-۷( 
۵ ۲ 
9 ۱ ° SERE 


9 ۶ 8 ۷۳7-۷۱ 


بنا بر ایسن؛ شرط جواب داشتن دستگاه ¥= رل این است که ۲۷ ب/۰ لدا 

(ط ,بط ,بط )b,‏ =8 در 17 قراد دادد اگر و تنها اگر ,۲۵ =مط.اگر 6 در 7W‏ 

باشدء آنگاه مختصات (ہت ,ت ,ه) ددپا یه مرتب ېه ,۵۲ ,») دامی‌توان از آخرین 

ما تریس با لاحو اند ويك بار دیکگ فرمو لهای (۲ -۲۶) را برای این میختصات به‌دست آ ورد. 
اکنون به‌پرسشهای (ب) و و (ت) مثل قبل پاسخ e‏ 


مثال ۰۳۲ ماتریس ۵ < ۵ 


و مسائل زیر ددبادة آن دا ددنظر می گیر یم. 

(الف) يك ما تریس معکوس پذیر م بیایید بەطوری که ٥4‏ یك ماتریس تحویل- 
شدۂ سطری پلکانی‌مانند ۸ باشد. 

(ب) پایه‌ای برای ۰17 فضای سطری 4 بیا بید. 

(پ) تعیی ن کنید کدام يك اذ بردادهای (ړط ,مط ,بط بط یط) دد # قر اردارند. 


محاسبات مر بوط به زیر فضاها ۸۵ 


(ت) ما تریس مختصات هر بر دار 8 De, De,‏ و (Dı,‏ از WwW‏ را دد پایةٌ مر 
انتخاب شده ور (ب) پیا بیك. 

(ث) هر بر داد( ےط (Dı, bx, Dy: De,‏ ار ۲7 را بەصو زت تر کیبی‌حطی ازسطرهای 
4 بنو یسید. 

(ج) توصیف صریحی از ۷ فضای بردادی همه ماتریسهای ستونی ۱ < ۵ مانند 
× با شرط ه -< 1 را بەدست دهید. 

(چ) پایه‌ای برای 7 بیا بید. 

(ح) به‌از ای کسدام يك از ماتریسهای ستونی ۱ < ۵ مانند ۲ معادله ¥= ×4 
دادای جواب × است؟ 

برای حل این مسائل ماتریس افزودة "۵ از دستگاه ۲= 46 دا تشکیل می‌دهیم 
و دنبا له‌ای مناسب از اعمال سطری در وی 4 به‌کار می بندیم. 


۱ ۲ ° ۳ ° ۷۱ 

ل 9 1س ات ۲ ۱ 

۰ o ۱ ¥ o ۷۳ چب‎ 
۲ ۴ ۱ ۰ ۱ Ye 

o 9 ° ° ۱ I 

۱ ۲ ° ۳ ° VA 

2 :تور‎ E E 
0 9 ۱ ۴ 0 Jr ج‎ 
2 ِ ۱ ۴ ۱ ۴ 
9 9 9 ° ۱ A 

۱ ۲ o ۳ 0 VA 

9 ۱ ۳ - ۱-۲ 


9۰ FE E و‎ BS EN ENT IS 
8 رو‎ 8 8 ۱ ۲۷۱۱ 


ەل ۱ 0 0 0 0 


۶ فضاهای برداری 


ِ ۸ 


۴ 0 7۷۱ 


5 ۱ a 


مرو ولا — 9 
Yo‏ رو بو ات و ۲ 


(الف) اگر به‌ازای هر 


۸ 
VASA 
#۵ 
لاس‎ 
— yi Fyr ye~ 


9 0 ° 
= ° ° 
0 0 0 
۱ ۱ o 
۱ o ۱ 


و از این‌روء 2۸4 ماتریس تحویل شدۂ سطری پلکانی 


o 


0 


۱ 


o 


oO 


۲ 0 ۳ 
° ۱ 

o 0 O 
o ی‎ o 
o90 o Oo 


۱ ۲ 0 
o 0 ۱ 
0 9 0 
0 0 0 
9 0 9 
PY = 

۱ 

۱ 

P= 0 

--ِ 

— ۴۳ 

۱ 

o 

R=} o 


o 


فک باید تا کید کرد که ماتسریس ۲ یکتا نیست. در وافع» تسداد زیادی ما تریس 
معکوس پذ یر٥‏ ( که از انتخا بهای گونا گون اعمال سورد استفاده جهت تحویل 4 ناشی 
می شو ند) وجود دار ند که © = 4 . 


محاسیات مر بوط به ز بر فضاها ۸۷ 


(ب) به‌عنوان پایه‌ای برای 17 می‌توان بردادهای سطری غیرصفر 
)° ,۳ ,0 ,۲ ,2۱ وم 
(ه ,¥ ,۱ وه (o,‏ = ۵۷ 
O, ۱)‏ وه وه (o,‏ =0 
از ما تریس ۸ را انتخاب کرد. 
(ب) فضای سطری 7 متشکل ازهمة پردارهای به‌صودت 
60۵۱0۷۲ < 6 
۲C4 Cy: ce fC, «۸‏ ) = 
است که در آن ,۰6 ۰6۷ په اسکا لرهای دلخواهی هستند. پس» (ړط ,ظط ,بط بط ی‌ط) در 
b, 0, +b, px FDapr‏ = (وط بط by,‏ بط (Db,‏ 
و این تساوی برقراد است ا گر و تنها اگر 
۲۰۱ << با 
۳۱۷-۷۰ < مرا 
این معادلات نمونه‌هایی از دستگاه عمومی (۲۵-۲) هستند که با استفاده از آنها با يك 
ناه می‌ توان گفت که آیسا بسردادی مقروص در ۳۷ هست با خسر. بنابراسن 
(۲ ,۱,۱۱ ,و۱ - ,۵ -) تر کیبی‌خحطی ازسطرهای رهست اما (۵ ,۴ ,۳ ,۲ ,۱) 
حنین ست . 
(ت) ماتسریس مختصات بردار b,)‏ ,۴۷ سل ۳ (Dı ۲ Dy,‏ در باه 
{Pv Pr, pr}‏ مسلماً عبادت است از 
و 
by‏ 
Da‏ 


(ث) طرق بسیاری برای نوشتن بردادهای # به صودت تر کیبات خطی سطرهای 
4 وجود دارد. شاید .آسانترین راه‌آن باشد که ازنخستین شیوة بیان شدۀ قبل ازمثال ۲۱ 


۸۸ فضاهای برواری 


B= ۰ ۲۰ Dy, b+ Dy, ba) 
= [Ds Dr: Da: ,ه‎ ۶ 
= [by br, ba: °, ۸ 


= [D,, Dv, Da: o, [ه‎ 0 0 ° 0 ۱ ۰۸ 
سب‎ ! ۱ ۱ 0 0 
ات ۱ ° ۱ ۳ س‎ 


by, O, O, (9‏ — رات 0] = 
درحالت خاص» در ازای (۲۰ ,۱,۱۱ ,و۱ ره ) =8 دادیم 


۱ ۲ o ۳ ° 
۱ ۳ ۹ک‎ ° 
B=[—¥,—\,0,0, ۲۵[ [| o 0 ۱ ۴ ۰ 
۲ ۴ ۱ 1o ۱ 
٠ه‎ 0 0 ۰ ۱ 


(ج) معادلات دستگاه ه = ×۸ عباد تقد از 
o‏ = م۲2 ۲۵۲۷-1۰ ۳ a,‏ 
o‏ < م۴۵ pF‏ 
a= ۰‏ 
از ایند 7 متشکل از همۀ ستونهای به‌شکل 
Pe‏ سب YU‏ مسب 
x‏ 
2 سب X=‏ 
e‏ 


0 


محاسبات مر بوط به زیر فضاها ۸٩‏ 


است که در آن ۲ 3 27 دلخواه هستنك. 
(ج) دوستون 


o 0 


پایه‌ای برای 7 تشکیل می‌دهند. این پایه مثا لی است از پایۀ توصیف شده ور مثال .٩۵‏ 


۰ 


(ح) معادلة ۲ = ×4 دادای جوابهای 2۷ است اگر وتنها گر 
yyy, 9‏ — 
—Py FI Pye 2 ۰‏ 


۹ فرض کنید :> و ۸4 ماتریسی 7 ×۶ باشد که درایه‌هایش متعلق به‌هیأت ۲ هستند. 
از قضيةٌ ۴ (و نه‌اثبات آن) استفاده کنید تا نشان‌دهید که يك بر غیرصفر در 7*<۱وجود 


داردکه ه << ×4. 

۴۲ فرض کنید 
(۲ ۵۶ و۲ ۱۰" ) ع بب6 ۱۸ ,۴ ره 2۳۰ 6 ,(۱ و ۱ ۰ << 0 
و 


۰( مه با ,\ا—(=¥ ,(۴ ,۱,۴ ,)دق a=(۴,—-0۵,4,—¥(,‏ 

(الف) کدام يك از بردادهای »» 8 « در زیر فضایی از ۸۴ که توسط ,»ها پدید 
می‌آید قر اد دادد؟ 

(ب) کدام يك از بردارهای 0 6 ۷ در زیر فضا یی از 0۴ پدید آمده تو سط laa;‏ 
قرار دارد؟ 

(پ) ۲یا این مطلب قضیه‌ای را به‌یاد نمی آورو؟ 


۴ بردارهای 
٩(‏ ,۰ ,۲ ,۱)ع< a‏ ,)۵ وت و۱۳ ۳۰) 0 ,)۲ ۶ ,0 ۰ ) =0 
از ۸۴ دا درنظر بگیر ید. دستگامی از معادلات خطی همگن بیا یی دکه فضای جواب آن 


4 فضاهای بر داری 


دفیفاً ز یرفضای پدید آمده توسط این سه‌بردار از ۸۴ باشد. 
۴ فر ض کنید 
ar=(irisi)‏ (۱ مت ۱ ,1د۱) ده( ره ,)0 
از ٤"‏ باشند. ثا بت کنید که این بردارها پایه‌ای برای 0۳ تشکیل می‌دهند. مختصات 
برداد (ء ,۵ ,۵) دداین پایه کدامند؟ 
۵ توصیفی صریح اد نوع (۲۵-۲) برای بردادهای 
by, be, ba)‏ روط B= (Dy,‏ 
در ۵( که تر کیبهای خحطی بردارهای 
o =) ۱, ۲, ۲, (‏ ب(۱ را ,۲ وه )0 
a= (,—\, ۵, ۲,1), 0 < )۲۰ ۱۰ ۳۰ ۵۰, ۲(‏ 


هستند ار ائه کنید. 


۶ فرض کنید 7 فضای برداری حقیقی پدید آمده توسط سطرهای ما تریس 


۲١ o ۹ 0‏ ۳ 
۱ 
اس لس ات ۷ ۱ 
ع< رم 
o ۶ ۱‏ ۱۴ ۲ 
o‏ ۱۳ اب ۴۲ ۶ 


باشد. 
(الف) پایه‌ای برای 7 بیابید. 
(ب ) کدام‌يك از بردادهای (ےت ,مت ,مت ,بت ببنم) عناصری از 7 هستند؟ 
(ب ) اگر (وته رت ,ہت ,ہت ,ته) در 7 باشد» مختصات آن در پایة مطلوب 
بند (الف) چیست؟ 


۷ را ماتریسی ۸×۸ برروی هیأت ۲ فرض کنید و دستگاه معادلات ۲ < رهز رادر 
نظر بگیر ید. ٹا بت کنید این دستگاه معادلات دارای جواب است. اگر و تنها اگر دنبة 
سطری ما تریس 4 با ر تبه سطری ما تریس افز وده دستگاه برابر باشد. 


۳ 


تبدیلهای خطی 


۳ ند بلهای خطی 

اکنون به معرفی تبدیل خطی » یعنی مفهومی که درا کثر مطا لب باقیمانده این کتاب سورد 
مطا لعه است» می پر داز یم. چون ازاین پس اصطلاحات میحث توایع مندر ج درضمیمه را 
آز ادانه به‌کاد می بریم» مطا لعه (یا مطا عه مجدد) این مبحث را به‌حواننده توصیه می کنیم. 


تعریف. فرض کیم 7 و 17 دوفضای بسودادی بسرردی هبات ۶ باشند. یك تبدیل 
خطی از 7 دد 17 تابي ۱( ۲ دد 17 است‌که به ازاق همۀ ۾ ها و 8 ها از ۲ و هد 
اسکا لرهای عم ۱( ] 
T(ca +8) < 67 (۲۰‏ 


مثال ۰۱| گر ۲ فضای بردادی دلخواهی باشد تبدیل همانی 7 که با ۾ < و7 
تعر یف می شود تبدیلی خحطی از ۲ در ۲ است. تبدیل صفر ه که با هم = وه تصریف 
می‌شود نیز تبدیلی خحطی از ۲ در ۲ است. 


مثال ۰۴ فر ض کنیم ٣‏ يك هيات و 7 فضای توابع چندجمله‌ای ز از ٣‏ در ۴ 
با شد که به‌صورت 


f(a) =e +e a+ ۰۰ ۰ +c 


۳ " تبدیلهای خطی 


هستند. بنا بر تعریف قرادمی‌دهیم 
نم ۰۰۰ ۲6۵ ند ()() 


دراین صودت» ‏ تبدیلی خطی از ۲ در ۲ -به‌نام تبدیل مشتق گیری- است. 


مثال ۰۳ فرض کنیم 4 يك ماتریس ۸ × م ثابت با ددایسه های متعلق به هیأت ۴ 
با شد. تابع 7 که با ×4 = (×)7 تعریف می‌شود تبدیلی خحطی از ٣۳*۱‏ در 7۳*۱ 
و تایح U‏ که با U(a)=aA4‏ تعر یف می شود تبدیلی حطی از ۳ در ۲۳ است. 
مثال ۰۴ فرض کنیم ما تر یس × ۸ ثا بت ۶ باددایه‌های‌متعلق به هیأت "زر وماتریس 
۸ ×۸ ثابت ۵ بسرروی ۳ داده شدم باشند. تابع 7 ازفضای 7۳۲۴ درخحودش را با 
۳۵ = (7)4 تعریف می کنیم. در این صورت. 7 تبدیلی خطی از ۲۳۲ رر 7۳*۴[ 
است. زیر ا 
)0۸٩-( = P(cA+B)Q‏ 71 
۵( + حه) = 
=cPAQ-+ PBQ‏ 
=cT(A4)+-T(B).‏ 


مثال۵. فر ض کنیم ۴ هیأت اعداد حقیقی» و 7 فضای همه توابع پیوسته از ۸ در 
R‏ باشد. اگر 7 را با 


(7f )(a) = / (۸ 


تعریف کنیم» آنگاه 7 نبدیلی خطی از ۲ در ۷ است. تابم 7 نه تنها پیسوسته است 
پلکه دادای مشتق اول پیوسته نیزهست. خحطی بودن انتگر ال یکی ازخحواص اساسی آن به 
شمارمی آ ید. 


حو اننده درشان دادن این حکم که تبدیلهای تعریف شده ددمئا لهای ۳۰۲۰۱ و۵ 
تبدیلها یی حطی هستند» به مشکلی بر نخواهد خورد. همچنان که مطا لب بیشتری در بارة 
تبدیلهای خطی می آموزیم. فهرست مثا لها دا نیز به طورقا بل ملاحظه‌ای گسترش می‌دهیم . 

تذ کر این نکته مهم است که ا گر 7 تبدیلی خطنی از ۲ در 17 باشد؛ آنگاه 
٥‏ = (7)0؛ این مطلب دا می‌توان ازتعریف فهمید» زیرا 

7 )0( < 7) 141 ( <7)6( ٩1-7 )0(۰ 

این نکته بر ای کسی که برای اولین بار جبرعطی را مطالعه می کند» غا لباً گیج کننده است» 
زیرا» احتمالا وی قبلا اصطلاح «تا بع حطی » را به طورمتفاوتی به‌کار برده است. توضیحی 


نبد بلهای خطی ٩۳‏ 


کو تاه سبب دفع‌این گیجی می‌شود. فر ض کنیم 7 فضای برداری ۸ باشد. در این‌صورت» 
يك تبدیل خطی اذ ۷ در ۲ نوع خاصی تابع (با مقداد) حقیقی دوی خط حقیقی ۸ است. 
در درس حساب دیفرانسیل و انتگرال» چنین تا بعی احتمالا"عطی نامیده می‌شود هر گاه 
نمودار آن يك حط راست باشد. حال آیکه بنا بر تعر یف ما يك تبدیل حطی ازار ددا 
تابعی است از ۸ در ۸ که نمودار آن يك خط راست ماد پر بدا باشد. 

" تبدیل خحطی عمومی 7 علاوه بر خاصیت ه <(7)0 خاصیت دیگری هم دارد. 
چنین تبدیلی» تر کیبات خحطی را «حفظ» می کند؛ یعنی» اگر 0۰۰۰0 بردادهایی از ۲ 
و ,6۰۰۰6 اسکا لرهای داده شده‌ای باشند آنگاه 


1 (ca ۲ تین‎ +c,a,)=c (Ta (+ 2 -- 7 an) 
ایں دابطه فوراً از تعریف نتیجه می‌شود. مثلا‎ 


7 )60 Fera) )ه ع<‎ ۵( ۲ (cra) 
= c (Ta, )+-er(T a) 


ضيه ۱ فرش کیم 7 بك فضای بردادی با بعد متناهی بر ددی هیأت 7 و 
ب۰۰۰۶ ) پایه‌ای مرتب برای 7 باشد. همچنین فرض کنیم 17 فضایی بسردادی بر 
دوق همان هيات زو ۰8 ۰ Ba.‘‏ بردا دهای دلخوا هی از 17 باشند. دداین صورت. کیا 
يك تبدیل خطی 7 ۱ذ 7۲ در 17 دجود دارد که 


Ta; < مر‎ [ << ۰ ۰ ۰ 


ابات. برای اثبات وجود تبدیلی خطی مانند 7 با شرط ر6 = 70 به‌صورت 
زیر عمل می‌کنیم. به‌ازای هر ۵ در ۰۲ یسك ۸ تایی (به,2,۰۰۰) وجود دادد به 
طوری که 
a= 220 ۰۰۰ FLO:‏ 
به‌ازای این برداد ,۰۵ چنین تعریف می کنیم 
ام 90-۲۰۰۰ < ۵ 7 
دراین صورت» 7 قاعده‌ای است خوش تعر یف بر ای مر بوط ساختن هر برداد ۵ از ۲ 
با برداد ,70 از ۰۷ بنا به تعر یف» دوشن است که به‌ازای هر [» ;8 ره 7 بر ای اینکه 
ببینیم 7 حعلی است؛ فرض می کنیم 
B= ۱۵۰۰۰ Yau‏ 
بردادی در ۲ و ع اسکالر دلخواهی باشد. حال 


60+ 6 ع<‎ )69 +y,)« نت‎ (crag Yn) 


۴ نبد‌یلهای خطی 


و لذا بنا بر تعریف 


T(ca+B)= (ce —y (۰۰۰), 


از سوی دیگر 
28 »۲8+ (70)» 
8( رعه) بخ = 
و از ايندو 


۰ ۲( 7)» < ( -60-۳) 7 
اگر ل تبدیلی خطی از ۷ در ۲7 با خاصیت ,8 = رل ,۱,۰۰۰ ره باشد 


n 
دار یم‎ a= ۳7 انگاه به‌ادای برداد2,۵‎ 
i= 


Ua =U ) هر‎ 


j 


ره )ره = 


سد ز 
,۵/3 = 
۹= 
و بنا براین ل دفیقاً همان قاعدۂ 7 اس ت که در بالا تعریف کردیم. اینمطلب نشان می دهد که 
تبدیل خطی ۰7 با خاصیت ر8 = ره 7 یکتاست. (0 
گر چه قضیهً ۱ بسيار ابتدایی است» اما چنان اساسی است که لازم دیدیم آن را به 
طور دسمی بیان کنیم. مفهوم تا بع بسیار عمومی است. اگر ۲و ۳ دو فضای بردادی 
(غیر صفر ) باشند. تعداد زیادی تابع از ۲ در 7# وجود دارد. قضيةٌ ۱ در تأ کید بر این 
واقعیت که توابع خحطی پیش از حدء خحاص هستند به‌ما كمك می کند. 


مثال ۶. بردارهای 
( ,۱) =“ 
)۴ ,۳( = 0۷ 
مستقل حطی اند و بنا بر این پایه‌ای‌برای ۸ تشکیل می‌دهند. بنا بر قضیةٌ ۱ تبدیل‌عطی یکتایی 
از 0۲ در 0۳ وجود داردکه 
Ta ۳۰ ۲۰ ۱(‏ 
.)۴ ,۵ ,#(= 70 


تبد یلهای خطی ۵ ٩‏ 


در چنین حا لتی با ید بتو انيم T(6)‏ را با بیم . اسکا لرهای 6 3 دک 60 = 6 
می‌یابیم و سپس از این مطلب استفاده مسی کنیسم که 7+ 7= 7. اسر 
۲(٩-۵۷)۳, ۴(‏ ,6۱)۱<(ه ,۱)»آنگاه ٢س‏ = )و ۱ ې . از این‌دو 
(۴ ,۵ ,۶+ (۱ ,+ ,۲)۳- <(ه ,7۱ 
.)۲ و۱ )= 


مثال ۰۷ فر ض کنیم 7 تبدیل خطی ازقضای م" تایبهای ۳ ددفضای ‏ تاییهای 
F"‏ با شد. قضمةً ۱ می گوید کسه 7 به‌طور یکنا توسط دبا له بردادهای 6 ,0,۰۰۰ با 
خاصیت 
B= T€: 7 ۱, ۰۰‏ 
تعیین می‌شود. به‌طو ر خحلاصه 7 توسط نکار ه‌های بردارهای پا ية استانده بسه‌طور یکتا 
تعیین می‌شود. دوش کار چنین است: 


0 <<) ۰ ۰ 25 ( 


۳ نت a B+‏ < 0 7 
ای B‏ ماتر یس n‏ < وی باشد کسد بردادهای سطری آن 8“ ۰ بو هستند» این را بطه 
Ta= ۰‏ 


به بيان دیگ ا گر 9 پء 8( = ,0 آنگاه 


۱. 


Bı 6© © ¢ B 
Tae‘ ‘a=, له‎ ° 


Ba ۰ ۰ ۰ Ban ۱ 


این توصرفی بسیار صریح اد تبدیل تحطی است. در بخش ۴۰۳ به‌مطا لعه‌ای عمیق در مورد 
رابطة بین تبدیلهای حطی و ماتریسها می پر داذ یم و از این توصیف خاص 08 < 70 هم 
استفاده نمی کنیم» زیر ا دد این را بطه ماتر یس 8 در سمت راست برداد 0 واقع است و 
این مطلب ممکن است به‌اشتباه‌کادیهایی بینجامد. نکتة اصلی در این مثال این است که 
می تو ایم توصیفی صریح و نسبتاً ساده ازهمة تیدیلهای خطی از 7۳ دد ٣‏ به‌دست‌دهيم. 

اگر 7 تبدیلی خطی از ۲ در ۲۷ باشد آنگاه برد 7 سه تنها زیر مجموعه‌ای از 
۳ بلکه ذیرفضایی از آن است. گیریم ۸ برد ۰7 یعنی مجموعةً همه بردادهای 8 دد ۲۲ 
باشد که به‌از ای آن عنصری مانند ۾ در 7 هست که 0 << و۰ فر ض کنیم 8 و «8 دد Rr‏ 
باشند وی يك اسکالر. بردادهایی مانند,,ن و ي در وجود دارند به‌طودی که ,8 = ,10 
و 0 = په 7. به علت خطی بودن 7 ۱ 


۶ تبدبلهای خطی 


a, ۲-۷‏ 27 < (60-1۲-0۷) 1 
cB +B‏ = 
که نشان می‌دهد 8 ,0)8 نیز دد ,۸ است. ۱ 
زير فضای جالب دیگر وابسته به‌تبدیل نحطی "7 مجموعة ۷ متشکل از بردارهای ۾ 
در 7 با شرط ه = 70 است. این مجموعه زیرفضایی از 7 است. زیرا 
(الف) ه < (ه )7 بنابراین 2۷ غیر تھی است؛ 
کر ها 
T(ca +a) = cT a FT ax‏ 
c0 lo‏ = 


= o 


و بنا براین بوسل وم در ۷ قرار دارد. 


تعریف. فرض کنبم 17 د 17 دد فضای بردادی بر ددی هیأت ۰ د 7 تبدیلی خحطی 
از ۲7 دد 77 باشد. فضای پوچ۱ 7 عبادت است از مجموعة همه بردادهای ۾ اذ ۲ با شرط 
Taso‏ 

هرگاه بعد 7 منناهی باشد؛ رتب 7 بد د 7 است د پو چو" 7۲ بعد فضاق پوچ 7. 

قضیۂ زیر یکی از مهمترین قضایای جبر خطی است. 


قضیلاً ۲. فرض‌کنيم / د 17 دد فضای بردادی برددی هیأت :و 7 تبدیلی‌خطی 
۱ دد 17 باشد. اگر بعد 7 متداهی پاشد. آنگاه 


. بعد (7) = پوچی (7) + «تبث( 7) 


اثبات. گیریم (ر۵ :۰ 1 0°{ پایه ای برای ×» فضای پوچ "7 باشد. بردادهایی 
چون 00۰۰۰0 در ۲ وجود دارند به‌طودی که (,۰۰۰,۵:) پایه‌ای برای ۲۷ 
باشد. اکنون ثا بت می کنیم ( ,0 ۰۰۰۰,7,بی1) پایه‌ای برای برد 7 است. بردارهای 
0۱ ۰ ۰ ۰ يقیناً برد 7 دا پدید می آورند؛ و چون به‌ازای هر > ه = ره 7 
می بینیم که پدید آودنده برد ,بیه 9۰۰۰۰0 ,»7 هستند. برای اثات استقلال خطی این 
بردارهاء فرض کنیم اسکا لرهایی چون ری جود دار ند که 


2 »,)7 a) < ۰ 


12۸1+ 


این دابطه بیان می کند که 





۱ این فضا دا هسته‌ی 7 هم می‌تامند.م. 
۲ پوچی را بعد هسثه هم می نامند.-م. 


تبدبلهای خطی ٩۷‏ 


3 (عی )7 


RB 
ودرنتیجه برداد په [< = درفضای پوچ 7 است. چون ,۰0 ۰۰۰۰ » پایه‌ای برای‎ 
i=k+\ 


۷ تشکیل می‌دهند» با ید اسکا لرهایی مأ نند <b,‏ ۰ 0 وجود داشته باشند به‌طو ری که 
E‏ 
۰ 2,۵ < 6 
سم 
پس 
8 3 
bag — 2 Cj, = ٩‏ رز 
=k‏ از غ 
وچون ,۰0 ۵0.۰۰۰ مستقل خحطی هستند» باید داشته باشیم 
.== ۰۰۰ 2 ب = راد ®“ ,را 
اگر م رتب 7 باشد» این واقعیت که ,پی۰7 ۰۰۰۰ ,»7 پایه‌ای برای برد 7 
تشکیل می‌دهند» تصریح می کند که kK‏ س و7 < . حال چون k‏ پو چی 7 و ۸ بعد 7 است» 
اثبات تمام است. [] 


قضية ۳. اگر 4 مائربسی ۸ × ور با ددایه‌های متعلن به‌هیات 7 باشد. آنگاه 
. «قبه ستونی (4) = «قبهُ سطری (4) 
اٹبات. فرض کنیم 7 تبدیلعطی از 7*۳۱ در ۳*۱ تعریف‌شده با 4 =(×)7 
باشد. فضای بوج T‏ عبارت است از فضای جواب دستگاه ه << 4 یعنی مجمو عه همه 
ماتریسهای ستونی × به‌طوری که ه = »42. برد 7 مجموعة همه ماتریسهای ستونی 
4 ۰۰۰۰ 4 ستونهای ماتریس 4 باشند. آنگاه ۱ 
a A + ooo +24 ۰‏ ع< 421 
بنابراین» برد 7 عبادت است از زیرفضای پدید آمده توسط ستونهای 4. به‌یبان‌دیگر» 
برد 7 فضای ستونی 4 است. بنابراین» ۱ 
.ر تب ستونی (4) = رتب (7) 
فقضيهةً ۲ بیان می کند که اگر و فضای جواب دستگاه ه = 4۲ باشد آنگاه 
= رتبة ستو نی (4 )+ بعد (6) 
اکنون‌به‌مثال ۱۵ از فصل ۲ رجوع می کنیم. در آنجا بردسی‌مان نشان داد که اگسر م 
بعد فضای سطری 4 باشدء آنگاه فضای جواب و پایه‌ای متشکل از م بردار دارد: 


۸ تبدیلهای خطی 


. رتبة سطری (4) م = بعد (8) 
اکنون واضح است که 
[] . دتبة ستونی (4) = رتبة سطری (۸4) 
اثبات‌قضيةٌ ۳ که هما کنوناراثه شد» بستگی به‌محاسباتی صریح در بادمدستگاههای 


معا دلات خطی دارد. اثباتی پیشتر ادرا کی هم وجود دادد که براین گونه محاسبات متکی 
نیست. چنین اثباتی دا در بخش ۷.۳ عرضه می‌کنیم. 


ثمر_بن 
۱ کدام‌يك از توابع 7 از ۸ در "رکه درزیر آمده‌اند تبدیلی خطی است؟ 
(الف) ( 22۱ ,وه (۱) ع< (2۱ T(z‏ 
(ب ) (2۱ x) = (zx,‏ ,9) 7؟؛ 
(ب ) )+ (zf,‏ <(,2 ,,ه) 7 
(ت ) (2۱ ,2 (sin‏ ع (بنه T (uy,‏ 
(ث ( ۰ T(™, 90 ( = (2 — r,‏ 


۴ برد دتبه» فضای پوج وپوچی تبدیل صقر وهمچنین تبدیل همانی روی فضای بردادی 


۳ برد وفضای پوچ تبدیل مشتق گیری در مثال ۲ دا توصیف کنید. همین‌کاد دا برای 
تبدیل انتگرال گیری درمثال ۵ انجام دهید. 


۴ یا تبدیلی خطی‌مانند 7 از "۸ در "۸ وجود داردکه (ه ,۱(<)۱ ,۱-- ,7۱ و 
(۱ ,۱(<)0 ,۱ ,۱) ۹7 
۵ اگر 
(ه ,۱)< ,6 ,۱(۰-- ,۱) < 6 
 ۵<), ۱(‏ ,(۱-,۲)<»ه 
a =(—¥۴, ۲), ۵), ۱(‏ 
آیا تبدیلی حطی مانند 7 از ۸ در ۸ و جود دارد به‌طوری که به‌ازای ۳ ,۲ ,۱ کا 


11 ,ه‎ << B, 


۶ تبدیل خحطی 7 از ۲ در ۲ دا که توسط (6 ,)= ,76 و d(‏ 6) = )76 تعریف 


تبدیلهای خطی ٩٩‏ 


می‌شود به‌طور صریح (نظیر تمرینهای ۱ و ۲) توصیف کنید. 
۷ فرض کنیم ٣ہ‏ زیرهیاًتی ازاعداد مختلط و 7 تابعی از ۳ در ۳۳ باشد که توسط 
Fz)‏ نت 0 — و ول سس و ۲ XD, t= (0 — a Ze,‏ ,)7 
تعر یف می شود. 
(ب) اگر (a, b, ٤(‏ برداری درد F"‏ با شد» تحت جه شرایطی در وی ». ط. دوع 
این بردار در برد 7 قرار دارد؟ رتبة 7 چیست؟ 


(پب) ۾» ط» وء چه شرایطی داشته باشند تا برداد (ع ,ظ ,۾) دد فضای پوچ 7 
قراد گیرد؟ پوچی 7 چیست؟ 


۸ء تبدیلی خطی از ۸'٣‏ دد A"‏ دا که زیرفضای پدید آمده توسط (۱-- ره ,۱) و 
۰ (۲ ,۲ ,۱) بردش باشد؛ به‌طور صریح توصیف کنید. 


٩‏ فرض کنید 7 فضای بردادی همه ما تریسهای ۸×۸ برروی هیأت تل, و 8 ماتریس 
۸× ۱ ثابتی باشد. ار 
نشان دهید 7 تبدیلی خطی از ۲ در ۲ است. 


۰ فر ض كنيد 7 مجموعة همة اعداد مختلط باشد و به‌عنوان يك فضای بردادی بردودی 
که یك تبدیل خحطی دوی این فضای برداری باشد. اما تبدیلی خطی روی0۱ نباشد» 
یعنی حطی مختلط نباشد. 


٩‏ فرض کنید 7 فضای ماتر یسهای ۱ <« برروی هیأت "زر و 17 فضای ماتریسهای 

۱ بردوی همین هیأت باشد. فرض کنید 4 ماتریس ۸ × م" ابتی برروی سل 

و 7 تبدیل خحطی از ۲ دد ۳ تعر یف شده توسط ×4 = (×)7 باشد. ثابت کنید 7 
تبدیل صفر است اگر و تنها گر 4 ماتریس صفر باشد. 


۳ فر ض کنید ۲ يك فضای بردادی بسدی برروی هیأت ۳ باشد و 7 یك تبدیل 
خطی از 7 در 7 با برد وفضای پوچ مساوی. ثابت کنید ۸" زوج است. (آیا می‌توانید 
مثا لی ازچنین تبدیل خطی بیاوریدا) 


۳ فر ض کنید ۲ نضایی بر دار ی و 7 تبدیلی حطی از ۳ در ۳۲ با شد. ثا بت کنید دو حکم 
زیر دد بادة 7 هم‌ارز ند. 


۰ ۱ تبدیلهای خطی 


(الف) اشتراك برد 7 و فضای پو چ 7 زیر فضای صفر 7 است. 
(ب) اگر ٥‏ =(7)7۵ آنگاه » 7 


۴۳ جبر نبد بلهای خطی 

ورمطا لعة تبدیلهای خطی اذ ۲ در ۸1۲ این مطلب اهمیت اساسی e‏ مجموعه اين 
تبدیلها ساختارعادی يك فضای برداری دا به‌ارث می‌برد. ساختاد جبر ی مجمو عه تبدیلها ی 
خحطی ار فضای ۲ در نحو دش» از اين هم غنی تر است؛ زیر ا تر کیب عادی توابع» عمل 
«ضر بی» هم برای این گو نه تبد یلها فراهم می آورد. در این بخش» به تجسس این مفاهيم 
می پر داد یم. 


قضية ۴. فرض کن 7 د 7 دوفضای پردادی بر ددق هیأٹ 7 د 7 و 07 دو قېدیل 
خطی ۱( ۲ دد 17 باشند. تابع (1-4-0) که با 
(T+U)(a)=Ta+-Ua‏ 
تعریف مي‌شود تبدیلی خطی اذ 7 دد 17 است. اگر » عنصرق دلخواه اذہ باشده قابح 
(07) که با 
(ه c(7‏ < (67()۵) ۱ 
فعریف می شود نیز تبدیلی خطی اذ 7 در 7 است. حجموغة همه تبدیلیای خحطی از ۲ 
دد 17 همراه با اعمال جمع وضرب اسکالری که در بالا تعریف شد. فضاپی بردادی برددی 
هیاأت 77 تشکیل می‌دهند. 
اثبات. فرض می کنیم 7 و ل دو تبدیل خطی از 7 در 7 باشند» و (7-4+0) 
مانند با لا تعریف شده باشد. دراین صودت 
T(ca+8B)+U(ca +8)‏ < (6 -+604)( 41-0 1) 
=c(Ta)+TB+c(Ua)+UB‏ 
c(Ta+Ua)+(TB+U8)‏ = 
(7T +U)(a)+(7+U)(8)‏ = 
که نشان می‌دهد ( 7 -7) تبدیلی خطی است. به‌طود مشا به 
(cT (da+8) = c[T (da +-B8)]‏ 
c[d(Ta)-FT8]‏ = 
=cd(Ta)+ce(7B8)‏ 
d[c(Ta)]+c(78)‏ = 
=dl(eT)al +(e}‏ ` 


جبر تبدبلهای خطی ۱۰۱ 


که نشان می‌دهد (7ع) نیز تبدیلی خطی است. 

برای این که نشان دهیم مجموعة تبدیلهای خطی از ۲ دز 17 (همراه با دوعمل 
هذ کور) فضایی بردادی است. باید هريك از شرایط جمع برداری وضرب اسکا لری را 
مستقیماً بر رسی کنیم. این‌کار را به‌خواننده وا گذار می کنیم» وود به‌اين توضیح بسنده 
می کنیم که: بردار صفردد این فضا تبدیل صفر است که هر برداد 7 دا به‌بر دادصفسر 1۲ 
می فر ستد؛ بعلاوه» هر يك ازحواص این دوعمل از خاصیت متناظرمر بوط به‌اعمال فضای 
۷ نتیجه می‌شود. [) 


شاید بهتر باشد راه دیگر نگرش به‌ایسن قضیه دا هم ذکر کنیم. ار جمع وضرب 
اسکا لری را مانند الا تعر یف کنیم» آنگاه مجموعة همه توابع از ۲ در ۳ فضایی است 
بردادی بر رد دی هیأت ۳۹ این مطلب ر بطی به‌اي ن که ۲ فضای برداری است ندارد؛ کافی 
است ۲ مجموعه‌ای غیر تھی با شد. هر گاه 7 فضا یی بردادی پاشد» می‌تو انیم تبدیلها یی 
خطی از 7 در 17 دا هم تعریف کنیم» و در این صورت قضیة ۴ حکم می کند که تبدیلهای 
حطی زیر فضایی از فضای همه توابع از ۷ در ۲7 هستند. 

فضای تبدیلهای خحطی از 7 در ۳ دا با (7 ,1)7 شان می‌دهيم. یاد آوری 
می کنیم که (۲۲ ,17 تنها زمانی تصسریف می‌شودکه ۲ و ۲ فضاهایی برداری برروی 
هیا تی واحد باشند. 


قضیلاً ۰۵ فرض کنیس 7۲ 7 دد فضای بردادی بردوی هیأّت ۰ بترئیب. با ابعاد 
۸ د 7 باشند. دد این صورت بعد فضای (۲,۲۲),] متناهی د برابر 77 امست. 
اثبات. فرض کنیم 
au}‏ ,۰۰۰ 9-10 د ={By ۰۰۰: BA}‏ 9 
بتر تیب پایه‌های مر تبی برای ۲ و 17 باشند. یه‌ازای هرجفت از اعداد صحیح (و , ) 
با شر ایط ٣۸‏ > م > ۱ د ۸> و > ۰۱ تبدیل خحطی ۲۰٩‏ از ۷ در 17 را با 
گاه i‏ 0 
TE‏ له« 
هر کاه ۾ = ز ۳ 
متا < 
تعر یف می کنیم. بنا بر قضية إ۰ تبدیل حطی یکتایی از ۲ دد W‏ هست که دد این‌شر ایط‌ صدق 
می کند ۰ادعا این است که mn‏ تبد یسل E"‏ پایه‌ای را برای L(V, Ww)‏ تیان می‌دهند. 


فرض کنیم 7 تبدیلی خحطی اذ ۲ دد 17 باشد. به‌از ای هر زکه 57 یک ۰۱ گیریم 
رھ ۰۰۰۰ 4 مختصات برداد ر7 درپایةٌ مرتب ' باشند؛ یمنی 


Ta; ج‎ 2 ABs ۱ )۱-۳( 


۲ تبدیلهای خطی 


می‌خواهیم نشان دهیم 
E" ° (-۳(‏ ۶ ۲-۶ 
2۱ ۶۱ 
فر ضکنیم ا تبدیل حطی موجسود درسمت راست تساوی (۲-۳) باشد. آنگاه. به‌ازای 
رل 
(ره)* Ua; = ۳ ZA,‏ 


=2 ZApq iB, 
P 3 


< رز‎ App 

p= 

۵ 7 = 
و از اینجا 7 < [0. حال (۲-۳) نشان می‌دهد که ۳۰۹ ها ( ۳ ,7)7 دا پدید می آود ند. 
باید ثا بت کنیم که اینها مستقل حطی نیزهستند. اما این مطلب از آنچه در بالا انجام شد 
روشن است؛ زیراء اگر تبدیل 

0 < ZZ 24 سور‎ "۴ 

۲ 4 

تبدیل صقر باشد» آنگاه به‌ از ای همه آزهاء ۵ سے Uc;‏ پس 


A,B, = ۰ ۰‏ 3ظ 
p=‏ 
حال استفلال رق/ها ایجاب می کند که به‌ازای هرم و ز» ۰ = ر۰4 [] 


قضیه ۰۶ فرض کنیم ۰۲ ۰77 و 7 سەفضای بردادی بر و هیأّت ‏ باشند. اگر 7 
تبدیلی خطی 7۱ دد د 17 تبدیلی خطی 17۱ د2 باشد.آنگاه قابع مرکب 7ل که با 
(() 0)7 = (»)(77) تعربف می‌شود. تبدهلی خطی اذ 7 دد 2 است. 

اسات. 

(UT (ca +-8)=U[T )60--0([ 
=U(cTa+TB) 
= ce[U(T7a)]+U(T8) 
=c(UT)(a)F(UT)(B) ۰ OJ 


در آنچه که بهدنبال می‌آید عمدتاً سروکار ما با تبدیلهای خطی از فضایی برداری 


جبر تبدیلهای خطی ۰۳ ۱ 


درخودش است. چون مکرراً نا گزیر از نوشتن (7 تبدیلی خطی از 7۲ در 7۲ است» هستیم» 
به‌جای آن عبادت «7 عملگری خحطی روی ۲ است» را می نو یسیم. 


تعریف. اگر 7 فضایی بردادی برددی هیأقی چون 7 باشده یك عملگرخظی روی 
۲ عبادت است از قبدیلی خطی ۱( 7 در ۲. 


درمورد قضیۀ ۶» ددحالتی که 2 < 17 < ۲ ودر نتیجه ل و 7 دوعملگر خحطی‌د وی 
فضای 7 هستند» دیده می‌شود که تر کیب 7ل هم عملگری حطی دوی ۲ است. بنا براین 
فضای (۲ ,1)7 يك «عمل ضرب» هم دارد که توسط عمل تر کیب روی آن تعریف‌می‌شود. 
در این حالت» عملگر 70 نیز تعریف می‌شود؛ و لی باید توجه داشت که عموماً 4-7 0۳7؛ 
یعنی؛ ٥‏ 71~ 77. این نکته هم باید مورد توجه خاص قراربگیرد که اگر 7عملگری 
خطی روی 7 باشد» آنگاه می‌توان 7 را با 7 تر کیب کرد. لذا نماد 77 7۲ و در 
حالت کلی به‌ازای ۰۰۰ ,۳ ,۲ ,۱ ون نماد: (بار) 7 ۰۰۰ 7= *7 ر ابه کار خواهیم 
برد و اگر ٥ع‏ 7 بنا بر تعر یف قرارمی‌دهیم [ = 1. 

لم فرض کنیم/1 فضایی بردادی برردي‌هیات ۳ باشد. اگرل ,9۰7 77 عملگوهاپی 
خطی ددی ۲ و6 عضوی اڈ ۸ باشده ۲ نگاه 

(الف ) ا = 07 - ز]7؛ 


(TFT (U =T (U +-T لا‎ SU(T (+7) < 107 77+ )ب(‎ 
.c(UT,)= (cU)T (= U(cT ,) (پ)‎ 


اشات. (الف) این خاصیت تابع همانی» بدیهی است و بیان آن در اینجا صر فا 


برای تا کید است. 

]0)7 + ([)0( 0 ])7 ۲ ()۵([ (ب)‎ 
<<] )1 04-7 <a) 
=U(T «(+ U(7 a) 
= (UT ,)(a)-F(UT <)(a) 


و بنا براین »۳07 ,17 =( ۳7 ,0)7. همچنین 
FT (U [)0( < (TFT ,)(Ua)‏ 7)] 
=T(Ua)+T (Ua)‏ 
(TU (a) F(T (U ()۵(۰‏ = 
پس» ل 7-+ ل 7= 1( 7+ 7). (خواننده ممکن است توجه کرده باشد که در اثبات 
این دو قانون پخش‌پذیری» از خحطی بودن ,7 و 7 استفاده نشد؛ دراثبات (پ) هم خطی 


۴ آبدیلهای خطی 


بودن ل به‌کار نمی‌دود.) 
(ب) اثبات این قسمت به‌خو اننده وا گذاد می‌شود. [] 
مطلب دا ددفصل ۴ مورد بحث قرادخواهیم داد. 


مثال ۰۸ ا گرم ماتریسی ۸ × یور با درایه‌های متعلق به ٣‏ باشد» تبدیلی حطی 7 
از ۲۳۲ در ۲۳۲۱ را دادیم که با 4 = (×)7 تعریف می‌شود؛ و اگر 8 ماتریسی 
× م باشد. تبدیل خطی ل از ۳۳۲۱ در ۴۶*۱ را هم داریم که توسط 8۲۷ = (۲) U‏ 
تعر یف می‌شود. تر کیب UT‏ بساد گی قا بل توصیف است: 

(UT)(X¥)=U(7T(X)) 
=U(A4X) 
= B(AX) 
= (B4)X- 
.)8۸4 پس» 77] عبارت است از «عمل ضرب چپ درما تریس حاصل‌ضرب‎ 

مثال ب۵. فرض کنیم ۴ يك هیأت و / فضای بردادی همۀ توابع چندجمله‌ای از F‏ 
در ہ باشد. > گیریسم (7 عملگر مشتق گیسری تعر یف شده در مثال ۲ و7 عملگر خطی 
«ضر ب دد /0): 

(ه) vf‏ < (ه)( 7) 
باشد. در این‌صورت» .DT#TD‏ . درواقع» اگر 7 عملگرهمانی باشد» خواننده با ید بتو اند 
—TD= J‏ مس 7( را بآسانی اثبات کند. 

هر چند «ضرب» تعریف شده دوی (۲ ,1)7 جابجایی نیستء اما با اعمال فضای 

بردادی (7 ,1)7 رابطة زیبایی دادد. 


مثال 5 فر ض کنیم و ,۰۰۰ ) = 9 پایهٌ مر تبی بر ای فضای بردادی 4 
باشد. عملگر های خحطی 7۳۰۶ را که در اثبات قضیهة ۵ پدید آمدند» در نظرمی گیر یم: 
م0 ص (به) 1*۳۹ 
این "۸ عملگرخطی پایه‌ای برای فضای عملگرهای خطی دوی 7 تشکیل می‌دهند. 


۳ چیست؟ داریم 


جبر تبدیلهای خطی ۱9۵ 


( ,)۳۰۹ = (ه)(*۳ ۳۹ ) 
E”"(a,)‏ ع< 


بنا بر این» 


گیریم 7 عملگری خحطی روی 7۲ باشد. دراثبات قضيهٌ ۵ شان دادیم که اگر 
و[ 7] = رام 
[ی4 9 9 4[ = 4 


: * یره ر2 ,۵ < 7 
1 ط 


0 < 2 2 B,,E™" 
عملگر خطی دیگری روی ۲ باشد. آنگاه آخرین لم ایجاب می کند که‎ 
70 <)2, 2E) 02 2,8,,2*( 
P gq r 8 
=2 2 ر2 ر2‎ ApgB,, E?" E” 
PP و‎ ۶ 8 
همچنان که مشاهده کر ده‌ایم تنها جملا تی که در این مجموع پسیار بزر گ باقی می ما نند‎ 
دادیم‎ EP” £" = 7۳۰۶ که در این صورت جون‎ ‘gar lT جملا تی هستند که برای‎ 
10 < 2 22 4,2 (۳ 
وم‎ s Fr 
پس. نتیجهٌ عمل تر کیب 7 ول ضرب ماتریسهای 4 و8 است.‎ 
در بحث راجسع به‌اعمال جبری روی تبدیلهای حطی تا کنون چیزی درمورد‎ 
معکوس پذ یری نگفته‌ایم. دراین مورد يك پر سش مشخص وجا لب این است: برای کسدام‎ 


عملگر خطی 7 روی فنضای 7 عملگکری خطی چون ۰ وجود دارد که 
سب IT‏ 7 سب ۱ TT‏ 


۶ تبدیلهای خطی 


تابسع 7 از 7 در 7[ معکوسبذیر نامیده می‌شود؛ هر گاه یسك تابع ل از ¥ دد ۲ 
یافت شود به طوری که 7[ تابح همانی ړوی ۲و 70 تابسع همانی رزوی 17 باشد. 
ا اک 7 معکوس بذ بر باشد» تابع لا یکتا است و با ۱ 7نشان داده می‌شود. (ر. ك. ضمیمه. ) 
بعلاوی 7 معکوس پذیر است اگروتنها | گر 

۱ يك به‌يك باشد؛ یعنی اذ 70 = ٨١‏ نتیجه بشو د که 8 = ,0؛ 

۲ پوشا باشد؛ یعنی برد 7 (تمام) ۲۲ باشد. 


قضیا ۷. فرش کلم 7 د 17 دد فضای بردادی بردوی هیأأت ۶ و 7 تبدیلی‌حطلی 
۱( ۲ دد 17 باشد. اگو 7 معکوس‌پذیر باشد. آنگاه اب میکوس آن: ۱ 7 تبدیلی 
خطی ۱ذ 17 بردی 7 است. 
اثبات. حرفهایمان دا برای تأ کید بريك نکته تکرار می کنیم. وقتی 7 يك به‌يك و 
پوشا باشد. يك تابع معکوس ۱ 7 وجود دادد که به‌طود یکتا تعیین می‌شود و 7 در ابروی 
7 چنان می‌نگار د که 77-۱7 تابع همانی دوی 7 و 777۱ تابع همانی دوی 17 باشد. 
معکوسش 77۱ نیز حطی است. 
گیریم 6 و6 بردادهایی از 7 و ع يك اسکا لر باشد. می نحو اهیم شان دهیم که 
TT 6۵۵ << cT ۱/۱ Br:‏ 
فرض کنیم به‌از ای ۲ ,۱ =1 ,7.۱6 <به؛ یعنی» به یکتابرداد در 7 باشد که ,8 = بو [. 
جون 7 حطی است 
T(ca Far) = 07 0-۲‏ 
۰ 60-0 << 
پس» 0 co,‏ یکتا برداد در ۲ است که توسط 7۲ به cB, +B‏ فرستاده می شود› لذا 
FB) = ca +a‏ ۱)6/۵ 7 ۱ 
=c(T ۱۵۱( ۰۷‏ 
و 7-۰ خطی است. [] 


فرض کنیم تبدیل حطی معکوس‌پذیر 7 از ۲ بروی ۲7 و تبدیل حطی معکوس پذیر ل 
از ۳ برودی 2 داده شده‌اند. آنگاه» UT‏ معکوس پذیر است و 7۱7-۱ ۱ (077). این 
حکم؛ نه‌نیازی به‌حطی بودن 07 دارد ونه مستلزم بررسی جداگانهةٌ يك به‌يك وپوشابودن 
آن است. فقط لازم است شان دهیم که 7۳-۳77۷ هم معکوس چپ و هم معکوس راست 
U7‏ است. 

اگر 7 خطی باشد» آنگاه 70-7۵ < (8 -,۲)6؟؛ از ایند 70-78 اگر و 


جیر تبدبلهای خطی ۱۰۷ 


تنها اگر ه = (8 -,7)0. این مطلب. تحقیق يك به‌يك بودن 7 را بسیار ساده می کند. 
تبدیل حطی 7 را نامنفرد نامیم هر گاه ۰ حد ۷ 7 ایجاب کند که ه = ؛ یعنی هر گاه‌فضای 
پوچ 7 برابر با (ه) باشد. بدیهی است که 7؛ يك به‌يك است اگروتنها اگر ٣‏ نامنفرد 
باشد. تعمیم ایسن تذ کر این است که تبدیلهای حطی نامنفرد» آنهایی هستند که استقلال 
حطی را حفظ می کنند. 


قضی ۸. فرش کنیم 7 تبدیلی خطی اذ 7 در 7 باشد. آنگام 7 نامنفرد است 
اگر د تنھا اگر 7 هرژیر مجموعُ مستقل خحطلی اذ 7 دا بروی یلك زیرمجموعة مسقل حطی 
ا برد. 

اثبات. ابندا فرض می کنیم 7 نامنفرد باشد و ی را يك زیرمجموعة مستقل خحطی از 
۲ می گیریم. اگر »6» ۰« Oy‏ بردارهایی از ک باشندء آنگاه ,و7 ۰ مستقل 
خحطی هستند؛ زیرا ا گر 


ce (Ta) ۰۰۰ ۷) (به‎ < o 
آنگاه‎ 
7), ۰۰۰ + ه < (رهر‎ 
وجون 7 نامنفرد است»؛‎ 
60-۳ ۰۰۰ + یی‎ o 

که از آن به‌علت مستقل بودن مجموعةٌ 5 نتیجه می‌شود هر .6 پر ابر صفر است. این استدلال 
نشان می‌دهد که نگارۂ ی تحت 7 مجموعه‌ای است مستقل خحطی. 

فرض کنیم 7 هر زيرمجموعة مستقل حطی دا بروی يك زیرمجموعة مستقل خحطى 
ببرد. گیریم » بردادی غیرصفر از 7 باشد. آنگاه» مجمسوعةً $ متشکل از بسرداد مستقل 
است. گار ٩‏ مجموعه‌ای است متشکل از برردار0 7 و ایسن مجموعه نیز مستفل است. 
بنا بر این»› ‘Tago‏ دیرا مجموعة تك‌عنصر ی بردار صفر وابسته است. این مطلب شا 
می دهد که فضای پوچ 7 همان زیرفضای صفراست؛ یعنی» 7 نامنفرد است. [] 


مثال ۰۱۱ فرض کنیم ۶ زیرهیأتی ازاعداد مختلط (یا هیأتی با سرشت‌نمای‌صفر )» 
و7 فضای توابع جندجمله‌ای برروی ۶۳ باشد. دوعملگر مشتق گیری» ) و «ضر ب در یو». 
۲ ددمثال ٩‏ دا در نظرمی گیریم.چون ( همه ثا بتها را به ه می‌فرستدء منفرد است. گر چه 
بعد 7 متناهی فیست» اما برد ( تمام ۲ است» واین امکان هست که معکوسی راست‌بر ای 
D‏ تعریف شود. مثلا ا گر عملگرانتگرال گیری نامعین باشد: 


n+ 





۱ 
۰۰ ترتع 


۱ 
کی 


nF 


۸ تبدیلهای خطی 


آنگاه ع عملگری خحطی روی ۲ است و ]= 9. از طرف دیگر 7ج یل زیر | 1 

همه ابتها دا به ه می فرستد. عملگر 7 حالتی شبیه به عکس این حالت دا دادد. انز 

به‌از ای همه وها o‏ -< (2۶) ی آیگاه ه تس از این‌ری 7نامنفرد است» و یافتن‌معکوسی 

چپ برای 7 ممکن. مثلا اگر ل عملگر «حذف جملةً ثابت وتقسیم آن بروم» باشد: 
tcye")=c teat °°“ cm‏ °°° 06,۵ 

آنگاه» ل عملگری خطی روی ۷ است و 1= 77. ولی 7101 زیرا هرتابع واقع 

در برد 77 در برد 7 یعنی درفضای توابع چندجمله‌ای ‏ با شرط ه عد (ه) ‏ نیزهست. 


مثال ۰۱۲ فرض کنیم ۳ یك هیأت و 7 عملگر خطی دوی ۲ تعریف شده با 
Tn, x)= (a Fars 0)‏ 
باشد. در این صودت 7 نامنفرد است. زیر ا ا ره =( ,)7 داد یم 
Fu = o‏ 
ه << 2 
و بنا بر این ه = بن = 0. همچنین مشاهده می‌شود که 7 پو شا ست؛ زریسر اه فر ض کنیم 
(2 ,2) برداد دلخواهی از ۳۲ باشد. برای اينکه نشان دهیم (:2 ,,2) دد برد 7 است» 
باید اسکا لرهایی چون , و پت بيا بیم که 
۰ 2= 2 
واضح است که جو اب عبادت است از »2 و و 2= 2= 4 . محاسبة اخیر فرمول 
صر یحی برای 77۱ به‌دست می دهد» که چنین است: 
:)2 ~2 ,2( = (2 ۱2۱ 7 
درمثال ۱۱ دیدیم که يك تبدیل حطی ممکن است بدون پوشا بودن نامتفرد» و نیز 
بدون نامنفر د بودن وشا باشد. مئال احير حا لت مهمی را نشان می دهد که در آن این وافعه 


نمي ٿو اند روی دهدك. 


قضیه 4 فرش کن 7 د 17 دو فضاق پردادی با پعد متناهی پردوی هیأتٹ ٣‏ 
پاشند و 17 موزل = ۲ ورزل. اگر 7 تبدیلی خطی اذ 7 در 17 باشد. احکام ژپرهما«زند: 

(۱) 7 معکوس پذیر است. 

T (۲)‏ نامرد است. 

T (۳(‏ وشا ۷محت۷ پی چرد 7 پوا پر پا 7 است. 


جبر تبدیلهای خطی ۱۰٩۹‏ 


)7( پوچی (7) + دبا‎ =n. 

اکنون 7 امنفرد است اگر وتنها اگر ه = پوچی (7))؛ د (چون ۲۲ رال =۸) برد 7 
برابر با 17 است اگروتنها | گر م = رتبۀٌ (7). چون مجموع ر تبه وپوچی برابر ۶ است. 
پوچی دقبقاً وقتی ه است که دنبه برابروه باشد. بنا براین» 7 نامنفرد است اگر و تنها اگر 
۲< (7)7. لذاء اگریکی ازشرایط (۲) یا (۳) برقراد باشد» دیگری هم برقراد و 
7 معکوس پذیر است. [] 


به‌عواننده هشدار می‌دهیم که قضية ٩‏ را جزدرحالت متناهی بودن بعد و جز با 
شرط 17 اق = 7 زل به‌کار نبندد. تحت فرضهای فضیهٌ 4 شرایط (۰)۱ (۲) و(۳) 
با احکام زیر نیز هم ارز ند: ۱ 

(۴) اگر زی ,۰۰۰ ,,0) پایه‌ای برای 7 باشده آنگه (به7 ,۰۰۰ ,70 
پایه‌ای برای 17 است. 

(۵) پایه‌ای چون زی ۰۰۰۰ ,,0) برای ۲ دجود دادد که ز۲ ,۰۰۰ هل 
پایه‌ای برای 17 است. 

ذيلا اثباتی برای هم ارز بودن این پنج شرط ارائه می کنیم. این اثبات شامل 
اثبات تازه‌ای از هم‌ارز بودن (۱) د (۲) و (۳) هم هست. 

(۲) ج (۱). اگر 7 معکوس‌پذیر باشد. 7 نامنفرد است. (۳) ج (۲). فرض 
کنیم 7 امنفرد وله ,۰۰۰ ,,ع) پایه‌ای برای 7 باشد. بنا بر قضية ۸ (70 ۰۰۰ :»470 
- يك مجموعه مستقل خطی از بردادهای 7 است؛ وچون بعد 7 نیز ور است. این‌مجموعه 
از بردارها پایه‌ای برای است. حال گیریم 6 بردادی دلخو اه از 17 باشد. اسک لرهایی 
چون ۰6 6۰۰۰ وجود دار ند که 

ره کی ۰۰۰ +( B=ce(Ta‏ 
رمع ۰۰ =T(ea‏ 

واین خود شان می‌دهد که 8 در برد 7 است. (۴) + (۳). اکنون فرض می‌کنیم 7 
پوشا باشد. اگر e“, a}‏ ,0 پایه‌ای بسرای 7 باشد» بردارهای 0 7 ۰ ,0 7 
برد 7 راء که بنا به‌فرض تمام ۷ است» پد ید می آ ور ند. چون بعد ۳ برابر 7 است این 
۸ بردار باید مستةل خطی پاشند؛ یعنی » با یسد پایسه‌ای را برای ۲۲ تشکیل پد‌هنك. 
(۵) ج (۴)» این حکم نیازی به‌توضیح ندارد. (۱) +- (۵). فسرض کنیم پایه‌ای چون 
وه ,۰۰۰ ») برای 7 وجود داشته باشد که (ے» 1 ,۰۰۰ ,»4)7 هم پایه‌ای برای 
7 باشد. چون ,70ها 7 را پدید می آور ند واضح است که برد 7 تمام 7 است. اگر 
+a,‏ ۰۰ سح 60 a=‏ در فضا ی پوچ 7 باشد آنگاه ۱ 


T(c a ۰۰۰ 1-0 = o 


a 


۰ تبدیلهای خطی 


6۱ 0( 1 ۰۰۰ +, (,ه‎ = o 
د . تا اینجا شان داده‌ایم‎ o و چون ,0 7ها مستقل هستند» هر ,ی برابرصفر است؛ ولدا‎ 
که برد 7 بر ابر با 17 است و 7 نامنفرد؛ بنا براین» 7 معکوس‌پذیر است.‎ 
مجموعةً عملگرهای خحطی معکوسپذیرروی يك فضای 7 همراه با عمل تر کیب»‎ 
مثال‌خو بی برای چیزی که در جبر به « گر وه» معر وف است» بەدست می‌دهد. گر چە فر صت‎ 
آن را نداریم که بتفصیل درمورد گروهها به بحث پپردادیم مع‌هدذا تعریف آن را ذیلا"‎ 


ار ائه می کنیم. 


تعر یف.یك گروه متشکن است از 

۱ چك حجموعة 0؛ 

۲ يلك فاعده (پا عمل) که به‌هر جفت ي و 7 از عداصر ۰G‏ عنصر زرم اذ G‏ را با 
شراپط زپر دا بسنه می سازد: 

(الف) بهاذای حر ے٠‏ وه د2 اذ ۰6 z(رے)‏ = (27)92 (شرکت‌پذیری)؛ 

(ب ) يك عنصرع در 6 وجود دارد. به‌طورق که بها(اي هړ ۱( 2۰6 = بو = وع؟ 

(ب ( به هر عنصر 2 از ۰6 عدصری چون ت ۱( 6 مفناظر است به‌طسودق که 
Tu =a =e‏ 


قبلا دیده‌ایم که تر کیب 07 ج (7 ,[]) به‌هر جفت عملگر خحطی معکو س‌پذ یرروی 
فضای ۰۷7 عملگر معکوس‌پذیردیگری دوی ۲ دا متناظر می‌سازد. تر کیب یسك عمل 
شر کت‌پذیراست. به‌ازای هر 7» عملگرهمانی 7 در 77 77 صدق می کند. و به‌ازای 
هر عملگر معکوس پذیر 7 ( بنا بر قضية ۷( عملگر خطی معکوس پذ یر ۰ وجود داردکسه 
TT j‏ از این روز معا یلگ سای a E‏ ۶ هیا | 
این‌عمل يك گروه است. مجموعة ماتریسهای ۸ × ۸ معکوس پذیر همر اه با ضرب‌ماتریسی 
به‌عنوان عمل» مثال دیگری ازيك گروه است. يك گروه جا بجایی نامیده می‌شود؛ هر گاه 
شر ط رورا = روه به‌اذزای هري و 7 برفراد باشد. هیچ‌يك از دومثالی دا که در بالا وکر 
کردیم درحالت کلی گروه جا بجا یی ندست. عمسل يك گروه جابجايی غالبا بصو رت 
واه ج (ل وته) نوشته می‌شود ونه به‌صورت ت ج ( ,ي)» ودداین‌حالت به‌جای 
عنصر «همانی» ع ازنماد ه استفاده می‌شو د. مجموعةً بردارهای يك فضای بردادی همر اه 
با عمل جمع برد ادی» يك گروه‌جا بجا یی است. یك هیأت رامی‌توان به‌صودت مجموعه‌ای 
با دوعمل به‌نامهای جبع وضرب توصیف کرد که تحت عمل جسع؛ گروهی جابجایی 
است» عناصر غیرصفرش تحت عمل ضرب گروهی جابجایی تشکیل می‌دهند. و فانسون 
پخش پذ یری +z‏ رج = (4-2 )رم نیز در آن بر قرار است. 


جبر تبدبلهای خطي ۱۱۱ 


آمر بن 
٩‏ فرض کنید 7 و ل دوعملگر حطی روی ۸۲ باشند که با 
)° ,ك( =)2 ,هلا و )% T(z, a)= (ay‏ 
تعریف می شو ند. 
(الف) 7 و ل به‌طور هندسی چگونه توصیف می‌شو ند؟ 
(ب) برای هسريك از تبدیلهای (7+* )۰ ۰07 ۰71 7۲ و ل قواعدی شبیه 
به‌تعر یف 7 و ل به‌دست آورید. 
فرض کنید 7 (یکتا) عملگر عطی روی 6۳ باشد که برای آن 
o).‏ ۱ ,8 < +16 ,)۱ و ۱ O, i), 7 6 =(o,‏ ۰) - 76۱ 
آیا 7 معکوس پذیر است؟ 
۴ عملگرخحطی 7 روی ۳ با 
Fae)‏ ,توح ون e) = (Yas‏ ,بت T(D‏ 
تعریف می‌شود. آیا 7 معکوس پذیر است؟ ا گرچنین باشد» قاعده‌ای برای 7۱ شبیه 
به. T ai‏ را تعر یف مې کند» بيا پید. ۰ 
۴ برای عملگرخحطی 7 تمرین ۳ ثا بت کنید 
o.‏ عد (۳- (7'—1)(T‏ 


۵ فر ض کنید )٩*۲‏ فضای بر داری مختلط ماتریسهای ۲ × ۲ با درایه‌های مختلط باشد. 


با فر ض 
¬ ۱ 
el‏ 
۴ ۴ب 


7 دا عملگر حطی روی 0۲*۲ بگیر ید که با 84 = (7)4 تعر یف می‌شود. ر تة 7 
چیست؟ آیا می‌توانید 7۲ را توصیف کنید؟ 


۶ فرض کنید 7 تبدیلی خطی از "۸ در ۲ج ول تبدیلی خحطی از ۲( در" باشد. ثابت 
کنید تبدیل 07 معکوس پذیر نیست. این قضیه دا تعمیم بدهید. 


۷ ددعملگر خطی 7 ول دوی ۸ بیاییدکه ه 7U‏ ولی ١‏ 1ل۔ 


۰۸ فرض کنید 7 فضایی برداری بردوی هیأت ۳ و7 عملگری خطی روی ۲ باشد.ا گر 
ه = 7۲ در بارة رابطة سرد 7 وفضای پوچ 7 چه می‌تو انید بگویید؟ يك عملگر 


۷۲ نبدیلهای خطی 


حطی 7 روی ۸ مثال بزنیدکه ه -< 7۲۲ ولی هچ [. 


٩‏ فرض کنید 7 عملگری خطی روی فضای 7 با بعد متناهی باشد وفرض کنید عملگری 
عطی چون ل دوی ۲ وجود داشته باشد که = 7. ابت کنید 7 معکوس پذیر 
است و 77 = []. مثالی بیاو دید که نشان دهد وقتی ۲ با بعد متناهی نباشد این‌مطلب 
صحیح فیستا. (داهنماپی: فرض کنید 7 < (]. 0 عملگرمشتق گیری روی فضای تو ابع 
جندجمله‌ای است.) 


۰ فرض کنید 4 ماتریسی ۸ × بر با درایه‌های متعلق به‌هیأت ۳ و7 تبدیلی خحطی از 
0۱ در ۳۱ باشد که با ×4 =(×)7 تعریف می‌شود. هر گاه > ر نشان 
دهید ممکن است 7 پوشا باشد وددعین‌حال نامنفرد نباشد. به‌طور مشابه» نشان 
دهید که | گر حو ممکن است 7 نامنفرد باشد ولی پوشا نباشد. 


۱ فرض کنید ۲7 يك فضای برداری با بعد متناهی و7 عملگری خحطی روی 7 باشد. 
اگررتبه (7۲) = دتبة (7)» ابت کنید برد وفضای‌پوج 7 مجزا هستند؛ یعنی.تنهادر 
بر داد صفر مشتر کند. 


۲ فر ض کنید و 0 و 7 اعدادی صحیح وشت باشند و ۲ يك‌هيأت باشد. فرض کنید 
۲ فضای ماتریسهای ۸×۸ برروی ٣‏ و 17 فضای ماتریسهای ۸ × م برروی 7٣‏ 
باشد. اگر 8 ماتریسی ' ×م و ابت و7 تبدیلی خطی از ۲ در 17 تعریف شده 

توسط 84 = (7)4 باشد ابت کنید 7 معکوس پذیراست ا گروتنها | گر م = ص و 8 
ماتر یسی »ور × ۸ر ومعکوس پذیر باشد. 


۳ بکر بختی! 
| گر 7 و 7[ دوفضای برداری بردوی هیأت ۳ باشند» هر تبدیل خطی يك به‌يك 7 از ۲ 
بروی ۰۲۲ يك یکریختی از 7 بروی ۳ نامیده می‌شود. هر گاه یك یکر بختی از ۲۷ بروی 
7 مو جود باشد گوییم 7 با 17 پکریخت است. 

واضح است که ۲ با 7 یکریخت است» زیرا عملگر همانی بسك یکریختی از 7 
بروی 7 است. همچنین» اگر 7 تحت یکر یختی 7 با ۲۳ یکر یخت باشد. آنگاه ۳۷ نیز 
با 7 یکر یخت است. زیرا 77۱ یك یکر یختی از 17 بردی 7 است. خواننده بايد 
بآسانی بتواند نشان دهد که اگر ۲ با 17 و 17 بسا 2 یکریخت باشده آنگاه ۲ با 2 
هم یکر یخت‌است: به‌طور خحلاصه یکر یختی يكرا به هم‌ارزی روی رده فضاهای برداری 
است. ا گريك یکریختی از 7 بروی # موجود باشد» گاهی به‌جای اینکه بگوییم ۲ با 7 


1 این اصطلاح را ایزومورفیسم هم می‌ناهند.-م. 


یکر یختی ۱۱۳ 


یکر یخت است» می گوییم» 7و 17 یکر یخت‌اند. این موضوع اشکالی ایجاد نمی کند.ز يرا 
۳ با ۲7 یکریخت است اگر وتنها اگر 7] با 7 یکر یخت باشد. 


قضی ۰۱۰ هرفضای بردادی 7 بعدی برروی هیأت ر با فضای * پکریخٹ 

اثبات. فرض‌کنیسم 7 یك فضای بسردادی #بمدی برروی هیسأت تلو 
(ٍبه ,۰۰۰ B=),‏ پایة مرتبی برای آن باشد. تابع 7 از 7 در*۳ را به‌صودت زیر 
تعریف می کنیم: | گر در 7 باشد. ,70 دا ۸ تایی مختصات (ړه ,۰۰۰ ,,2) برداد »۾ 
نسبت به‌پایهٌ مرتب 9 می گیریم؛ یعنی» تایی‌ای که 

a= 0و‎ ht °°° سا‎ ° 

درمبحث مختصات از فصل ۲ نشان دادیم که این 7 است و7۲ را بروی ۶٣"‏ 
می‌نگادد. 0 


با وجودی که بردارها و اعمال درفضاهای برواری یکر یخت یک است کاملا" 
متفاوت باشند» به‌منظورهای گونا گون, غا لباً آنها دا «یکی» تلقی می‌کنیم؛ یعنی» فضاهای 
یکر یخت راغا لبا یکی می گیر یم. در حال‌حاضر در بار‌این‌ایده به بحثی طولا نی نمی پر داز یم 
زیرا مایلیم درك مفهوع یکریختی واحساس «یکی» بودن فضاهای یکر یخت پا به‌پای تداوم 
مطا لعهٌ فضاهای برداری تقو یت شو ند. 

اکنون به‌چند توضیح کوتاه می‌پردازیم. فورض کنیم 7 يك یکر یختی از ۲ بروی 7 
باشد. اگری زیرمجموعه‌ای از ۳ باشد» آنگاه بنا بر فضیة ۸» 6 مستقل عطی است اگر و 
تنها ا گر زیرمجموعة (7)6 از 17 مستقل باشد. اذایندف در تصمیم‌گیری راجع به‌مستقل بودن 
6 می‌توان بهجای 5 به‌بررسی ($)7 پرداخت. اذاین مطلب مشهود است که یکر یختی» 
«حافظ بعد» است؛ بدین معنی که بعدهر زیر فضای با بعد متناهی از فضای ۲۷ با بعدنگاره‌اش 
تحت 7 مساوی است. به‌تشر یحی ساره ازاین ايده تو جسه کنید. فرض کنیم 4 ماتریسی 
۸× ” برروی هیأت ۲ باشد. درواقع ما تا کنون دوتعریف برای فضای جواب ما تریس 
4 ادائه کرده‌ايم. ادلی عبادت است ازمجموعة هم ورتاییهای (ږي ,۰۰۰ ,ه) اذ *۳] که 
درهريك ازمعا دلات دستگاه ه = 4 صدق کنند. دومی مجموعة همه ماتریسهای ستونی 
۱ × ۸ مانند × است که ه = 42. بدین لحاظ او لین فضای جواب زیر فضایی از *] 
است؛ در حالی که دومی زیرفضایی از فضای همه ما تر یسهای ۱ برروی هیأت .F‏ اما 
یك یکر یختی کاملا" واضح بي بین ٣۳‏ و ۳۲۱ دیده می‌شود و آن 

ا 
۱ ج E LL‏ 
Fa‏ 


است. تحت این یکر یختی» او لین فضای جو اب 4 بر دی دمن فضای جو اب بر ده می شر د 


۴ تبدیلهای خطی 


بعد این فضاها مساوی است. وازاین‌رو اگر بخواهیم فضیه‌ای در بارة بعد فضای جسواب 
اثبات کنیم» اهمیتی ندار د که کدام فضا را برای بحث انتخاب کنیم. درواقع» اگر تصمیم 
می گرفتیم ۶۳ وفضای ماتریسهای ۱ ×۸ دایکی بگیريم» محتملا" خواننده مانع نمی‌شد. 
این‌کار را جز در موار دی که مناسب باشد انجام نخو اهیم داد. 


لمر .ین 
۱ فرض کنید ۲ مجموعة اعداد مختلط و هیأت اعداددحقیقی باشد. مجموعةٌ 7 بااعمال 


معمو لی فضایی بردادی بردوی ۲ است. يك یکریختی اذاين فضا بروی ۸را به‌طود 
صر یح توصیف کنید. 


۲ 7 دا فضایی برداری برروی هیأأت اعداد مختلط بگیرید و فرض کنید یسك یکر یختی 
7 از ۲ بروی €۳ وجرد داشته باشد. فرض کنید ,6 ۰0۰0 و په برداردهایی از ۲ 
باشند که ۱ 

,)° ,سل ۱ i), 7 0۷ =(—Y,‏ ,° ,1( = 10 
Ta < ) ۱, ۱, ۱(۰, Tae = (VY, i).‏ 
(الف) آیا ,» درذیرفضای پدید آمده توسط پې و ېه قراردارو؟ 
(ب ) اق W,‏ زیرفضای پدید آمده توسط و و پم و 17 زیر نضای پدید آمده 
توسط ېه و په باشد» اشتراك ,17 و 7 را به‌دست آورید. 
(پ ) پایه‌ای برای زیر فضایی از که توسط چهاد برداد ره پدید می آید ییا بید. 


۳ فرض کنید 17 مجموعهٌ همما تریسهای هرمیتی مختلط ۲ × ۲ یعنی مجموعهٌماتریسهای 
مختلط ۲ × ۲ چون 4 باشرط ,ر4 = ر4 باشد (حط زبرنمایشگر مزدوج عددی 
مختلمط است). همان‌طور که درمثال ۶ از فصل ۲ اشاره شد ۳ با اعمال معمو لی» 
فضا یی است بردادی بر د2ی هيات اعدا حفیفی. شان دهد 

2 و 1-1 
وع . 2و و 


يك یکر یختی از ۴ بروی ۲7۷ است. 


(u, yı 2,1) > 


۴ نشان دهید *<۳ با ۸۳ یکر یخت است. 

۰۵ فرض کنید مجموعهٌ اعداد مختلط 7 به‌عنوان یك فضای برداری برروی هیأت اعسداد 
حقیقی در نظر گر فته شد.ه باشد (تمرین ۱). .ب ۷3 دد فضای ماتریسهای حقیقی 
۲× ۲ دا به‌صورت یر تعریف می کنیم : اکسر +i‏ £ =2 و ج و بو حقیقی باشند» 


نما یش ما ترسی تبدیلها ۱۱۵ 


سس لا 


(الف) نشان دهید ‏ يك تبدیل خطی (حفیقی) يك به‌يك از 7 در فضای ماتریسهای 
حقیقی ۲ × ۲ است. 

(ب ) نشان دهید (:7)2۱(7)2 = (1)2,2. 

(پ ) برد 7 دا چگونه توصیف می کنید؟ 


۶ دوفضای بردادی 7 و ۲7 با بعد متناهی برروی هیأت ۴ دا در نظر بگیرید وا بت کنید 
۲ و ۷ یکر بخت‌اند اگرو تنها اگر ¥ رخ = ۲ مررز. 


۷ فرض کنید ۲ و 7 دوفضای برداری برروی هيأت ۶ باشند» و ل یك یکریختی از ۲ 
بر وی 17 باشد.ثابت کنید۱ 177107 + 7 يك‌یکر یختی از( ۷ , ۲)بروی (۲۷ ,1)7 


است. 


۳ نمایش مااتر سی تبد بلها 

فر ض کنیم 7 يك فضای بردار ,بعدی و 17 يك فضای بردادی 7 بعدی بردوی هیأت "1 
بائند. همچنسن فرض کنیسم له ,۰۰۰ )<< 9 پبایبة مرتبی برای ۲ و 
8 ,۰۰۰ ,6) = 9 پایه مرتبی برای ۲7 باشد. اگر 7 تبدیل خحطی دلخواهی از 7 در 
7 باشد, آنگاه 7 با عملکردش دوی بردادهای ره تعیین می‌شود. هر يك از ۸ برداد 
,7 به‌طودیکتا به‌صودت يك تر کیب حطی 


Ta, = 2 A,B; )۳-۳( 


از ,ها که در آن اسکا لرهای ر E‏ ریرح مختصات Ta;‏ در پاية مرتب 7 می‌باشند» 
قا بل بیان است. از این‌دی تبدیل 7 ازطریق فرمولهای (۳-۳) با ۸ اسکا ارررثم تعیین 
می‌شود. ما تریس ۸ < 7 4 که با ریش =( ,)4 تعر یف‌می‌شود مأتریس 7 نسیت به‌دو 
پايا مر تب و و نامیده می‌شود. کاربعدی ما این است که به‌طور واضح بنهمیم چگو نه 
ما تریس 4 تبدیل خطی 7 را تعیین می کند. 

اگر ےه ۰۰۰ لو = برداری از ۲ باشدء آنگاه 


۶ کیدیلهای خطی 


3 3 ره‎ A8: 


ول دز 


m n 
)د‎ 4; )B: 

2۱ 2۱ 

و اگر × ماتریس مختصات ي در پایۀ مرتب 9 باشد محاسبۂ بالا نشان می‌دهد که ×۸4 

ما تریس مختصات بردار 70 در پایةٌ مر تب 9 است» زیرا اسکا لر 

ریگ رم 
j=‏ 

دراية مین سطرماتر یس ستو نی 4 است. همچنین مشاهده می شو د که اگر۸4 ما تر یس 
۸× ™ دلخواهی برروی هیأت ٣‏ باشد» تاه 


T( بخ‎ ea, )= (E 4, )8: )۲( 


تبدیل حعطی 7۲ از 7 در 7 را تعریف می کن د که ماتریس آن سبت به 9 و 7 عبارت 
است از۸4. این مطلب را به‌طود رسمی حلاصه می کنیم: : 
قضیلاً ۰۱۱ فرط کنیم 17 يلك فضای بردادی بعدی بردوی هبأت ‏ د 17 یك‌فضای 
برداری بعدی برردی ۶ باشد. و نیز فرض کیم 3 پابة مرئبی برای ۰۲ د 17 پاي عرنبی 
بای ۲۲ پاشد . براگ هر تېد پل خطی 7 7د 1۲ پلد ھا فرپسی n Xn‏ الد v4‏ که 
ددایه‌هادش در ۲ هسنند» پافت هی شود به طو ( گ که پهاژاق هر بردا( a‏ ۱ ۰۳ 
[Tala = 401,‏ 
بعلاوی ۸ ہم 7 یك نناظر پلد به‌يك ہین مجموعۂ همۀ بدپلهای خحطی اذ 7۲ دد ۷ و 
مجموعۂ همه مافریسهای ۸ < ,رز پرروی ھپأت ٣‏ است. 
ماتریس که بنا بر قضبهٌ ۱۱ با 7 در تناظر است. ماتریس 7 نبت بهپایه‌های 
مر لب 1 و 9 نام دار د. به خا طر داشته با شیم تساوی )۳-۳( بيان می کند 4 ما تر یسی است 
که ستونهایش ۸4 4۰۰۰۰ توسط 
RF‏ و * ۰ ۰ 2۰ ] [Tag‏ =4 . 
تعیین می‌شو ند. ا گر ل تبدیل خطی دیگری از ۲ دد 1۲ د [,8 ,۰۰۰ ,8]< 8ماتریس 
ل نسبت به‌پایه‌های مرتب 9 و ۷ باشد آنگاه 4+۲ ماتریس 7+0 نسبت به 9 و 
B'‏ است. این مطلب واضح امست؛ ز بر | 
مي [cTa; FUQ;]‏ = 
lg:‏ ره[ [(cT FU‏ ڪ 


نما یش ما تریسی تبدیلها ۱۱۷ 


قضی ۰۱۳ فرض کنیم 7 یك فضای بردادی 7بعدی 17 يك فضای بردادی دی 
بردوی هیأت ۶ باشند. بهاذای هرجفت پاپ مرب 7 7 بنرتیب برای 7 د ۰7 تا بمی 
که به‌هر تبدیل خحطی ۰7 ماترپسل نست به 3 د '3 ۱ تخصیص می‌دهد: يك یکرپختی 
ہین فضای ( 7 ,1)7 و فضای هم ماثرپسهای ۸ × بردوی هیأأت ۶ است. 

الیات. قبلا" ملاحظه کردیم که تابع موردنظرخطی است؛ همچنان که در قضيةٌ ۱۱ 
بیان شد» این تابع يك به‌يك نیزهست و ( ۰۲۷ 1)7 دا بروی مجموعۂ ماتریسهای ۸× ۸ 
می‌نگادد. 0 


دداین بردسی» بخصوص به‌نمایش ماتریسی تبدیلهای حطی ازيك فضا در خودش» 
یعنی به‌عملگرهای حطی روی يك فضای ۰7 علاقه‌مند هستیم. ددایسن حالت بسیاد مناسب 
است که در هرمورد از پایه‌های یکسان استفا ده کنیم؛ یعنی» فرض کنیم که ۲ B=‏ دراین 
صودت ماتریس نمایش را به‌طورساده مأتریس 7 نسبت به‌پایه مر تب ق می‌نامیم. چون 
این مفهوم برایمان سیادمهم است. تعریف آن را دوباده بیان می کنیم. اگر 7 تبدیلی 
حطی روی فضای بردادی با بعد متناهی ۲ د زیم ,۰۰۰ ,0 < 9 پايةٌ مرتبی برای 7 
< م ی مانند 4 که در ایه‌هایش؛ ر4 با معادلات 


J=\, 7 )۵-۳(‏ « رو ر2 ره 7 
2۱ 


تعر یف می شو ند. همواره باید به‌عاطر داشت که این ما تر یس که 7 را نمایش می‌دهد به پا يه 
مر تب 9 وابسته است» و بعلاوه درهر پایة مر تب 7 نمایشی ماتریسی برای 7 موجوداست. 
(برای تبدیلهای ازيك فضا درفضای دیگ این ماتر یس به‌دو پا يه مر تب یکی برای ۲ و 
دیگری از آن 17 وابسته است.) برای آنکه این وابستگی دا ازیاد نبریم» بر ای ماتر یس 
عملگر خطی 7 در پایةٌ مر تب 8 اذنماد 

1 


استفاده می کنیم. طر یقه‌ای که با آن این ما تر یس واین پایة مر تب 7T‏ را تو صف می کنند» 
این است که به از ای ھر در ۲ 


]70[  ]7[ وهآ‎ 


مثال ۰۱۳ فرض کنيم 7 فضای ماتریسهای ستونی ۱ × ۸ بردوی هیأت 17۰ فضای 
ماتریسه‌ای ۱ ×" بسرروی همین هیأت» و ۸ ماتریس ۸ × مس ثابتی بردوی ٣‏ باشد. 
همچنین فرغ‌کنیم ۳ تبدیل خطی ا ی تعریف شده با ر باشد. و را 
با يه مر ہبی برای ۳۲ می گیریم که نظیر با يه استا ند ۴ باشد یعنی مرن بر داد در 9 همان 
ماتریس ۱ < ۰۶۸ ,21 باشد با درایةٌ ۱ درسطرزم و ددایة ه در سطرهای دیگر. فر ض کنیم 


۸ تبدیلهای خطی 


پایةٌ مر تب متناظر آن برای ۲۷ باشد» یعتی مین برداد "9 ماتریس ۱ 0<4 ,1 با 
دراي ۱ در سطرزم و درایة ه در سایر سطرها باشد. دراین صودت. ماتریس 7۲ سبت 
به‌جفت 9 و '8» سود ماتریس 4 است. اين مطلب واضح است» زيسرا ما تریس ۰۸42 
آزمین ستون ما تریس 4 است. 
مثال ۰۱۴ گیریم ۴ یك هیأت و7 عملگری روی ۲ باشد که با 
Ta, ax) = )2, ۰‏ 
تعریف می‌شود. بسهو لت دیده می‌شود که 7 عملگری خطی روی ۴ است. فرض کنیم 
(,,ع) < 9 پایة مر تب استانده ۲ باشد. حال ۱ 
۱6۱1 <(۰ ,۰(<)۱ ,)767 
ب6ه 6 =)0 ,۱(<)0 ,)17 
ولذا ما تریس 7 در پايةٌ مر تب 9 عبادت است از 
0 ۱ 
= و[ 7] 


مثال ۰۱۵ فرض کنيم 7 فضای همةّ توابع چندجمله‌ای از درR‏ به‌شکل 
که + توب Feat‏ ,6 < (2) [ 
یعنی.فضای توابع چندجمله‌ای ازدرجۀ سه یا کمتر باشد. عملگرمشتق گیری « در مثال ۲ 
۷ دا در 7 می‌نگارد ذیرا 1 «کاهش‌دهند درجه» است. فرض کنيم پایة مرتب 9 برای 
۲ متشکل از چهادتابع ,لب بل و مار باشد که‌با ۱" نو = (ه) رگ تعریف می‌شو ند. 
دداين صورت» 
مه اه سپ هه زر o,‏ < (۱()۵) 
مه اه اه ۱ < ۱( ,۰ (۷()۵) 
مه له سل ۲اه < Ya, Df‏ << (9)(م [ظ) 
مه م۳ اه ,هد زر ,۲۰ << (:2)(+ ظ) 


وبا براین ماتریس ( در پایة مرتب ‏ عبادت است از 


o ۱ 0 o 

o 0 ۲ 0 
]1[ ی‎ 

o 0 0 ۳ 


نمایش ما ترسی تبدیلها ۱۱۹ 


قیلا" دید یم که هنگام جسع تبدیلها؛ جیزی که برای ماتریسهای نمایش اتفاق می‌آفند 
این است که آنها هم جمع می‌شوند. اکنون می‌خواهیم بدانیم هنگام تر کیب تبدیلها چه 
اتفاق می افتد. به‌صودت دقیقتر» فرض کنید ۰۲ 7[ و 2 فضاهایی بردادی بر دوی هیأت 
۴ وبترتیب با ابعاد ین مس وم باشند. 7 را تبدیلی حطی اد ۲7 در ۲7 و ل را تبدیلی 
خطی از 17 دد 27 می گیریم. فرض کنیم پایه‌های‌مر تب 

e, 9 < 0 ۰۰۰, 8B, 57 =¥, e ۳‏ به ۰۰ ,0 B=‏ 
بتر تیب» بر ای فضاهای ۰۲۷۲ 7 و 2 داده شده‌اند و 4 ماتریس 7 فسبت به‌جفت ‏ و او 
و 8 ماتریس ل نسبت به‌جفت ۷ و "ج است. در این صورت. بساد گی دیده می‌شود که 
0 ماأتریس تبدیل 177 نسبت به‌جفت » و 9۳ عبارت است ازذحاصل‌ضرب 4 و 8. زیر اه 
ار » برداری دلخواه از 7 باشد آنگاه 
م[40 < ی [۵ 7] 
و[ ]2 = [U(Ta)]‏ 
پس 
[(UT)(a)lgı = BA4lala‏ 

و از این‌رو بنا بر تعر یف ویکتا بودن ما تریس نمایش» با یدداشته باشیم 84 = ). باانجام 
محاسبة ذیل نیزمی‌توان به‌این نتیجه دست يا فت 


(ره (UT)(a;) = U(T‏ 
).4,8 )نا ج 
»4(8 2 = 


م »7 
A2: Big Yi‏ 2 > 
2۱ 2۱ 
7 ۲ 
Ba, Ax; Yi‏ :3( 2 <- 
با ۱۷ و 
وبنا براین با ید داشته باشیم 
Ci = 2 Batu; : (۶-۳)‏ 


اعمال روی سطرهای ماتریسها موجب ایجاد انگیزه برای تعریف (۶-۳) ضرب 
ما تر یسی شدند. دد اینجا دیده می‌شود که تر کیب تبدیلهای خعلی هم انگیزه‌ای بسیار قوی 
بر ای این تعریف است. خلاصة این مطالب به‌طور دسمی چنین است. 


ه ۷ تبدیلهای خطی 


قصضية ۰.۱۳ فرض‌کنيم ۰7 ۷۲ سه فضای بردادق با بعدمتناهی ارددق هيات 9 
7 تبدیلی خطی ۱( ۲ دد 317 7 تبدپلی‌ عط ی اذ 17 در 2 باشند. ار ي 'ې و ۳ 
پایه‌هایی مرتب: بترقیب؛ برای ۰۲7 ۰77 و 2 باشند و اگسر 4 ماتریبی 7 نسبت به‌جفت 
7 د ۰ د 8 ماتریی 7] بت به‌جفت ‏ د ”3 باشد. آنگاه ماتربی ترکیب 77] بت 
به‌جفت 3 د 577 عبارت است ۱ذ مائریسی حاصل‌ضرب 84 < 0. 


ملا حظه‌می کنیم که قضيةً ۰.۱۳ اثبا تی از شر کت‌پذ بر ی ضرب‌مأتر یسی به دست می دهد 
اثباتی که نیازی به‌محاسبه ندارد» ومستقل از ایا تی است که در فصل ۱ ارائه شد. بعلاوه» 
حاطر نشان می کنیم که حالت حاصی از قضیةٌ ۱۳ را درمثال ۱۲ هم اثبات کردیم. 
تذ کراین مطلب مهم است که اگر 7 ول عملگرهایی خطی روی فضای 7 باشند و 
نمایش ماتریسی دا نسبت به‌پاية واحدی چون 9 انجام دهیم آنگاه قضيهةٌ ۱۳ شکل سادة 
و[ 7و[ 0] حم[ 7] دا به‌خود می گیرد. پس» دراین حالت» تناظری که ¶ بین‌عملگرها 
وماتریسها برقراد می کند» نه تنها يك یکر بختی فضای برداری است. بلکه ضر بها را نیز 
حفظ می کند. نتیجه‌ای ساده اد این مطلب این است که عملگر حطی T‏ معکو س پذ یر استا گر 
وټنها ا7 ما تر یسی معکوس ند یر با شد, ر وا عملگر همانی 7 درهر پا يه مر تب د لخو اه 
تو سط ما تریس هما نی نما يش دأده می شو د» واداین‌رو 
UT=TU =1‏ 
هم ارز است با 
۰و ار[ 7] یر [00] 
البته وقتی 7 معکوس پذیر باشد 
اف شنت ,۷:7 
IF ۱1]‏ 
اکنون می نحو اهیم بدانیم هنگامی که پا يه تغبیر کند» جذ تغیبر ی در ما تر یسههای مايش 
ردح می‌دهد. به‌منظو ر ساد گی» این پر سش را تنها بر ای عملگرهای خعلی ړوی یلكه‌فضای 
4 مطرح می کنیم تا بتو انیم از پاية مر تب واحدی استفاده کنیم. سۇ ال به طو ر مشخس 
جنین است: فرض کنیم 7 عملگری حطی روی فضای 7 با بعد متناهی و 
مه ,۰۰۰ ,06 < B= 0, ۰۰۰, Ua}, B‏ 
دو پا یه مرتب برای ۲ باشند. ار تباط ماتریسهای ې[ 1] د ي[ 7] جیست؟ همان گونه کد در 
فصل ۲ مشاهده کرد یم» رک ما تریس nXn‏ (معکوس پذیر ) یکتای عم و جود دار د: ب‌طود ی 
که به از ای هر بردار ۾ از ۰۲ 
P{alg: ۷ )۷-۳(‏ م01 ] 


این ماتریس عبارت است از [بط ,۰۰۰ ,و ] = ٢‏ که دد آ نی[ ر ] = رطر. بنا به‌تعریف 


نما یش ما تریسی تبدیلها ۱۲۱ 


)۸-1( وهای 7اعی[70] 
ا گر(۷-۳) دا بر برداد :70 به‌کاد بندیم» دادیم 
)٩-۳(‏ ۰[ و [70] 


از تر کیب (۰)۷-۳ (۰)۸-۳ و )٩-۳(‏ به‌دست می آودیم 
P[a]ag= PIT alg.‏ ]7[ 


۳ 5 
P LT], P[elgr= [T Jy 

واز این‌رو باید داشته باشیم ۱ 
=P ۰ )۱۰-۳(‏ [ 1] 
این رابطه به‌پرسش ما پاسخ می گوید. 

قبل از آ نکه این نتیجه را رسماً بیان کنیم به‌مشا هد مطلب دير می پرداذیم. عملگر 
حطی یکتایی چون ل وجود دار د که با 

Ua; = 0, ] << ۰۰۰ 


تعر یف می‌شود و % را بروی 9 انتقال می‌دهد. عملگر ل معکوس پذیر است» زیر | پایه‌ای 
از 7 را بروی پایه‌ای از 7 می‌برد. ماتریس ۶ (بالا) دقیقاً ماتریس عملگر ل ددپاية 
مر تب 9 است. زیر ! ۲ با 


۳ ۳ ۱ ۰ ۳ ۰ 


۵/2 رح‎ Pa) 


اعد و 
نیز نوشته شود. پس» طبق تعریف پ [ ل0]< ۲. 
قضیه ۰۱۴ ذرض‌کنيم 77 پك فضای بردادی با بعد. متناهی پرردی هبات 7 
B= 0۰ ۰۰۰ a B' 20 a}‏ 


دد پاي عرئب برای 7 د 7 عملگری خطی ردق 7 باشد. اگ [رط ,۰۰۰ ۲٣,‏ ] = ط 
هریس ۸ × 7 با ستونهای ی [0] = ,۲ باشد. ۲ نگاه 


[Ty =P TYP. 


در ننیجه: اگر 7 عملگر معکوسپذپر تعریف شده با به = رهل ,۱,۰۰۰ ره (دی 7 


]7 سب[‎ [UTI], 


مثال ۰۱۶ فرض کنیم‌عملگرخطی 7 دوی ۲۲ با (۰ ,,ه) =( ,,7)2 تعریف 
بشود. در مثال ۱۴ شان دادیم که ماتریس 7 درپايةٌ مرتب استاندة (6 ,,6) < 9 برابر 


۱ o 
ز سم‎ 


است. اگرپایة مر تب 9 برای ۲۲ متشکل از بردادهای (۱ ,62۱ و (2)۲,۱<> 
باشد» آنگاه 


f 
=6 Fe 
€= ۲۷۵ 


“Û [ 


و لذا P‏ عبادت است آزما تر یس 


از این‌رو 


طو[۲۳۱]7 ی[ 7] 


از ال ا 


بساد گی می تو الیم صحت این لتیجه را بر رس ی کنیم» يرا 


نما یش ماتريسي تیدیلها ۱۲۳ 


76۱ 2۱, ۰( —e Fe 
76 = )۲, (ه‎ —Yé( +€ 
مثال. فرض کنيم 7 عضای توابع چندجمله‌ای ازج در ۸ با «در جة» کمتر از ۳ یا‎ 
م وی با آن باشد. نظیر مثال ۰۱۵ ( را عملگر مشتق گیری دوی 7 می گيريم و فرض‎ 
می کنیم‎ 
9 < ) بر‎ fe fer fe} 
(ع), ]برای 7 باشد. عدد حقیقی ۽ دا دد نظرمی گیریم و‎ = ×7١ پایةٌ مر تب تعر یف شده با‎ 
(0),ع؛ به‌عبادت دیگر‎ = )--('- ١ تعریف می کنیم‎ 
8۱ 2 
بع‎ <1[ 1+ 
graf ۱۲۲/۲ 
gef اب۲۳۳۸‎ ۰ 
همان گونه که بسادگی دیده می‌شود چون ما تر یس‎ 


1۲ 2 1 ۱ 
۳/۲ 7 :۷ 9 
P=‏ 
۱ 9 9 
o ۱‏ ° 0 
معکوس پذ یر» ومعکوسش 

۱ —-t س‎ f] 

0 ۱ — ۶ ۳/۲ 
] "۱ 

9 ° ۱ ۳ 

o 0 o ۱ 


است» نتیجه می گیر یم که (8۴ ,8۳ ,2۷ ,,ع) < 9 پاي مرتبی برای 7 است. در مثال 
۵ معلوم شد که ماتریس ( در پايةٌ مرتب 9 عبادت است از 


۷۴ تبدیلهای خطی 


کی 
0 


[ o 


0 


«م[2] 


پس» ما تریس ( دزپايةٌ مرتب ۲ عبادت است از 


o ۱ o o 
0 0 ۲ o 
۳ ° 0 ۳ 
0 0 0 o 


4 
° © ۱ ۳ 
0 ۵ 9 ۱ 
0 ۱ ۲ ۳ 
0 0 ۲ Ft 
0 9 o ۳ 
0 o 0 0 


PDI, = 


بنا براین» 7 ددپایه‌های مر تب و و ۲ با يك ماتریس نمایش داده می‌شود. البته این نتیجه 
" می توان به‌نحو مستقیم تری هم مشاهده کرد ز پرا ۱ 


نما یش ما تریسی تبدیلها ۱۲۵ 


Dg, = o 

182۲ < ۱ 

18 < ۲۷ 

۷۰ = م18 
این مثال نکتهةٌ خو بی دا نشان می‌دهد. اگرماتر یس عملگری‌خطی را دريك پایهٌ مر تب 9 
بشناسیم و بخواهیم ما تریس آن را درپایةٌ مر تب دیگر ۶ بيابيي هرچند ممکن استيا فتن 


ما تریس نما یش با توسل مستقیم به تعر یف کار بسیار ساده‌ای باشد» اما غا لباً تغیبر مختصات 
با استفاده از ما تر یس معکوس پذ بر ۲ خیلی مناسب تر است. 


تعر لف. فرش کم 4 BS?‏ دوماترسی ( < ۲ (حوجمی) واگ هيات باشند. گوپیم 
B‏ متشابه با بر برردی ۳ است. هگا پك ماقریس ۸ × 7 معکوس پذیر ٥‏ پافت شود 
ب+طودی که P۱4۲‏ = 3 . 


بنا برقضيةً ۰۱۴ نتیجة زیررا دادیم: اگر 7 يك فضای بردادی «بعدی برروی ٣‏ و 
$ و ۲ دوپاية مر تب برای 7 باشند» ایکا به‌ازای هر عملگر خطی 7 روی 7 ماتر یس 
ې[ 7] =8 متشا به با ما تریس ۾[ 7] =4 است. عکس این حکم نیزصادق است. فر ض 
کنیم 4 و 8 دو مأ تریس ۸ × م و 8 متشابه بسا 4 باشد. همچنین فرض کنیم 7 فضای 
(ربعدی دلخواهی بردوی ل و پاي مر تبی برای 7 باشد. 7 را آن عملگرخحطی روی 
4 می گیر یم که در پایةٌ 8 با 4 نمایش داده می‌شود. اگر ۳۱۸۳ = ول "9 دا پایامر تبی 
برای ۲ می گیر یم که از 9 توسط ۶ حاصل می‌شود؛ یعنی 


1" 
,رو 2 = ره 


تس 
دراين صورت» ماتریس 7 درپایةٌ ه همان 8 خحواهد بود. 

پس» این گفته که 9 متشابه با 4 است بدین معنی است کسه روی هر فضای ربء ی 
بردوی ۳ ماتر یسهای 4 و8 يك تبدیل خحطی در دو پایة مرتب (احیاناً) مختلف رانمایش 
می‌دهند. 

توجه‌کنید که با به‌ کار گرفتن [ = طل هرما تریس ور × ور مانند 4 متشابه با خودش 
است. ا گر 8 متشا به با 4 باشد آنگاه 4 نیزمتشابه با 8 است. زیرا ۱4۶ ۶ = و ایجاب 
می کند که ۲۱ ۱8 (۱ ۳ ) 4 اگر ‏ متشابه با ۸ و ٤‏ متشابه با 8 باشدء آنگاه ٥‏ 
متشابه با 4 است» جرا که ۱۸۴ =8 و ۱۵ 0 =€ ایجاب می کنند که 
(۴۵(۳۱۸)۲) = ). پس» تشابه را بطه‌ای هم‌ادزی دوی مجمم عسه ماتریسهای ۸× ۸ 
بردوی هيات ۴ است. همچنین تو جه کنید که تنها ماتریس متشابه با ماتریس همانی 7 
حرد ‏ است» وتنها ما تر یس متشا به با ماتریس صفر» خود ما تریس صفر است. 


۶ تیدنلهای خطی 


آمر.بن 
9 فرض کنید 7 عملگر خطی رودی Cc"‏ تعر یف شده با (ه 2( = ( ,2 ,)7 باشد. 
فرض کنید 9 پایۂ مرتب استاندة آ» و (ہ» ,») = 9 پایة مرنب تعریف شده با 
(۶ ,۱) = مه و (۲ ,زوس ) < په باشد. 
(الف) ماتریس 7 سبت به‌جفت ® و ٩‏ چیست؟ 
(ب ) ماتریس 7 سبت به‌جفت "9 و9 کدام است؟ 
(پ ) ماتریس 7 درپايةٌ مرتب 8 چیست؟ 
(ت ) ماتریس 7 درپاية مر تب (0 ,په کدام است؟ 
۲ فرض کنید 7 تبدیل خحطی از ۳ درا تعر یف شده با 
( ,وه TMs LA 2+ ( = (u 1-2 e‏ 
باشد. 
(الف) اگر 9 پایمر تب استاندة 1٩۳‏ و ' پایمرتب‌استاندۂ ۸ باشد ماتریس 7 نسبت 
به‌جقت و 9 کدام است؟ ۱ 
( ب ) اگر ax: ar}‏ ,0 < 9 د {Bs Bx}‏ = "9 ودر آنها 
O, o),‏ )2 0۷ ,)۱ و۱ ,7-0۱ 0۷ و( سب و0 ۰ 22 0 
)° ,8=(1 ,)0,۱( = ۵ 
ما تریس 7 نسبت به‌جفت ۾ و 9 کدام است؟ 
۳. فرض کنید 7 عملگری خطی دوی ۴ و4 ماتریس 7 درپایۂ مر تب استاندۂ "۴ باشد. 
فر ض کنید ۲۲ زیر فضای ۳۳ پدید آمده با بردارهای ستونی 4 باشد. دابعهٌ ۳ با7 


تحت 


¥ 


۴ فرض کنید 7 يك فضای بردادی ۲بعدی برروی هیأت 6 و 9 پایۂ مرتبی برای 7 
باشد. اگر 7 عملگری خطی روی ۲ باشد و 
a b‏ 
5 ۲ عم [ 1] 
ثا بت کنید ه = .T - ) (74-۵0 - c(1‏ 


۰۵ فرض کنید 7 عملگری‌عطی دوی ۸۳ باشد که ما تر پسش درپايةٌ مر تب استانده برا بر با 


نما یش ما تریسی تبدیلها ۱۲۷ 


است. پایه‌ای برای برد 7 وپایه‌ای برای فضای پوچ 7 بيا بید. 


۶ فرض کنید 7 عملگرعطی دوی ۲ تعریف شده با 
)0 ,وین —( < (22۷ ,)7 
با شد. 
(الف) ماتریس 7 درپاية مر تب استاندة "۸ چیست؟ 
(ب ) ساتسریس 7 در پاية مسرتب (۵۱ ,»)= 9 که در آن (۲ ,)= به و 
(۱س- ,۱) = ب چیست؟ ۱ 
(ت ) اگر 7 پايبة مرتب دلخواهی برای "۸ باشد و ۸ عم [۰]7 ثابت کنید که 
۸4۱۲۸4۷۱2۰ 
۷ فرض کنید 7 عملگرعطی دوی ۳ تعرین شده با 
Fur Fase)‏ توح وه se) < (a Fay, — a‏ ,بت Tuy‏ 
باشد. 
(الف) ماتریس 7 درپايةٌ مر تب استاندة "۸ چیست؟ 
(ب ) ماتریس 7 درپاية مر تب 
{ays ۵, ar}‏ 


که در آن (۱ ٠,‏ ,۱) =4 (۱ ,۲ ,۱ -) = و (۱ ,۱ ,۲)< م چیست؟ 
(پ ) ا بت کنید 7 معکوس پذ بر است وفاعده‌ای شبیه آنکه "7 را تعر بف می کند؛ برای 
770 به‌دست آور ید. 


۸ اگر 0 عددی حقیقی باشد» ٹا بت کنیل دوما تر یس 
0 0 ام 0 cos‏ 
۳ 3 
cos 0 0 ۱‏ 9180 


بسو روی هيات اعداد مختلط متشا به‌اند. (راهنماچی: فورض کنید 7 عملگر حطی روی 
نی باشد که در با يه مر تب استا نده پا ما تر یس اول نما یش داده می شود . گناه دو 
برداد ,۵ و په بیایید که بو ۵9 = ,70 و په 7:9 = 70 و (0 ,,0) یك پاید 
باشد.) 


٩‏ فرض کنید ۲ يك فضای برداری با بعد متناهی برروی هیأت ۲ و 7 و 5 عملگردایی 
خطی ر وی باشند.سوّال: چه‌وقت پایه‌های مر تب 9 و 9 برای 7 یافت می‌شو ند که 


۲۸ تبدیلهای خطی 


بم[7] عم [5]؟ ا بت کنید چنین پایه‌هایی وجود دار ند اگروتنها اگريك عملگرخطی 
معکوس پذیر رو ی 7یا فت‌شو د که 0577۱ = 7. (طرحاثبات:ا گر؛ ,ول 7] ی [5]» 
آنگاه لرا عملگر ی بگیر ید که 4دا بر وی 9 ببرد و نشان‌دهید کہا 107€ = ؟. بعکس» 
اگر به‌ازای عماکر معکوس پذ یری چون ل داشته باشیم 0-۱ -< 7 آنگاه ور ا 
پایهٌ مر تب دلخواهی برای ۷ و ۷ را نگارة‌آن تحت ل فرض کنید. سپس شان 
دهید بې[ 7] -م[5].) 


10. قبلا" دیده‌ایم که عملگر خعطی 7 دوی ۲ تعر یف شده با (ه فک( TOR‏ در 

ر ا مات یس 

o 

A= 

0 ٥ 
۹ نمایش داده می شو د. این عملکر در رابطه 7 بت 7۲ صدق می کند. ٹا بت کمند اگر‎ 
۲ عملگری حطی روی ۸۲ باشد به‌طور ی که $ = آنگاه يا oە =£ ای‎ 
یا پایه‌ای مرتب چون 9 برای 8۲ دوجود داردکه ۸4 <م[5] (منظود از ۸ «مان‎ 
ما تر یس فوق است).‎ 


۹ فر ض نید ۲7۲ فضای همه ما تر یسهای ستونی ۱ 7 برر وی هیأأت ۳ با شد. اگر 4 
ماتر یسی ۸ ×۸ برروی ۲ باشدء آنگاه 4 باضرب از چب؛ عملگر حول ی پا دا روی 
۷ تعر یف می کند: ×4 = (1)رر]. ثابت کنید هر عملگر حطی دوی ۰۲۷ بك ضرب 
از چپ‌درما تریسی ۸ × م است؛ یعنی به ازای ما تر یسی جرن 4 بت ہے است. 
حال فر ض کنید 7 يك فضای بردار ی بعدی بردوی هیأت ٣ہ‏ و 9 پایة مر تبی 
برای 7 باشد. به‌ازای هري در 7 تعر یف م ی کنیم م[1]0< ۰0 ثا بت کنید ‏ يك 
یکر یختی از 7۲ بروی ۳ است. اگر 7 ی روم ۲باشد آنگاه 077-۱ 
عملگر ی خطی روی 17 است. در نتیجد» ٦١‏ 71[ ضرب از چپ درماتر یسی ۸ × ۸ 
مانند ۸4 است. 4 کدام ماتریس است؟ 


۳ فرض کنید / یاف فضای برداری #بعدی برزوی هیأت ۲ د (ے ,۰۰۰ 4) ک 
پایةٌ مر تبی برای ۲ باشد. 
(الف) بنا بو قضية ١‏ عملگر عطی یکتایی جون 7 روی 7 وجود دارد به طوری که 
Tag =o.‏ راد مببره <ر9 1 
ماتریس 4 مر بوط به‌عملگٌر 7 ور بای مر تب 62 جیست؟ 
(فت. ) ثا بت کنید وخ 7 وی ۳۳۱ 
(پ ( فر ض کنید 5 عملکر ی حطی روی ۲ با شد که م .و ولي هه "ي 


تا بعکهای خطی ۱۲۹ 


تا بت کنید پا يه مر تبی چون ٩‏ برای 7 وجرد دار د که ما تریس § در پایةٌ مر تب '@ 
همان ماتریس 4 درقسمت (الف) باشد. 

(ت) ثابت کنید | گر ۸ و × ماتریسهایی ۸ × ۸ برروی 7 باشندکهه = ۷۳ = ۷۳ 
ولی 2۷۳-۱ ۷۲۳۱2 آنگاه ۷ و ۷ متشا به‌اند. 


۳ فرض‌کنید 7 و 17 دوفضای برداری با بعد متناهی برروی هیأت ۳ و7 تبدیلی حطی 
از 7 در ۳ باشد. 
اگر 
a}‏ ۰۰۰ 9210 و Ba}‏ :0,۰۰۰ < 9 
بتر تیب دوپایةٌ مر تب برای 7و ۲7۲ باشند» تبدیلهای £۰۹ را به‌صورتی که دداثبات 
قضی٤‏ ۵ تعریف شدند در نظر بگیرید: 8,8 = (ه)8۳۰۹. آنگاه 87۹ ها 
> > ۱ .> ې > ۰۱ پایه‌ای برای (۲۲ ,1)7 تشکیل می‌دهند و لذا به‌از ای 
اسکا لرهای مين وله (مختصات 7 دراین پایه از ( 7 (L(V;‏ 
۳۹ انح 
dn, E‏ یه 2 
نشان دهید ماتریس 4 با ددایه‌های پر۸4 =( ,2 )4 دققاً همسان ما تریس 7 نسبت 


۳ اابعکهای خطی 
اگر 7 فضایی بردادی بردوی هیأت ۳ باشد» يك‌تبدیل خطی ‏ از 7 درهیأت اسک لرهای 
۲ يك تا بعك خطی روی 7 نامیده می‌شود. با توجه به‌مفهوم تبدیل نحطی» این بدان معنی 
است که تابعی است از ۲ در ۲ که به‌ازای همه بردادهای ۾ و 8 از 7 وهمة اسکا لرهای 
» از ۲ 

f(ca+B)=cf )0( + (8):‏ 
مفهوم تا بعك خطی در مطالعة فضاهای با بعد متناهی مهم است. زیر ا درسازمان دادن و 
روشن کردن مبحث زیر فضاها» معا دلات حطی , ومختصات یار ی‌دهندم است.: 


مثال ۰1۸4 گیریم ٣ہ‏ یك هیأت باشد و 4»› ۰ dy,‏ اسکا لرهایی از ٣‏ باشند. تا بح 
f‏ روی ۳ را با 
an‏ ا + az,‏ = ).2 ا f(s‏ 


تعریف می کنیم. در این صودت. ‏ تابعکی خطی روی 7۳۳ است. ا؛ ن همان تا بعك خحطی 
است که توسط ماتریس [ږي ۰۰۰ ه] نسبت به‌پایة مر تب استا ندم "۴ وپایة }۱{ بر ای »7 


۰ تبدیلهای خطی 


نمایش داده می‌شود: ۱ 
j=l, crn:‏ (ع) ره 
هرتا بعك خطی دلخو اه روی ٣"‏ نیز به‌از ای اسکا لرهایی جون ۱ ۰۷ ۰۰۰۰ dg‏ به‌همین 
شکل است. این مطلب بلافاصله از تعریت تا بعك خطی نتیجه می‌شود؛ زیسرا با تصریف 
(رع) ر عد ,ي واستفاده ازخطی بودن دادیم 
(رگرشت2) [ < (,2 ۰۰۰۰ «,ه) f‏ 
j‏ 


5 2e, (6) 


زا نج 
مثال ۰۱4 اينك به‌مثا لی مهم از تا بمکهای عطی می‌پرداذیم. فر ض کنیم عددی صحیح 
مثبت و ۸ يك هیأت باشد. اگر 4 ماتریسی ۸ ×" با درایه‌های متعلق به ۳ باشد بد ۸4 
عبارت است از اسکا لر 
trA= A FAR ۰۰ Ana.‏ 


تابع دد تا بعکی خطی دوی فضای ماتر یسی 7*۶ است» زیرا 


)۳)۰۸4-+- ( < 3 (cA. FB) 
12۱ ۱ 


22 5: Bi 


ز ۱ 


= ctr(4)+trB. 


مثال ۰ فرض کنیم 7۲ فضای همه توابع چندجمله‌ای ازھیأت ۴ در خودش و ۸ 
عنصری از باشد. | گر تعر ی فکنیم 
L,(pP) = p(t)‏ 
آنگاه» E‏ تا بعکی خحطی روی 7 است. معمولا" این مطلب به‌این صورت توصیف می‌شود 
که به‌ازای هر «تعبین مقدار در /» تابعکی خطی روی فضای توا بع چندجمله‌ای است. 
لازم است این کته را متذکرشویم که چندجمله‌ای بودن توابع» نقشی دراین مثال ندارد. 
تعیین مقدار در تابعکی خطی دوی فضای همه توابع از۲ در٣‏ است. 


مثال ۰۲۱ تا بعك زیر ممکن است مهمترین تا بعك خحطی در دیاضیات باشد. گیریم 
[ط ,2] فاصله‌ای بسته روی خط حقیقی و ([0 ٥)],‏ فضای توابسع (با مقداد) حقیقی 


تا بعکهای خطی ۱۳۱ 


پیوسته روی [,۵] باشد. در این صورت» 


7 
4( | و2 
تا بعك خطی 1 دوی [06۲2:2 دا تعریف می کند. 
اگر 7 فضایی بردادی باشد» دستۂ هم تا بمکهای خطی دوی ۰۲ به‌طریقی طبیعی 
فضایی بردادی تشکیل می‌دهد. این فضا همان L(V<F)‏ است. ما این فضا را با ۴ شان 
می‌دهیم وآن را فضای دو گان ۳ می‌نامیم: 
FSP)‏ 
اگر بعد 7 متناهی باشد» سی‌توانیم توصیفی کته صر يح از * 7 فضای دوگان 7 
به‌دست آور یم . در مورد فضای *7 طبق قضية ۵ مطلبی می‌دانیم» وآن این است که 
بعد(7) = )7( 
فر ض کنیم B= ۰ n}‏ پایه ای برای ۲ باشد. پنا بر قضية ۱ (به‌ازای هر (i‏ يك 
تا بعك حطی یکتای , ر روی 7 وجود داردکه 
(۱۱-۳) »8= (ره)ر ل 


بدین طریق» از ٩$‏ مجموعه‌ای از و تا بعك حطی متمای ز گر » Ja“‏ روی ۳۲ ببهدوست 
می آلاریم. این تا بعکها دارای استقلال خطی نیز هستند. زیرا» فرض کنیم 


n 

el ۱۲-۳۸‏ رک 7 
ا 

در این صورت 


7 (ره)‎ = ef (o) 


2 
بے 2 


= Cj 


بخصوص. ا گر کک تا بعك صفر با شد به‌ازای هر ز دادیم ۰ < (ره) ‏ و لذا اسکا لرهای 
ری همگی ه هستند. حال و تا بعك , ۰٤/‏ ۰۰ مستقل خطی هستند وچون می‌دانیم که بعد 
۴ برابر ۸ است؛ مجموعۂ ( [,۰۰۰,) = *9 لزوماً بایدپایه‌ای برای *1 باشد. این 
پا یه پا با دو کان ې امیده می شو د. 


قضية ۰.٩۵‏ ارض کنییم 7 فضا ق سودااق با بعد دثناسی بر روگ هبات بر و 
L3‏ “® ۰ =8 پایه‌ای براق 7 پاشد. دد ایی صودرٽ» يلف اوةه دوگان پکتاق 


۱۳۲ تبدیلهای خطی 


گ۰ Se‏ براق * 7 وجود دادد به‌طوری که ,= (ره) . بها زاق هرقا بيك 
خحطی ‏ ددی 7 دادیم 
J = 2, f(adf: )۱۳-۲(‏ 
= 
و به اذاق هر برداد ۾ از ۲ دارم 
a= 2 f(a): (1۴-۳)‏ 
= 
البات. قبلا" نشان دادیم که پایه‌ای یکتا که «دوگان» 9 است وجود دادد. اگر ر 
تا بعکی حطی روی 7 باشد» آنگاه ر تر کیبی خحطی همجون (۱۲-۳ از ,رها ست و 


همان طور که بعد از تساوی (۱۲-۳) ملاحظه کردیم اسکا لرهای Cc;‏ بايد از (ره) [< ره 
به‌دست آیند. به‌طور مشا به» ا گر 


a= 2 0 


n 


۱ 


3 


بردادی از 7 باشد» آنگاه 


f(a) )نخس‎ ۱ 


° ول = 


بدین‌نحو عبار ت یکتای بو به‌عنوان تر کیبی خعلی از :ها 


0: << 3 گر‎ (a): 
ز‎ 
0 است.‎ 


معاد له (۱۲-۳) روش حو بی جهت توصیف ماهیت پایةدو گان بر ایمان فر اهم می کند. 
این معاد له می گوید که | گر ڑہ, ۰ ۰۰ ,,م) = 9 پایقمر تبی برای ۲ وز م۰۰ 8 
پا يه دو گان آن باشد» آنگاه f:‏ دققاً تا بعی است که به‌هر بردار بو ار ۰۳ مین مختص 0 
تسبت به‌پا يه مر تب 9 را تخصیص می‌دهد. از این روء می‌توانیم ,رها را ترابع مختصی 
برای 8 نیز بنامیم. فرمول (۱۳-۳) وقتی با (۱۴-۳) تر کیب شود می گویدکه: اگر ردر 
۴ با فرض ہے =(,ہ) ۶ باشدءآنگاه وقتی 

a= 022 سل‎ ° ° °“ PAT 

داد یم 


تا بعکهای خطی ۱۳۳ 


=a tH °°° Fan Da: )۱۵-۳(‏ (0) ز 
به بیان دیگر» هر گاه پا مر تبی برای ۲ انتخاب کنیم؛ و هر بردار 7۲ را توسط ,رتایی 
مختصاتش سبت به @» یعنی Pa)‏ °°( توصیف کنیم آنگاه هر تا بعك خطی روی7 
به‌صورت (۱۵-۳) است. این مطلب تعمیسم طبیصسی مثال ۱۸ است که حالت خاص 

B= {6° ° Ej, = F"‏ است. 


مثال ۰.۲۲ کم ۳ فضای برداری همه توابع چند جمله‌ای از ۸ در با 
در ۲ یا روت ر باشد. گیر یم ,۰ ۷ و مځ سه عدد حقیة ی عنماپز دلخواه باشند و 
p(t):‏ << (م )یر 
در این صودت» ,رل پر د بر تابعکهایی خطی روی 7 هستند. این تا بمکها مستقل حطی 
هستند؛ زیرا» فرض کنیم 
سب بر رل < ر] 
اگر ه = ؛ یعنی» به ازای هر م از ۰۲ ه = (م )رل آنگاه با به‌کاد بستن £ بر «توابع» 
جند جمله‌ای حاص ۰۱ و و 2:۲ به رست می آودیم 
(Ftc tye = o‏ € 0 
te Ftc tte = o.‏ 
ازاین معادلات نتیجه می شود که وک 6 کدرا (همان‌طور که محاسبة کو تاهی 
شا می‌دهد) ما تر یس 


۱ ۱ ۱ 
۳ 


وقتی ,۰ وم متمایز باشند» معکوس‌پذیر است. پس ,رها مستقل اند و چون بعد 7 
برابر ۳ است. این تابعکها پایه‌ای برای *7 تشکیل می‌دهند. این پايةٌ دو گان کدام پایه 
از 7 است؟ يلك چبین پا يه Pr}‏ ۳۰ ۳۰ از ۲ با ید در شرط 


;8= (رم )زرا 


C7 


;8= (رهار 
صدق کند. تست بسهو لت دیده می‌شود که این توابع جندجمله‌ای عبا ر تند از 


۴ تآبدیلهای خطی 


(1۷- 1۷()۵-جو) 
)م ۱( ) 


) 99-1 (r —t,) 
۱ #9 A(R) 


E —iJle—t) 
۳ 
پایة ڑم ,پم ,,م) از 7 جالب است. زیرا بنا بر (۱۷-۳) به‌ازای هر م در ۲ دادیم‎ 
p= P(t )p\ + p(t)Pr 4} )۴( 
از این‌دی ا گر 6۰6۱ و بت سه عدد حقیقی دلخواه باشند» دقیقاً يك تابع چندجمله‌ای ر‎ 
برروی ۸ وجود داردکه درجه‌اش حدا کثر۲ باشد وددشرایط ره = (ره)م» ۱,۲,۳ = ل‎ 
.p=c صدق کند. این تابع جندجمله ای عبادت است از بو سا بو بیط‎ 
7 اکنون در بارةٌ رابطة بین تا بعکهای حطی و زیر فضاها به بحث می‌پرداز یم. اکن‎ 
تا بعك خطی غير صفر ی باشد» آنگاه در تبه تبه ر ياك است. زیر ا برد زیرفضایی غیر صفراز‎ 
هیأت اسکا لرهاست‌و(بنا بر این) با یدهمان‌هیأت اسکا لرها باشد. ا گر بعدفضای‌زمینه۲7.متناهی‎ 
باشد؛فضیةر تبه باضافةً پوچی (قضیه۲) به‌ما می گو بد که بعد فضای پوچ ,۸۷ عبادتاست از‎ 
)2۷,( بعد (7) = بعد‎ - > 
درهر فضای برداری با بعد 0 زیرفضایی با بعد ١م يك ابر فضا نامیده می‌شود. چنین‎ 
نیز نامیده می‌شو د. آ یا هر ابر فضك‎ ١ زیر فضا یی گاهی ابر صفحه یا زیر فضای با همیعد‎ 
فضای پو تا بمکی حطی است؟ بساد گی دیده می شود که جواب مثبت است. شان دادن‎ 
این مطلب‌چندان مشکل نیست که هر زیرفضای ل بعذی از فضایی 7 بعدی اشتراك فضادای‎ 
پوچ (۵ -) تا بعك حطی است (قضية ۱۶ ذیر).‎ 


۱ )2( 


تعریف. اگر 7 فضایی بردادی بر ددی هیأت ۶ و ی زیسرمجموعه‌ای از ۰۲ باشده 
پوچساز ۽ عبادت است از مجموعۀ "ی منشکل از ٿا بمکهای خحطی ‏ دوی 7 که بهاذای 
هر » دد که ه < (ه) ]. 

این مطلب بايد دوشن باشد که خواه ی زیر فضایی از 7 باشد خواه نباشد؛ 5° 
همواره زیرفضایی از 7۳ است. اگر مجموعهٌ 6 تنها متشکل از بردار صفر باشدآنگاه 
= "ی و اگر 7= ی آنگاه "ی زبرفضای حفر *77 است. (وقتی بعد 7 متناهی‌باشد» 
مشاهده این مطلب ساده است.) 


قضی ۱۶.فرض کنیم 17 فضایی بردادی با بعد متناهی بر ردق هیأت ١‏ د 17 ڈھر۔ 
فضاپی از 7۲ باشد. دد این صورت. 


. بعد ( 7) = بعد (° ۳)77 بعد( 7 ) 


تا بعکهای خطی ۱۳۵ 


اثبات. گیریم م بعد 7و ,۰ ۰۰ {a‏ بایه‌ای برای‌آن باشد. بردارهای 
اب0۰۰۰ از 7 را طوری انتخاب می‌کنیم کسه (,0,۰۰۰:0) پایه‌ای برای ۲ 
گردد. فرض کنیم دو گان این پایه از ۲ پاية (, ,4,۰۰۰ برای 7 باشد. ادعا این 
است که ( ,۰۰ ۰, ی )پایه‌ای بر ای پوچساز؟ 17 است. مسلماً به از ای هر 14-۱ < » 
f,‏ به 1۳7۲ تعلق دادد زیرا 

رر۵< (ره )رل 

و هر گاه 1-۲-۱ ز و که = رر8. اذاین‌مطلب نتیجه می‌شو د که به‌از ای ۱ ا ۸ح ا 
ه = (0), را لبته با این شرط که »۵ تر کیبی خحطی از 0 ۰ ۵۰ باشد. تا بعکهای 
ببع ۰۰۰۴ مستقل خطی هستند» از این‌رو تنها چیز ی که بايد نشان دهیم این است که 
آنها "17 را پدید می آودند. فرض کنیم گر در *7 باشد. حال 


۸۸ << ز 
و اگر f‏ دد 7۲ باشد به‌ازای 6 > :1 دادیم ه = (به)] و 
f (af ۰‏ 3 ز 


ikl 
O .dimW°=n— k آنگاه‎ «dim =7 و‎ di = پس نشان داده‌ایم که اگر‎ 


نتیجه. اگر 7 زپرفضاپی ۸ بعدق اذ یك فضاق برداری 7 بهء‌دی 7 باشد.آ نگاہ 
7 اشتراك (-7) اہر فضا ۱( 7 است. 

البات. این مطلب بیشتر نتیجه‌ای از اثبات قضیهً ۱۶ است تا از صورت آن. دد 
نماد گذ ادی‌اثبات» 7دقیقاً مجمو عه بر دارهای» است که ه = (ه), ,۱,۰۰۰ سل . 
در حالت ۱ -- = ۰ ۷ فضای پوج ,7 است. [) 


نتیجه. اگر ,17 د 17 (پرفضاهای يك فضای پردادی با بعد عنناهی باشند,۲ نگاه 
۷ ,17 گر و تھا اگر ۲ ۳ = )7 

البات. اگر ¥= 7 آنگاه سلما 1۷ 7 اما اگر ۷ع ۰۲۲ آنگاه 
یکی از این دو زیر فضا شامل بردادی است که در زیرفضای دیگر نیست. فرض کنیم 
بردادی چون » در 7[ هست که در ,17 فیست. بنا بر نتیجهٌ قبل (يا اثبات قضية ۱۶) 
تا بعکی خطی چون f‏ موجود است که به‌ازای هر برداد 8 اذ ,۲۷ ۰ < (6) 7 اما 
لد( ه) ]. دد این صودت ‏ دد ۲7 هست ولی دد ۽ ۷ نیست و لذا ۰۲۲۲2۲۲۱ 02 


در بخش بعد اثباتهای مختلفی برای این‌دو نتیجه خواهیم آودد. نتبجهٌ اول ی گو ید 
که: اگر پاية مرتبی برای فضا انتخاب کنیم. هر زیرفضای ۸ بعدی می‌تواند با وضع 
(۸ -۸) شرط ختلی همگن روی مختصات نسیت به‌آن پایه توصیف شود. 

اکنون به‌طور اجمال از دید گاه تا بعکهای حطی» ؛ظری به‌دستگاههای معا ولات حطی 


۶ تیدیلهای خطی 


همگن می‌افکنیم. فرض کنیم دستگاه معادلات خحطی 
PFA = o‏ ۰۰۰ 2 ,4,9 
AF 9 1 4 = 2‏ 
داده شده و بخو اهیم جوابهای آن را بياییم. اگر فرض کنیم ,ها ,۱,۰۰۰ = 
تا بعکهایی خطی روی ۳ باشند که با 
سل ۳ 4:9 = ( .2 E‏ ۸۳2 
تعر یف می‌شوندء آنگاه زیر فضایی از ۳۳ متشکل اذهمةٌ »‌هایی دا می‌جوییم که 
۰ 1 و ۰۰۰ ,۱ ] o,‏ < (0) ز 

به بیان دیگر زیر فضا یی دا جستجومی کنیم که توسط ,۰۴ ۶,۰۰۰ پوچ می‌شود. عمل 
تحویل سطری ماتریس ضرایب. روشی با نظام جهت یافتن اين دیرفضا در اختیار ما 
می گذادد. یی (ی4 ,۰۰۰ ۰ ,4)» مختصات تابعك خطی ,کر نسبت بهپایه‌ای که‌دوگان 
پا يه استا دة F"‏ استر | يەد ست می دھد. دا فضای سطری ما تریس ضرایب را می توان 
به‌عنوان فضای تابعکهای حطی پدید آمده توسط ,۴ ۰۰۰ ور به‌حساب آورد. فضای 
جواب؛ زیرفضای پوچ شده تو سط ین فضا از تا بعکع] است. 

اکنون می‌توان از دید گاه «دو گان» به‌دستگاه معادلات نظر کرد. به‌این‌معنی که فر ض 
کنیم 7 برداد 

(Ais ۰ Ain)‏ = به 
از 1 به‌ما داده شده با شند و بخر اهیم پو چسار زیر فضای پدید آ مده توسط اش بر دار هارا 
بيا بیم. چون هرتا بعك خحطی روی F"‏ توغاً بذصو رت 
S(t sa) SC °°° FC‏ 


است» شرط بودن ر دداین پوچساز این است که 


یعنی» این است که (وC‏ وهه €( جواپی از دستکًام دہ = 4 باشد. با اين ديد عمل 
تحویل سطری 4 دوشی با نظام برای يافتن پو جسار دیرقضای پد ید آم دہ تو سط مجموعةً 
متناهی مفر وضی از بردارهای ۲ به‌دست می دهد. 
مثال ۰۳۳ زياد“ سه تا بعك خحطی روی ۸۴ داده شده است: 
FFE‏ م 2 ۲ سلد LIA Dy: e) = 2 Yor‏ ب 
f(s Is Des 2e) = a+ De‏ 


up PFU:‏ — و — = e)‏ وس Acs‏ ار 


تا بعکهای خطی ۱۳۷ 


زیر فضا یی که توسط این تا بعکھا پوچ‌می‌شود با یا فتن شکل تحویل‌شدة سطری پلکا نیما تر یس 


۱ ۲ ۲ ۱ 
A= 0 ۲ 0 ۱‏ 
۳ ۳ج 9 یت 


۱ o ۲ o 
R= | o ۱ o o 
0 0 0 ۱ 


بنا بر این» تا بعکهای حطی 
De: e) =a Fz‏ 2۲۱ 4202 
De) =‏ 2۷۰ 2۱۱ ۱ب 
Ups De) = De‏ 2۲۱ :8(2 
همان زیر فضایی از (RF)‏ را پدید می آور ند که تا بعکهای ١‏ پگ و م۴ و همان زیر- 


فضایی از ۴( راپو چمی‌ساز ند که ١گ‏ پل اب ار زیر فضای پو ج‌شده» متشکل از بردادها یی 
است که درشرایط 


-- << 1 
o‏ = = 
صدق می کنند. 
مثال ۰۲۴ فرض کنیم 7[ زیر فضایی از۵ج/ باشدکه توسط بردارهای 
(۳ ,۲ رات a=(o,0o,‏ )۱= ,¥ و۳ ,۲ =(Y,‏ 0 
(ه ,۳ ,۲ ,۱ ,۱) 2 م0 (۲ ,۵ ,۲ ,۱ ,۱ ) < a‏ 
پدید می آید. چگونه می توان * پوجساز ۳ دا توصیف کرد؟ ماتریسی ۵ × ۴ مانند 
4 با بردارهای سطری ,»۰ ٤۲‏ «0» وې دا تشکیل می‌دهیم وما تریس تحویل شده‌سطری 
پلکا نی ۸ را که هم ارز سطری ۸4 است می‌یا بیم: 


۲ سب‎ ۲ ۳ ۴ =١ ۱ سب‎ ٩ o مسب‎ ٩ o 
سب‎ ۷ ۱ ۲ ۵ ۳ o 0 ۱ ۳ o 

A= + R= 
o 0 سے اسب‎ ۳ 0 0 o 0 ۱ 


ج 
سے 
چ 
¢ 
0 
0 
0 
o‏ 
o‏ 
o‏ 


۱۳۸ تبدیلهای خطی 


اگرگر تابمکی حطی روی ۸۵ باشد: 
۵ 
Bic,‏ > (وه ۰۰۰ f(a,‏ 
2 


آنگاه f‏ در° ۳ قر ار دارد ا گروتنها اگر ۰ << f (a)‏ به از ای ۴ و۳ ,۲ ml,‏ یعنی» 
اگروتنھا اگر 


واين خود هم ارز است با 


يا 
Yee = o‏ -,»6 
C= ۰‏ 


همه این گو نه تابعکهای‌خطی ‏ را با تخصیص مقا دیری دلخواه به پ٥‏ و ,۰6 مثلاگ ي = ٥‏ 
وط = م)» وسپس یا فتن‌مقا د یر متناظر ۵10 ,6 ۷۲ - < ی و ه وه به‌دست‌می آور یم. 
بنا بر این ° متشکل ازهمهٌ تابعکهای خطی ‏ به‌صورت 
زو ۲۵,1 an‏ و( f(s Acs Drs e, 2a) = (a‏ 
است. بعد ° 7دواست وپایۀ ر ی گ) برای ۳ ازقراردادن ۱ < ۾ وه =( درابتداء 
وسس ه دم و١‏ =( به‌دست می آید: 
a ۷‏ (وه ۰۰۰۰ J(u‏ 

° ۲۵۲ << (مته ۰۰۰۰ )۲ ل 

تابعك نوعی ‏ از 7۴ ءبادت است اذ: 9+ و < ۰ 


آمر ین 
٩‏ دد ۸۳ بردادهای (۱ ,۰ ,۱) = ,۰)0 (۲ ,۱ )٥,‏ =0 و (هیا سرا ) ین 
(الف) هر گاه تابمك حطی ‏ روی ۳( با شرایط 
 )0۷( << —\, [ )0( 2۳‏ ۰ << (:0) زر 
باشد و (ء ,6 ,6) < ۵ دداین صودت (») f‏ دا ییا بید. 
(ب ) تابعك حطي 7 روی "۸ داکه 


تا بعکهای خطی ۱۳۹ 


=٥‏ (0۱(<[)0۱) وی هع«(1)0 
بطو ر صریح توصیف کنید. 
(ب ) فرض کنید تا بعك خطی ‏ با خواص 
f(a)‏ ,ه < (به) [< (,ه)[ 

باشد و ( N ۳, ١‏ شان دهید o‏ (0) . 

۰۴ فر ض کنید پایهٌ (به به ,,م) = 8 برای "€ به‌صورت 
(ه م۲ ۰) a= (1,1, ۱), a=‏ و( وه ,1=“ 
تعریف شده است. پاية دو گان 9 را ییا بید. 


۳ گرم و2 دوماتریس ۸× ۸ برروی هیأت ۳ باشند. نشان دهید (4 1)8 = (۳)۸۸3. 
سپس شان دهید ماتریسهای متشابه. ردهای متساوی دار ند. 


۴ فر ض کنید ۲ فضای برداری همه توابع جند جمله‌ای 7 ازچر درچر با درجۀ ۲ يا کمتر 
با شد: 
۱ هه وه pla) =e,‏ 
سه تبدیل خحطی توسط 
۲ ۱ 
مهار |( fAP)= | reas,‏ 


۵ ا <(و) ۶ 


روی 7 تعریف می کنیم. با ارائه پایه‌ای برای که (م ,م رم ) دو گان‌آن باشد 
تان دهید ( ر ,بر ر پایه‌ای برای است. 


۵ اگر4 و 8 دوماتریس مختلط ۸ × م باشنده نشان دهید که تساوی 7۲ < ۸8-4 غیر 
ممکن است. 
ك فر ض کنید ۸ و۸ دوعدد صحیح مثبت و٣‏ یك هیأت باشد» ول 2 fa“‏ تا بمکها یی 
خحطی روی "۴ باشند. به‌ازای هر در ٣"‏ تعریف می کنیم 
Ta= (f (a), ۰۰۰۰ f (o)‏ 
نشان‌دهید 7 تبدیلی خطی از" در ۳۳ است. سپس نشان‌دهید هر تبدیل خطی از ٣‏ در 
تام 7 بهار ای چا ۰۰۰ زهایی؛ به‌شکل پالاست. 


۱:۰ تبد بلهای خطی 


۷ ۰ فر ض کنید (۱,۲--,ه,۱) )۵ د(۱ ,۳,۱ ۲۱) = په» و 7 زیرفضای پدید آمده 
توسط 0 3 0 از ۴( باشد. از تا بمکهایی عطی مانند ۶ به‌صورت 
SFOs Ds Fes De) = Cn Fez Far FCene‏ 
کدام در پوچساز 7 قراردارد؟ 


۸ ۰ فر ض کنید 17 زیرفضایی از ۸۵ باشد که توسط بردارهای 
م6 a =6 Fre Fer, 0 =e Fey Free‏ 
م۴6۸6 ۴6۱۲۶6۷ 6۲ = ar‏ 


٩‏ ۰ فرض کنید 7 فضای بر داری‌همةما تریسهای ۲ × ۲ برروی هیأت اعداد حقیقی باشد.و 


a 
B= 
¬1 ۱ 
[ فر ض کنید 17 زير فضای‌متشکل اذهمهٌ 4رهای با شرط ه  ۸ از 7 وتابعك حطی‎ 
2۲ X ۲ روی 7متعلق به پو جساز 7[ باشد. | گر ه 0 ۳< (0) .71 ما تر یس همانی‎ 
0 o 


C= 
0 ۱ 


باشند» J/(B)‏ را پیا بید. 


)۸ فرض کنید 7 وھا از اعداد مختاط باشد.  تا بعك خحعلی دوی ۲(۲۳ ح2‎ ٥ 
تو سط‎ 


۸ فر ض کنید ,۲7۲ و ,7 دوزیر فضا ازيك فضای برداری با بعد متناهی 7 باشند. 
(الف) ثابت کنید ۲۷۲۱۲۱۲۲۲ ۲( ۲۲ ۲۷). 
(ب ) ثابت كنيد 2۱۷۱۲۲۲ )07 , 7). 


۳ فر ض کنید 7 یك فضای برداری با بعد متناهی برروی هیأت ٣‏ و 17 ذیر فضایی از 
7 باشد. اکر ر تا بعکی حطی دوی ۳ باشد» ثا بت کنید یك تابعك حطی چ دوی ۲ 


دوگان مضاعف ۲۱ ۱ 


یافت می‌شود به‌طوری که به‌ازای هریم درزیرفضای ۲ (») f‏ = (0)ع. 


۴ فرض کنید جر زیرهیأتی از هیأت اعداد مخثلط و 7 فضای بردادی دلخواهی برروی 
۲ باشد. ‏ و چ را تا بعکھایی خطی روی 7 می گیریم به‌قسمی که تابع | تمریف 
شده توسط (0)ع(0) = (»)۸ نیز تا بعکی خطی روی ۲ شود. ثا بت کنید ه = ریا 
0 << 2 ۰ 


۴ باشد. اگر ,بم» ۰۰۰۰ رن تعدادی متناهی بردار از 7 باشند» و همه مخالف برداد 
صفر» ثا بت كنيد يك تا بعك f‏ دوی ۲ یافت می شود به‌طو ری که 


J (a) z#o, i=l, ۰۰۰ ۰ 


۵ بنا بر تمر ین ۳ ماتریسهای متشابه دادای ردهای متساوی‌اند. از اینروء می تو انیم رو 
يك عملگرخطی روی يك فضای با بعد متناهی را رد هرماتریسی که آن عملگردا در 
یك پایةٌ مر تب نمایش دهد تعریف‌کنيم. این مفهوم خوش تعریف است» چرا که همةٌ 
این گونه ماتریسهای نمایش برای يك عملگر با هم متشا به‌اند. 

حال فرض کنید ۷ فضای همه ماتریسهای ۲ < ۲ بردوی هیأت ‏ و ٥‏ ماتریس 
۲ × ۲ ا بتی باشد. فرض کنید 7 عملگر خطی تعریف شده توسط ۳۸4 = (7)۸4 دوی 
7۲ باشد. ثا بت کنید ()۲۱۳ = (۳)4. 


۶ شان دهید تا بعك رد روی ماتریسهای ۸ × ۸ به‌مفهوم ذیرء یکناست. اگر 17 فضای 
ماتریسهای ۸ × ۸ برروی هیأت ۴» و تابعکی خطی دوی 17 باشد که به‌اذای هر 
4 و B‏ از ۲ (8۸) = (48)/» آنگاه [ مضربی اسکالری از تایسع دد است. 
اگرعلاوه براین ۸= (7)/ آنگاه ر خود تابع رد می باشد. 


۷ فرض کنید 17 فضای ماتریسهای ۸ < ۸ برروی هیأت ۳ و , 17 ذير فضای پدید آمده 
تو سطما تر یسهای € به‌صورت ۸4-۸4 = ل) باشد. ثابت کنید. , ۲۷ دقیقاز بر نضای 
متشکل ازما تریسها یی است که داز ای رد صفرهستند. (داهنماچی: بعدفضای ماتریسهای 


با رد صفر جیست؟ از «واحدهای» ماتر یسی یعنی از ماتریسهایی که تنها يك در ايةً 


e 


غر صفر دار ند برای ساخحتن تعداد کافی ما تریس مستفل حطی بەصو دت AB — B4‏ 
استفا ده کنید.) 


۳ دو گان مضاعف 
هر پایه برای *7 دو گان پایه‌ای برای 7 هست یا نه. دوشی برای پاسخگویی به‌ایسن 


۷۲ تبدیلهای خطی 


پرسش این است که **7» فضای دوگان 7 دا بررسی کنیم. 
ا گر بردادی از 7 باشد. آنگاه ۾ تبدیل خطی ے1 راکه با 
f )۵(‏ <(ام به‌اذای هر در *۲ 
تعریف می‌شود؛ روی * ۲ القا می کند. اثبات ای ن که بر خحطی است. چیزی نیست جز 
فرمو لبندی مجدد تعر یف اعمال حملی در * ۳: 
(ef + 8()0(‏ < (ع + )م1 
g(a)‏ +-(0)([») = 
cf (a) 2)0(‏ = 
cLa( f)FLA(8):‏ = 
اگر 7 با بعد متناهی باشد و جح آنگاه ٥غدے؛‏ به بیان دیگر» یك تا بعك خحطی ر 
وجود دار د که هعد(ه) گر. اثبات این مطلب بسیارساده است ودر بخش ۵.۳ آمده است: 
پایشمر تب (ړ ٩,۰۰۰,‏ ) < 9 با شرط 0 = دا برای ۷ انتخاب کنید وگ راتا بعکی 
تحطی بگیر ید که به‌هر بر داد ۳۲ او لین مختصش ددپایۀ مر تب را سبت دهد. 
قضی ۰۱۷ فرض کی 7 پلك فضای بردادی بابعد متناهی بسرروی هیأت ۸ باشد. 
هاذای هربرداد ۵ ۱( 17 تعریف مي‌کنيم 
(۵) ز - ( )ا به‌اذای هر ز در ۰۷٩‏ 
دراپی صورت؛ نگاشت ,£ ب ۾ یلك پکریخننی اذ 7 پروی **7 است. 
اثبات. نشان دادیم که به‌از ای هر ۾ تابح رز خطی است. فرض کنیم ۾ و 8 در ۲ 
و ع در باشد» وهمچنین 601-0< ۷. دد این صودت. به‌ازای هر [ دد *7 


1)۳(<)(( 
= f (ca+F8) 
=cf (a) F f(8) 
= cLa(/ )FLs(/) 
وازایندو‎ 
Ly, =cLa Lp ۰ 


این نشان می‌دهد که نگاشت پر + ي» تبدیلی حطی از 7 در**7 است. این تبدیل‌نامنفرد 
است؟ زیر ا» بنا برملاحظات فوق» ۰ < بو اکر وئنها اگره = ». پس بر + ۾ تبدیل 
خحطی نامنفردی از 7 در**۳ است وچون 

بعد (7) = بعد (*۲) = بعد (۲*۶) 


دو گان مضاعف ۱۴۳ 


قضیه ٩‏ بیان می کند که این تبدیل معکوس پذیر وبنا بر این يك یکر یختی از ۲ بروی ۲*۴ 
است. O‏ 


نتیجه. فرض کنيم 7 یك فضاق بردادی با بعد متناهی پرروی هیاأت ۴ باشد. اگو 
رآ قا بعکه خحطی ددی *۰7 فضای ددگان ۰7 باشد» آنگاه يك پوداد پکنای 0 در 7 
موجود است به‌طودی که بهاذاي هرز در *7 


17 ( < f(0) ۰ 


نتیجه. فرض‌کنيم 7 يك فضای بردادی بابعد متناهی برددی هیأت ۶ باشد.هرپایه 
اذ *7 ددگان پایه‌ای ۱( 7 ۱ست. 

اثبات. گیریم وگ ,۰۰۰ ,۴ = 9۳ پایه‌ای برای *7 باشد. ینابر قضیةً ۰۱۵ 
پایه‌ای چون La}‏ سس E‏ برای **7 با این حاصیت یافت می‌شود که 


L( Fj) =8; ۰‏ 
با استفاده از نتیجۀ قبل» بداز ای هرز يك برداد ,۾ دد 7 وجود دادد به‌طوری که به‌ازای 
هر [ در*/ 

(به) [ ع< ( ).7 
یعنی» La,‏ پر]. از اینجا بلافاصله نتیجه می‌شود که (,0: ۰ پایه‌ای برای 7 است 
و * دو گان این پایه است. [] 


نظر به‌قضيةٌ ۰۱۷ معمولا" ۾ دا با 1 یکی می گیر یم» ومی گو بیم ۲ دو گان فضای 
* «است» یااینکه فضاهای ۲ و *7 به‌طر در طبیعی دد دو گانی یکدیگر هستند ویا اینکه 
هر فضا دوگان فضای دیگراست. آخرین نتیجه گو اه مفید بودن این نتایج است. گواه‌دیگر 
به‌شر ج زیر است. 

| گر E‏ زیرمجموعهای از *7 باشده آنگاه پو جساد £ (بنا به‌قاعده) زیر مجموعهای 
از **7 است. | گر نظر به قضبهةً ۷ تصمیم به یکی انکاشتن pP**syy‏ بگیر یم آنگاه E°‏ 
زیر فضایی از ۲ خواهد بود که مجموعه همه وهای ۲ 3 شر ط ه < J (a)‏ به‌از ای همه 
[های ددع است. در یجی از نتیجه‌های قضبةً ۱۶۶ مشاهده کر دیم که هرز یر نضای 7۷ تو سل 
پوجسازش ی تعیین می‌شود. جکو نه؟ پاسخ این است که 7 زیر فضای پوچ شده توسط 
همه [های در 7 یعنی اشتر اه فضاهای پوچ همه رهای متعلق به ۲7۰ است. با توجه 
به نما د مورد استفاده برای پو چساز هاء پاسخ را می توان بسیار ساده بیان رگ 
(Ww °)‏ عد ۲۲ 


قضبا ۰٩۸‏ اگر 9S‏ زیر مچموعهاق ۱ فضاق بردادق با پود مللا هی 7 باشد. 2 
"(5۳) زیرفضای پدیداعده توسط و است. 


۴ تید یلهای خطی 


اثبات. گیریم 17 ز یر فضای پد ید آمده‌توسط 5.با شد.و اضح است که $ = * 17 بنا براین» 
کافی است اثبات کنیم که ۴ = . قبلا"اثباتی اذاین مطلب عرضه کردیم و اينك‌اثباتی 
دیگر. پنا بر قضية ۱۶ : 

بعد ( ۲) = بعد ( ° )بعد ( ۲۷) 

بعد (*7) = بعد (*۲7۳) + بعد ("۲7) 
و چون ۳ = بعد (7) دادیم 
٠‏ بعد (** /7) = بعد (۲7) 


چون WwW‏ زیرفضای ۷ است» می بینیم که 27 ۰۲۷ [۲ 


نتایج این بخش برای فضاهای برداری دلخواه نیز بسرقسراد هستند؛ لکن ابا تھا 
مستلزم استقاده از به‌اصطلاح اصل انتخاب می‌باشند. چون نمی خو اهیم حود را در کیر 
بحی طولانی در بارة این اصل بکنیم پو جسازها را در فضاهای بردادی عمورمی مورد 
بحث قر ادنمی‌دهیم. اما دو نتیجه در بارۂ تا بعکهای خطی روی فضاهای برداری دلخواه چنان 
اساسی هستند که نمی توان از آنها بساد گی گذشت. 

گیریم 7 فضایی بردادی باشد. می‌خواهیم ابر فضاهای 7۲ را تعر یف کنیم. بجز در 
حالتی که بعد 7 متناهی باشد نمی‌توانیم ابر فضاها دا اد طر یق بعد آنها تعر یف کنیم.و لی 
می تو انیم این ایده دا که ر پر فضای N‏ برای پر کردن 4 دقیقاً يك بعد کم دارد» به‌طریق 
زیر بیان کنیم: 


۱ ۷ زیرفضایی سره از ۲ است؛ 

۲ اگرزیرفضای از ۷ شامل ۷ باشد. آنگاه یا × = ۲۷ ویا 7= ¥ شرایط 
(۱) و (۲) توأماً بیان می کنند که ۷ زیر فضایی سره است» و زیرفضای سره‌ای بزر گتر از 
آن وجود ندارد؛ به‌طور خحلاصه, × يك زير فضای سره ما کسیمال است. 


تعریف. اگر 7 فضایی بردادی باشد؛ يك ابرفضای 17 يك زیرفضای‌سر؛ ماکسیمال ‏ 
۳ است. 


قضیا ۰۱4 اگر ار تا بعك خطی غیرحفری ددق فضاق بسردادی 7 باشده آنگاه 
فضای پو چ زر يك ابرفضای 7 است. پعکسی. هر اپرفضای ۰7 فضای پوچ تابعك عطی 
غير صفری ۱ نه ازوم پکتا) ددی است. 
اثپات. فرض کنیم ‏ تا بعت حطی غیرصفر ی روی »و ,۸۷ فضای پوچ آن باشد. ۾ 
را برداری‌از ۲ می گیر یم که دد , 2۷ نباشدیعنی ۾ را بردادی می گیر یم که ۰ 3 (0۵) [. 
نشان می‌دهیم که هر بردار ۰7 در فضای پدید آمده توسط ,2 و ي قرار دارد. این زیر۔ 
فضا شامل همه بردادهای 


۰۷-۳۵ ۷ دد ,۰2۷ دد F‏ 


ووگان مضاعف ۱۴۵ 


است. هر گاه 8 در ۲ با شد» تعر یف می کنیم 
0 
)«(/ 


این تعریف بامعنی است چرا که ٥‏ (ه) . دراین صورت» بردادهء-8 = ۷ دد ,۸۷ 





/()= f(8B—c«) 
= f(8)—ef(«) 


= ۰ 


لذاء 8 در زیر فضای پدید آ مده قو سط aN,‏ قرار دارد. 

حال ۸ را يك ابرفضای 7 فرض می کنیم و برداری چون » دا در نظر می گیریم 
که در ۷ نباشد. جون N‏ يك زیرفضای سره ما کسیمال است» زیر فضای پدید آمده تو سط 
N‏ و م کل فضای 7 است. بنا بر این» هر برداد 8 از 7 به‌صورت 

۱ 1-۵ << ۷ دد ۷ و » دد ] 
است. بردار ۷ و اسکا لر ع توسط 68 به‌طود یکتا تعیین می شو ند. زیر 1 ا کر همچنین د اشته 
باشیم 
٩۲۵‏ < 0 ¥ در N‏ اه در F‏ 
آنگاه 
(c—c)a= ۰‏ 

اگر هلب ای عم آنگاه ۾ باید در ۷ باشد؛ از اینروء c‏ = ام و ۷ = د. طریقی دیگر 
برای بیان نتیجةً حاصل چنین است. اگر 6 در 7 باشد. اسکا لر یکتا یی جون 6 وجوددارد 
که B6—ca‏ در 7۷ است. این اسکا لر را (2)0 می‌نامیم. حال» بردسی این که 4 تا بعکی 
خطی روی 7۲ و × فضای پوچ چ است. آسان می باشد. [] 


لم. اگر رد ع تابعکهایی خحطی ددی فضای بردادی 7 باشند. آنگاه ع مضرب 
۱سکااری ر است اگر و تنا اگر فضای پوچ ع شامل فضاق پوچ زر باشد+ پې اگر د 
تنا اگر ہ = (») ر ایجاب کندکه ه = (6)0. 
اثبات. اگر ه = » آنگاه به‌همین نحو =٥‏ چ و مسلماً چ مضر بی اسکالری اذ کر 
است. فرض کنیم هل ؛ آنگاه فضای پوج ,۸ يك ابر فضای 7 است. برداد 0 از ۲ 
را با شرط هعو(0) انتخاب و فرض می‌کنيم ` 
۰ 80 _ 
(0) 





€ 


۶۵ تبدیلهای خطی 


تا بعك خحطی -ع < | روی N,‏ صفر است» زیرا ‏ و چ هر دو روی ۽ 7۷ صفرهستندو 
٥‏ = (۵) [ه - (0)ع = (1)0 پس, ۸ دوی زیرفضای پدید آمده توسط ,2 و .۰۵ صفر 
است و این زیر فضا خحود 7 است. نتیجه اینکه ه = ول یعنی » كق O‏ 


قضی ۰۲۰ فرش کنم عٍ» ,]۰۰۰۰ ثابهکهاپی خطی ردی فضای بردادی ۰77 
پثر یب » با فضاهای چو ج oN‏ ۰۰۰۰۷ و 7۷ پاشند. در ای صورت. ع ثرکپبی خطی 
از ,۰۰۰۰0 و ,گر است اگر و قا اگر 2۷ شاعل اشتراك ,۲۱۷ ۱۰۰۰] N)‏ باشد. 

امات. اگر ,۰۰4 ند و و به‌ازای هر داشته باشیم ه -<  ,)0(‏ 
آنگاه بوضوح ه < (0)ع. بنابراین» × شامل ,۲۱۷ ۸۷۱۲۱۰۰۰ است. 

حالت عکس (نيمة «اگر» قضیه) دا به استقرا نسبت به م اثبات می کنیم. لم قبل 
اثات‌حالت ۱ = م را به‌دست می‌دهد. فرض کنیم قضیه را برای حالت ۱ زد مربد انیم 
و تا بعکهای خحطی f9 ۰ f‏ را پا فضاهای پوچ oN‏ ۰ با این شرط که 
N ۰۰ N,‏ مشمول دد ۷» فضای پوچ ع» باشد در نظر می گیریم. اگر 
او E f‏ بر تحدیدهای و 9 ۰ و رل به زیر فضای N,‏ با شند» آفگاه 
f 9‏ ۰ وگ تا بعکها یی حطی دوی فضای برداری 7۷ هستند . بعلاوه ا گر ۾ 
برداری دد ,۷ باشد و به‌اژای ۱ ,۱,۰۰۰ =1 داشته باشیمه = (0) آنگاه ۾ در 
۲۱۰۰۰۷ 7۷ است و لذا ۰ = (0) ام. بنا به‌فرض آستقر | (حالت (r=k—1‏ 
اسکا لر ها یی چون ره و جود دار ند که 

° وگب سس وه ۰ له < او 
اکنون فرض می کنیم 
1-۱ 
h=g— 2 efe )۱۶-۳(‏ 


در این صورت ۸ تابعکی خحطی روی 7 است و (۱۶-۳) می گوی که به‌ازای هر ه از 
,۷ ه = (0). بنا بر لم قبل؛ ‏ مضربی اسکالری از ےار است. اگر بت = بل آنگاه 


3 
8 2 Û 


مر .بن 
٩‏ فرض کنید ور عددی صحیح مثبت و ر يك هیأت باشد. 7 را مجموعة هم بردادهای 
هر ۰۰ 2,۰) از 7 بگیرید که Faq o‏ ه سل وه 
(الف) ٹا بت کنید ۲۳۴ متشکل است از هم تابعکهای خحطی ‏ به‌صودت 


۸2 ۰ EES Lj 


bh 


ترا نها دة تبدیل خطی ۱۴۷ 


(ب) نشان دهید ۰۲7۴ فضای‌دو گان ۲7 دا می توان« به‌طو رطبیعی» با تا بمکهای حطی 
مرها ۰۰۰ سا f(r rea) =e‏ 
روی ۳ با شرط ١ہ‏ = ے۰۰۰٥‏ یکی گر فت. 


۲ قضیة ۲۰ را برای اثبات مطلب ذیل به‌کار برید. اگر ۲7 زیرفضابی از يك فضای 
بردادی با بعد متتاهی ۲ و ( وه ۰ 8°{ پایه‌ای برای ۲ باشدء آ نگاه 
۰ب ۷ (۲] W=‏ 


اس 
۳ فرض کنیدی يك‌مجموعه ٣‏ يك‌هیات» و(7)6:۳ فضای‌ھمۂتوابع از ی در باحواص 


(م)ع )(1۱‏ <()(ع +1 ) 
cf (e)‏ < («)( [») 
باشد. 7 دا زیرفضای ۸ بعدی دلخواهی از ( ;۲)5 بگیرید و نشان دهید نقاطی 
چون ,۰۰۵ 9,۰۰۰ دد 6 وتوابعی چون »۰۰۰ در 17یافت می‌شوند به‌طوری که 
رر۵ = (رت), [. 


۳ ترانهادة تبد.بل خطی . 

فرض کنیم دوفضای بردادی 7 و 7 بر دوی هیأت ٣‏ و تبدیل خطی 7 از 7 در ۲7داده 
شده باشند. در این صودت» 7 تبدیلی حطی از * 7 در * 7 بد‌طریق زیر القا می کند. 
فرض کنید چ تا بعکی خطی دوی ۷ باشد و به‌ازاي هر ۾ از 7 


(۱۷-۳) 2)70(۰ < (0) ز 

در این صورت»› (۱۷-۳) یك تابع ر ال ¥ دد ٣‏ تعریف فی تمه این تابع ار تر کیب 
تابح 7۲ از ۲ در ۲ با تابع ع از ۷ در ۴ حاصل می‌شود. چون 7 و ع هر دو خحطی 
هستند. قضیة ۶ می گوید که ۶ نیز حطی است؛ یعنی» ‏ تابعکی خحطی روی ۲ است. پس» 
7 یك قاعدۀ *7 در دسترس ما می گذاردکه هر تابعك حطی چ روی ۲7 دا به‌يك تا بمك 
خطی *7< f‏ دوی 7 که طبق (۱۷-۳) تعریف می‌شود» مر بوط می‌سازد. بعلاوم توجه 
کنید که 7۳ درواقع تبدیلی خطی از ۲7۴ در *77 است؛ زیراء اگر ع وج در *۷7 باشند 
و ع يك اسکا لر ۱ 


(۱()0ع + (cg,‏ = (۱(1)0ع + [T‘(cg,‏ 
(70),ع + ( 87 ج 
(7°g<)(a)‏ + (2()0 7 < 


۳۸ ۱ تیدیلهای خعطی 


و از اينجا 1-۷ 67*2 = .T(cg Fg‏ این مطلب را خحلاصه می کنیم. 


قضيه ۱ فرض کې 7و 7 فضاهایی پردادی بر دوق هیآت زر باشند. به اذاي 
جر دی صحی ۱ ۵۳ 7ب دیس خی بای SL‏ «جود و ردو 
به ااي هر ع ۱۱ * 7 و هري از ۲ > 


)۲*2()0,( < g(Ta). 


۶ را ترانهادة 7 می‌نامیم. تبدیل *7 اغلبالحاقی 7 هم نأمیده می شر د» لکن,» ما 
این اصطلا ح را به کار نخو اهیم بر د. 


قضیة ۰۳۳ فرش کنیم 7 و 17 فضاهایی بودادی بر روی هیأت ۰۳ و 7 تبدیلی 
خحطی از ۲ در 77 باشد. فضای پو ج 7 پو چساز پرد 7 است. اگر ۲ و 17 با پعدمتناهی 
با شند : ۲دک 

(۱) ده (7) = دنه (*7)؛؟ 

(۲) برد 7 پوچساز فضای پوچ 7 است. 

اشبات. اگر چ در *۲7 باشد» آنگاه بنا بر تعریف به‌ارای هر ۵ از ۰۳۲ 


)7"8()0( = g(Ta). 

این که ع در فضای پوچ *7 باشد بدین معنی است که به‌ازای هر ۾ از ۰۲ ه < (70)ع. 
پس» فضای پو چ "7 دقیقاً همان پو جساز پرد 7 است. 

و ۲ و ۲ با بعد متناهی باشند مثلا ورد ۲ din‏ و ور = ¥ .din‏ بر ای 
اثبات ( (۱): گیر یسم مررتبة 7 یعنی بعد برد 7 باشد. طبق قضیة ۱۶ بعد پوچساز برد 7 
برابر (- وور) است. بنابر اولین حکم این قضیه» پوچی *7 باید (-وو) باشد. اما در 
آن صودت» چون *7 تبدیلی خحطی روی یك فضای ۸ بسدی است. دتبهٌ "7 برابر 
=( ¬ ورز) - ووز است؛ و لذا رتبه‌های 7 و 7 برابرنسد. برای اثبات (۲): فیر یم N‏ 
فضای پوچ 7 باشد. هر تا بعك واقع دد برد "7 در پوچساز ۷ قراد دارد؛ ذیرا؛ فرض 
کنیم به‌از ای يك ۾ از * ۲۲ داشته باشیم جر ۴ در این صو رت» اکر ۾ در N‏ اشد 

۰ = (0)ع g(Ta)=‏ < (7"8()0) < (۵) [ 
حال برد *7 زیر فضایی از فضای ۷۲ است. و 
د تبة (*7) = د تبهة (7) = بعد (2۷) -- 7۱ = بعد (۷۲) 

و بنابراین برد “7 بايد دقیفاً "۸۷ باشد. 00 


قضية ۳ ری کن 7 د 7 دو فضای بردادی با بعد مثناهی بر ردق یات 7 
باشند. 7 دا پایة عرتبی برای 7 با پایڈ ددگان *. د 7 ۱ پایڈ مرتمی براق 17 با پاية 


ترا نها دة تبدیل خطی ۱۳۹ 


دوگان *۳ می‌گیریم. اگر 7 تبدپلی خحطی ۱( ۲ در ۸4۰۲۲ ماتریس 7 ست به و و ۰9 
و 8 ماتریس ئ7 بت به *9 و "8 پاشد. ۲ نگاه Aj;‏ = رر 3 
الہاٽ. فر ض کنیم ۱ 
۰۰۵ < ۲ 9 0 #7 
Bn}‏ * 80°( 9۳ 2 9۳ 
پنا بر تعر یف 
i [ 22۱,۰۰۰‏ رر4ه رو = Ta;‏ 
2۱ 
T'gj = 2 Buf J=<\,° ۰ ۰‏ 
از طرف دیگر 
(T'g; (a) = 8;(T«;)‏ 
( 4 8(3 = 


48,80 بخ = 


Aj‏ ر2 
k=‏ 
Aji‏ = 
بر ای هر تا بعك حطی داخواه ‏ روی ۲ 


f= Û (۰ 


اگراین فرمول دا برتابعك ,چ7 = به‌کار بندیم واذ این واقعی تکه ,ر4 = (به)(ر7*8) 
استفاده کنییم» خراهیم داشت 


گرم < ر8 7 
که از آن بیدر نگ نتیجه می‌شود ر4 = ۰8 ل 


تعریف. اگر 4 ماتریسی ۸ × بر دوق دیأت زر باشد. ترانھادۂ ۸4 عبادث است 
از ماقریسی ری 7 < 71 که با ;ر4 = رم تعربف می‌شود. 
بدیین سان قضیة ۲۳ بیان می کند که اگر 7 تبدیلی حطی از ۷ در ۲7 باشد که 


0 ۵۸ تآبدیلهای خطی 


ماتر یسش سبت به‌يك جفت پایه 4 است. آنگاه تبدیل ترانهادة ؛ در جفت دو گان آن 
پایه‌ها تو سط ما تریس ترانهادة 4 نمایش داده می‌شود. 


قضیلا ۰۲۴ فرضی کلہم 4 ماتربی 7 × ر دلخواهی بر روی هیأت ر باشد. آنگاه 
رتیه سطری 4 با رتبة ستوئی 4 برا بر است. 

اثبات. پایۂ مر تب استاندۂ ۳۳ دا وپایۂ مرتب استاندة ”۳ را ' ومی نامیم. فرض 
کنیم 7 تبدیلی خطی از *7ز در ۳۳ باشد که ماتریس آن سبت به‌جفت ۰9 ۲ برابر 4 
است؟؛ یعنی» 


T° ° a) )9 °° Yn) 
که درآن‎ 
Ji= DA; 
ز‎ «۱ 


د تب ستونی 4 برابر دتبة تبدیل 7 است؛ زیرا» برد 7 متشکل از همه 7 تایی‌هایی است 
که تر کیبی خطی از بردادهای ستونی 4 هستند. 
نگاشت ترانهاده "7 سبت به‌پایه‌های دو گان و ۳ توسط ماتریس 4 نمایش 
داده می‌شود. چون ستونهای 4ے همان سطرهای 4 هستند» بنا بر همین استدلال می بینیم که 
رتبةٌ سطر ی 4 (د تبةً ستونی '4) برابر د تبه 7 است. بنا بر قضيةٌ ۰۲۲ دتبه‌های 7 و *7 
برابرند» و لذا رتبهةً سطری 4 برابر دئبهةً ستونی 4 است. ل 


اکنون می‌بينیم که | گر 4 ماتریسی :۶ × ۸ر برروی ۶ و7 تبدیل خحطی تعریف شده 
در فوق از ”٣ر‏ در ”ر باشند» آنگاه 


دتبة ستونی (4) = دتبة سطری (4) = د تة (7) 
این عدد را به‌طور ساده دب 4 می‌نامیم. 
مثال ۰۲۵ دداین مثال به‌مطلبی کلی می‌پردازیم - و بیشتر بحث است تا مثال.فرض 
کنیم فضای برداری 7 بعدی ۲ بر دوی هیأت جر و عملگر خحطی 7 روی ۲ داده شده 


باشند» و نیز (به,0,۰۰۰) = 9 پاي مر تبی برای 7 باشد. بنا بر تعریف» ماتریس 7 
در پایةٌ مر تب 9 عبارت است از ماتریس 4ری ۸ ×۸ به‌طوری که 


7 ره‎ < 2 dy: ۰ 
Î 


به بیا ن‌دیگر» ر,4همان آمینمختص بردادره 7 درپایة مر تب 7 است. اگر ڑم گر ات {f‏ 
پایة دو گان ¶ باشد این مطلب به‌صورت سادۀ 


ترا نها دة تبدیل خطی ۱ ۱۵ 


۱ (ره 7), f‏ = 4 
بیان می‌شود. اکنون ببینیم هنگام تغییر پایه چه رخ می‌دهد. فرض کنیم 
{a ۰ ۰,0 (‏ = 


پایةٌ مرتب دیگری برای ۲ با بای دو گان (/,۰۰۰,) باشد. اگر 8 ماتریس 7 در 
ر تب Rp‏ باشد؛ آنگاه 


a 


f (Taj)‏ = ررظ 
گیریم ل عملگر خطی معکوس پذیری باشد که ره = ره []. دد این صورت» ترانهادة لار 
f,‏ = [*] به‌دست می آید. بساد گی می توان نشان داد که چون ل معکوس پذیر است؛ *0 
نیز معکوسپسذیسر است و (07۳۱) > ۳۱(*). از ایسن‌ری ,0-۱(۳۴) ره به‌اذای 
ور ۱,۰۰ تحت . بنا بر این» 


Bi; ج‎ [(U-)‘f (ره7)[,‎ 
= f(0 7 (به‎ 
= f ,) ۱7 ۰(ره‎ 


اما؛ این دابطه چه می گوید؟ (ر» 7€ 0), چیزی جز درایۂ ار و و ماتریس 07۳۱70 
در پا يه مر تب 6 فبست. محاسیات بالا شان می دهد که این اسکا لر دراي رم ماتر یس 7 
در پا يه مرتب 3 هم هست . به بيان دیگر 


10 ] <,م [ 7] 
7-٩‏ ] س 
۳ [0] = 
م71 [0] = 
و این دقيقاً همان فرمول تغییر پایه است که قبلا“ استخر اج کر دیم. 


٩‏ فرض کنید هیأتی چون جر و تابعك خطی f‏ دوی ٣ہ‏ تعریف شده توسط 
+b‏ 2 = ( نوی بو) زر داده شده‌اند. به‌ازای هر يك از عملگرهای خطی ذیرء 


(الف) (ه مص) = ± ۲)6 
)ب ( )® ,® —( = a)‏ ,,ه) 1 
) پ ( تن رنه T(z, x)= (r‏ 


۳ فرض کنید 7 فضای بسرداری هماً توابع چند جمله‌ای بر روی هیأت اعداد حقیقی 


۲ تبدیلهای خطی 


باشد. ۾ و و دا دو عدد حقیقی ثا بت بگیرید و فرض‌کنید ‏ تابعکی حطی دوی 7 


B 
(> | pas 
تعر یف می‌شود. ا گر 2 عملگر مشتق گیری روی ۲ باشدء "0 چیست؟‎ 


۴ فر ض نید 7 فضای همه ماتر یسهای ۸ ×۸ بر روی هیأت زر و ما تر یس ۸ × ۸ا بتی 
باشد. | گر عملگر خحطی 7 روی ۲ با 4-4 = (7)4 تعریف بشود و تابح‌دد 
باشد» '7 چیست؟ 


۴ فرض کنید 7 يك فضای برداری با بعد متناهی بر روی هیأت ۳ و 7 عملگری خطی 
روی 7 باشد. م را يك اسکالر بگیرید و فرض کنید بردار غير صفری چون ۾ دد 7 
موجود اس تکه ») = 70. ا بت کنید تا بعك خطی غير صفری چون ګر دوی 7 وجود 
دادد که cf‏ < 7. 


۵ فرض کنید 4 ماتریسی ” × ر با ددایه‌های حفیقی باشد. ٹا بت کنید ه = 4 اگرو تنها 
اگر ه < (2۸۸ 4 )1۳. 


#۶ فرض کنید ر عددی صحیح ومثبت باشد» و ۲ فضای همه ترابع چند جمله‌ای با در جۀ 
حداکثر ‏ یعنی توابع بەصو رت : 
Feat °° ew‏ وه < (9) [ 
بر دوی هیأت اعداد حقیقی. اگر 0 عملگر مشتق گیری روی 7 باشد» پایه‌ای برای 
فضای پو چ عملگر تر انهادة " ییا یید. 


و مه 


¥ فرض کنید 7 فضایی بردادی با بعل متناهی بر دوی هیأت F‏ باشد. شان دهید "7+ 7 
يك یکر یختی اذ (۲ ,1)7 بروی (*۲ ,* 1)7 است. 


۸ فرض کنید 7 فضای برداری ما تر یسهای ۸ ×۸ بر دوی هیأت ٣ہ‏ باشد. 
(الف) اک 8 رن ۸ روز ا شی باشد» تابسع و دوی ۲ را طبق 
(۸ )۱۳ = (4۸ )مر [ تعریف کنید. نشان دھید و تا بعکی خحطی روی ۲ است. 
( ب ) شان دهید هر تابعك خحطی روی 7 بسه‌صورت بالا است؛ یعنی؛ به‌ازای 
ماتریسی چون 8 برابر و گر است. 
( پ ) شان دهید وب يك یکریختی از 7 بروی *7 است. 


۳ 


چند‌جمله | بها 


1.۴ جر ها 
هدف ما در این فصل این اس ت که چند خاصیت بنیانی جبر چندجمله‌ایهای بر روی يك 
هبات ۲ را اثبات کنیم. جهت تسهیل کار ابتدا به معرفی مفهوم جبر حطی بر دوی هيات 
۳٣‏ می‌پردازذیم. 

تعریف» فرض مي‌کنيم ۸ یك هیأت باشد. یك جبر خطی برروی هیأت 2 فضایی 
بردادی ما نند 6 پرردی ۸ همراه با عملی اضافی به فا( ضرب بردادی است که هرجفت 
اذ پردادهای ي د 8 ۱ذ @ دا به‌بردا< 00 ۱ به‌نام حاصل‌ضربن و 8 چنان دا بسته 
دی سا زد که 

(الف) ضرب شرکت دير است» 

a(8Y)= (a8)Y 
(ب ( رب دست به چم( پخش پدیر اسٽ›‎ 
00/64۲۵۵٩۵۲ و‎ (aFB)y=ayFBY 
(پ ) ب١ا ذای هراسکالر ی از ز‎ 
c(a8) = (ca)8 = ۵6 (۰ 


۴ چند‌جملهایها 


اگر عنصرق چون ۱ دد موجسود باشد؛ به‌طودی که په ااي هر ا( 6 » 
بو = 00۱0-0۱ دا پلد جبرخطی با عنصرهمانی برروی 7 و ۱ را علص همانی 
هی ناهیم. جر 6 جا بجا یسی نامیده می‌شود هسرگا: بهاذاي همۀ »ها د 8 های دد 6 › 


۰0۵ < Ba 


مثال ۰٩‏ مجموعة ماتریسهای × ۸ برروی يك هیأت همراه بااعمال معمو لی يك 
این جبر در صو: تی که ۲ حر 7 جا بجا یی نیست. خود هیأت (البته ) جابجایی است. 


مثال ۰۲ فضای همه عملگرهای خحطی روی يك فضای بردادی همراه با تر کیب 
عملگرهاء به‌عنو ان ضرب» يك جبرخطی با عنصرهمانی است. این جبرجابجایی است‌ا گر 
وتنها | گرفضا يك بعدی باشد.۱ 

خحواننده ممکن است در بارهٌ ضرب نقطه‌ای وضرب خارجی بردارهای در "۸ 
تجر بیا نی داشته باشد. در این صورت وی بايد متوجه باشد که هیچ يك اراین ضر بهاء از 
نوع توصیف شده در تعر یف جبرخطی نیست. ضرب نقطه‌ای يك «ضرب اسکا لری» است؛ 
بدین معنی که به‌هر جفت برداريك اسکا لر وایسته می‌سازد واذاین‌دی یقیناً از نوع ضر بی 
نیست که درحال حاضرمورد پحث ماست. ضرب خاردجی هرچند به‌هر جشت بردار ۲ يك 
برداد و ابسته می کنده اما ش کت پذ یر نیست. 

بقبة این بخش به‌ساختن جبری حطی انعتصاص دارد که با جبرهای مطر ح شده در 
هر پلی ازمثا لهای پیشین به‌طور بارزی متفاوت است. فر ض کنیم 7 يك هیأت و ک مجمرعة 
اعداد صحیح تامنفی باشد. بنا برمئال ۳ از فصل ۲ مجمو عة همه توابع از $ در فضایی 
بردادی برروی 7۲ است. ما این فضای برداری را با ۳۳ شان می‌دهیم. لذاء بردارهای 
“م دنباله‌های نامتتاهی (۰۰۰ ,پگ مگ می) ع< ‏ از اسکا لرهای ,گر ات هستند. اگر 
(۰۰۰ ,8۲ 8 ررع)<ع هر ,ع در و ي و ط اسکا لرهایی از ز باشند. عط + په 
دنبا له ای نامتناهی است که با 


af +bg=(af رمع‎ af 1-9, af FDgy: زوم‎ )۱-۴( ۱ 

تعر یف می‌شود. با وابسته کردن هرجفت ‏ وع از بردارهای ۴۳ به‌بردار رکه با 
Vy, ۲, ۰ )۲-۴(‏ وه < 11 مسق رم < «(8 7) 

معین می‌شوده یك ضرب دد*] تعریف می کنیم. پس 


(۰ .۰ 8۲۲۱8۱۳۰ 1 ۰ 18۱۳ ۰ ل)< و[ 


1. درصور تی که فضا صفر بعدی هم باشد این ج جا بجایی است. برای اجتناب از این گونه: 
پیچید کیها قرض می کنيم فضا حداقل دوعدصرمتما یز داشته پاشد. سم. ِ 


۱۵ ۵  اهربج‎ 


وجرن به‌از ای ® و۲ 9 و 0 <2 671 


۰( ) بر = = وس وو (gf), = Def‏ 


نتیجه می گیریم که این ضرب جابجایی است» چ ر = ع اگرم نیز متعلق به a‏ 
آنگاه به‌ازای ۰۰۰ و۲ م۱ و ۵ << 471 


و( )رخ > ,[( ۶)] 
ٍ- ( ربج f‏ ۶ = 2 


هد زر( ود 
D3 > f Bihn‏ 
jo jo‏ 


رح 


ریخ <= = 


ات 


,(() کر (ار زا 
j=‏ 
وبنابراین 
f (gh). (۳-۴)‏ = ۷( و ) 
از حواننده می خو اهیم نشان دهد که ضرب تعر یف شده تو سط (۲۰۳) در شر ایط (ب) و 
(ب) تعر یف جر حطی هم صدق می کند وبرداد (۰. ° O,‏ و0 ,)= چون يك عنصر 
همانی برای ۶ عمل می‌نماید. دداين صورت» 7۳ همراه با اعمال تعر یف شده در بالا 
يك جبر حطی جا بجا یی با عنصر همانی برددی هیأت ٣‏ ست . 
درمطا لبی که متعاقباً حواهد آمد بردار (۰۰ ۵ ,۰۰۰ ۱,٥,‏ ,ه) نقش ممتازی 
برعهده دارد و ما آن دا همواره با ي نشان می‌دهیم. در سراسراین فصل» 27 هر گز برای 
شان دادن عنصری ازهیأأات ۳ به کار نخو اهد رفت. حاصل‌ضرب رباریم در خودش را با 
"م شان مي‌دهیم و بنا بر قر ادداد می گیر یم << .۰ دراین صورت 
۱ ( ۰۰۰ ,0 را ره ره ,)= رو ,}°°° ,0,1,0 g=(o,‏ 
ودرحالت کلی به‌از ای هر عدد صحیح ه2 ۰1 ۱ (کیو) و به‌اد ای همه اعداد صحیح 
نامنفی اعد« ه = , (*رو). درخانمهٌ این بخش ملاحظه می کنیم که مجموعة متشکل از 
‘FD‏ مب »۵ هم مستقل است وهم نامتناهی. پس» بول جر ٣۳“‏ متناهی ثنست. 
جب ر۳ گاهی جبر دشته‌های توانی صودی برروی جر نامیده می‌شود. عنصر 


(۰۰۰ ,کل رگ ی ) = ٣‏ غالباً ب‌صورت 


وخ ۱ چند‌جمله)یها 


f= Dam )۲-۴( 


نوشته می‌شود. این نماد در مواجهه با اعمال جبری بسیارمناسب است. هنگام استفاده از 
آن باید به‌عاطرداشت که این نماد صدددصد صوری است. در جبرء «مجمو ع نامتناهی» 
وجود ندارد و قرار براین نیست که نماد زشتۀ توائی (۴-۴( جیزی در ارة همگر ایی؛ در 
صو د تی که خواننده بداند همگرایی چیست. القا کند. پس» با استفاده از دتباله‌ها و بدون 
آنکه درمخاطره ابهام مطا لبی چون مجمو ع امتناهی قرار بگیریم توانستیم جبری دا که‌در 
آن عملهای جبری» رفتاری شبیه به‌جمع و ضرب ر؛ته‌های توانی صوری دار ند به‌طور 


5 جر چند جمله) بها 
اکنون درموقمیتی هستیم که بتوانیم بك چندجمله‌ای بردوی هیأت ۴ را تعر یف کنیم. 


تعر یف. فرش کلیم Fz]‏ زیر فضای دید آ وده ڏو سط پردا دهای ١‏ ام 2 e»‏ 
از ۳ باشد. هرعنصر [ر]تز يك چندجمله‌ای برروی 7 نامیده می‌شود. 


چون [زو ]۳ متشکل ازهمة تر کیبات خطی (متناهی) رو و توانهای آن است»هر برداد 
غیرصفر گر از۳۳ یك چندجمله‌ای است اگروتنها اگريك عدد صحیح ه << ور و جودداشته 
يأ شد به‌طو ری که عر ا و به‌ازای همه اعداد صحیح << | ه این عد دصحیح 
راکه (درصورت وجود) مسلماً یکتاست ددج ر می‌نامیم. درجۀ چندجمله‌ای f‏ را با 
و شان می‌دهیم اما ورجه‌ای به‌چندجمله‌ای ه اختصاص نمی‌دهیم.۱ !گر ز يك 
چندجمله‌ای غیرصفر ازدرجة 7 باشد دادیم ۱ 
(۵-۴) هو رو + ۰۰۰ (at‏ نید رل = 
اسکا لرهای ,۴ ۰۰۰ گاهی ضرایب ‏ نامیسده می‌شوند» و گفته می‌شود زر يك 
جند‌جمله‌ای با ضرایب متعلق به است. چندجمله‌ایهای به‌صودت "یر را چندجمله‌ايهاي 
اسکالری می‌نامیم وغالباً به‌جای وه می‌نویسیم ع. هر چندجمله‌ای غير صفر ‏ از درجۀ 
۸ با شرط ۱ = ,ر يك چندجمله‌ای کین نامیده می‌شود. ۱ 

خواننده با یدتوجه داشته باشد که چندجمله‌ایها چیزهایی ازقبیل ترابع چندجمله‌ای 
روی که تاکنون درچند مورد در باره آنها صحبت کرده‌ایم؛ سنك ار شامل تعدادی 
نامتناهی عنصر باشد بین [ن]ت وجبر توابع چندجمله‌ای برروی ۳ يك یکر یختی طبیعی 
بر قراراست. این موضوع را در بخش بعد مورد بحث قرار مي دهيم وا کنون نشان‌می‌دهیم 
که [ے ٣۳]‏ یك جبر عطی است. 


1 87 دا با ددجه () هم نشان می‌دهند. سم. 


جبر چندجملها نها ۱۵۷ 


قضية ۱ فرش کلیس ر د چ دوچندجمله‌ای غبرصفر برروی ۶ باشند. دداین صورت 

(۱) کر يك چندجمله‌ای غیرفراست؟ 

‘deg (f/g)= deg [ + deg g )۲( 

۳( هرگا: ۳ £٥‏ هرددچند جمله ها هی تکین باشند. ۲نگاه J8‏ نیز ر يك چندجملهای 
تکین است؛ 

(۴) عر یك چند جملهای اسکالری است اگردئنها اگرر د ع هرددچند جملهای‌هاهی 
اسکالری باشند؛ 

(۵) اگر هي +۶ دادیم 

deg ) + (ع‎ > max (deg f, deg g8): 
د £ از درجه ۾ باشد. اصرم عددی صحیح و‎ an الباٹ. فر ض کنیم ر از درجة‎ 


امد سلاو 
ا 2 ربمبم(ع8) 


بر ای این که EES‏ لازم است i< m‏ و > نز سس یز ورس ورز. از این روء 
لازم است 7 > > ۸K‏ ور که خود ایجاب می کند ه = م و = ز. لذا 
f nx )۶-۴(‏ = مب( [) 


و 
(۷-۰۴) دا ره (fein‏ 


احکام (۱): ۰ (۰)۲ و (۳) پیدر یکت از (۴ -ع) و (۷-۴) حه می شر ك در حا لی که )۳۴( 
پیامدی از (۱) و (۲) است. تحقی درستی (۵) را به‌عو اننده وا گذار م ی کنیم. Û‏ 


لتیج ۰۱ مجموعةٌ همهٌچند جمله‌ایهای برروی يك هیأت مفروض 7 مجیزبه‌اعمال 
(۱-۴) و (۰)۲-۴ یك جبرخطی جابچایی با عضوهمانی برردی ٣‏ است. 

البات. چون اعمال (۱-۴) و (۲-۴) همان اعمال تعریف شده در جبر “۴ هستند و 
چون [,]7 زیر فضایی از ۲۳ استکافی است ثا بت کنیم که حاصل‌ضرب دوچندجمله‌ای 
حرد يك جندجمله‌ای است. این مطلب ددصوردت ۰ بودن یکی از سازه‌ها بدیهی است و 
درغیراین صورت از (۱) نتیجه می‌شود. [] 


نتيجة ۳. فرشی کنيم ژ» ع و و چندجملهیهاهی بردوی هیأت ۳ باشند که ٥ع‏ ار 
د ۸ < ع ]. دراپن صورت م[ < م. 

اثجات. چون اګ = ع دادیم ه = (۸- ع) ل و نظر به‌اینکه ه رد بیدر نگ 
از (۱) نتیجه می‌شود که ه < ۰2-1 [] 


۸ چندجمله‌ایها 


چند واقعیت دیگرهم سبتاً ہآسانی از اثبات قضیۀ ۱ نتیجه می‌شوند و ما برخی دا 
دراینجا ذکر می کنیم. ۱ 
فرض کنیم 
m‏ ثرا 
ل f=‏ د رع( =ع 
ma O‏ هه 
دراین صورت اذ (۷-۴) نتیجه می شود که 


7-۸ 


=> fr) )۸-۴( 

از حواننده می خو اهیم نشان دهد که دوعا لجان f =e"‏ "رو حدم با 6 و d‏ در e٣‏ 
(۸-۴) بەصورت 

(ca )(da") = cdg" (4-۴( 


درمی آید. حال» از )٩-۴(‏ و قوانین پخش پذبری [س]۴» نتیجه می‌شو د که حاصل‌ضرب 
(۸-۴) به‌صودت 


2f gu (10-۴) 
زرا‎ 


نیزمی تو اند نوشته شود. دراینجاء مجمو ع دوی همه جفت اعداد صحیح ز ,1 با شرایط 
o j > 3 ۰ > >‏ در نظر گر فته می شو د. 


آعریف. فرضی کیم 6 يلك جبرخطی با علصرهمانی برروی هیأت ۶ باشد. علدر 
همانی 0 دا با 1 نشان می‌دهبم د فرادداد می‌کنيم‌که بهازاي هړ 6۱ ۱ =" ددایی 
صورت به‌هر چندجملهای اه کر( کر برددی ۶ د هر ا( » یك عنصر (م)کر اذ دا 
ہلا بر قاعد؟ ِ 
"میس (ه)1 
وا سه مي‌سازیم. 
مثال ۰۳ گیریم ٥‏ هیأت اعداد مختلط و ۲ا = گر باشد. 


(الف) اگر =٣‏ و ء متعلق به م باشده آنگاه 4-۲ 2= (2) ؛ بخص وص 
۶< (۲)۲ د 


0 


سإ 


(ب ) اگر 6 جبرهمةٌ ماتریسهای ۲ × ۲ بردوی ٤‏ باشد و 


جر چندجمله!یها ۱۵٩‏ 


۱ o ۱ o 1 ۳ 0 
o ۱ — ۲ تست‎ ۶ 


(پ ) اگر 6 جبرهمهٌ عیلگرهای عطی دوی 0۳ و7 عنصری از.6 داده شده توسط 
Cr) = (iV YC Cx: iV ۲c)‏ 766۷۰ 
باشد» آنگاه (7)/ عملگری خطی روی ٤۳‏ است که توسط 
FC, o)‏ ۰۰)< (( ,€ 7()6,۱) [ 

تعر یف می‌شود. 

(ت ) اگر ,6 جبر همه جندجمله‌ایهای بر ړوی € و +i‏ زو < و باشد » کت ام 
(ع) آن چندجمله‌ای در ,6 است که به‌وسيلةً 

۸و1 آرو 1-۶ ۷- = (ع) 

تعیین می شو د. 

ور بار ة مثال اخيرخوانندة نکته‌یین ممکن است متو جه شود که ۲2 جند جمله‌ای 
مفروضصی برړدوی يك هيات دلخواه و ۲ چندجمله‌ای ( ۰ ۰ وه و۱ (o,‏ باشد» آنگاه 
() 7 = گ» اما به‌وی توصیه می کنیم که این واقعیت را نادیده انگارد. 

قضیاً ۰۲ فرض‌کنيم 7 یك هیأت و 6 جبری خطی با عنصرهما نی برددی 7 باشد. 
اگر ر د ع چندجملهایهایی برردی ۰7 ۵ علصرق از 6 ce‏ متعلخ به ۸ہ پاشد» آنگاه 

)1( (0)+(0)ه < (0)(ع+ (ef‏ 


f )0(8)0( )۲(‏ = (۵)(ع ). 
ابات. نظر به اینکه| ثبات(۱ )کاملا"ساده است» تنها به اثبات (۲)می پر داز یم. فر ضکنیم 


f=‏ د مرو ددع 
j= j™=o‏ 
بنا بر (۱۰-۴) 
fg"‏ 2 <ع [ 
۰ 


و از این‌ری بنابر(۱) 


۰ ۶ چندجملهایها 


)۴ (0)(ع‎ < 28 
= (7.0 )(3 gı) 
= f (a)g(a). O 


مر .بن 


۰١ 


۴ 


بەصورت 
۱ ۲ 
=4 
۳ | ست 


بر ای‌هر يك ازچندجمله‌ایهای داده شدۀ زیر,برروی تل ماتر یس (4) 7 دا محاسبه کنید. 
(الف) ۲-درو- و < ژ؛ 
(ب ) ۱- رو = [؛ 
(ب ) ۵2+۷ ارو عد . 


. فرض کنید 7 عملگر عطی روی 7۳ تعر یف شده توسط 


( م5 سب پا ٢‏ س VA SEG Dp:‏ 29) 7 
باشد ور چندجمله‌ای روی ۸ تعر یف شده تسوسط 1-۲ زورب = [. مطلوب است 
(7) [. 
فرض کنید 4 یك ماتریس قطری ۸ ×۸ برروی هیأت ۳ باشد؛ یعنضی»ماتریسی باشد 
که بهار ای دز درشرط ۰ < ررثم صدق کند . جندجمله‌ای ۳ بردوی aS F‏ تو سط 


)4 -2) ۰۰۰ ( 4 )اعد ز 
تعر یف می شود داده شده است. مطلوب است (۸) [. 


۴ گر ر و چ دوچندجمله‌ای مستقل خطی برروی هیأت ۴ د ۸ يك چند جمله‌ای غیر صفر 


برروی ۳ باشنده نشان دهید اگ و م مستقل‌اند. 


۵ ا گر هیأتی باشد» نشان دهید که حاصل‌ضرب دوعضو غیر صفر ۴۳ غیر صفر است. 


۶ فر ض کنید 5 عجموعه‌ای ار جندجماه‌ایهای غیر صفر بروی هیأت باشد. اگر هیچ دو 


ر 


درون ا بی لاگر انز ۱۶۱ 


عضو یاد 5 در جۀ مساوی نداشته باشند نشا ن‌دهید که S‏ در Fw]‏ مجمو عهمستقلی است. 
۷ گرم وط اعضای هيات ۲ باشند و هدیم شان دهید که چندجملهایهای ۱ 4-0 ورن 
۲( -+روم) 4-0(۲ )۰ ۰۰۰ پایه‌ای برای [۳۲ تشکیل می‌دهند. 
۸ ۰ کرت يك هيات و م يك چندجمله‌ای از ددجه‌ای بزر کترازیا مساوی با يك برروی 
بر باشد» نشان دهید نگاشت (,1) ج از يك تبدیل حطی يك به يك اذ [:77]2 در 
[2] 7 است. همچنین‌نشان دهید این تبدیل يك یکر یختی از [۲]۵ بروی [۲]2 است 
ا گر و تنها اکر ۱ < 7 068. 


٩‏ ۰ فرض کنید ۶ زیرهیاتی از هیأت اعداد مختلط و7 و و تبدیلهای تعریف شده توسط 





روی [:۲۱۸ باشید. 

(الف ) نشان‌دهید 7 عملگر خطی نامتفر دی‌روی (۳۲۸ است. همچنین شان دهید 
7 معکوس پذ یر نیست. 

(ب ) نشان دهید ( عملگری خحطی دوی [ره]است وفضای پوچ آن را به‌وست 
آوریده. 

(پ ) شان دهید ]= 7( و 2-7 7. 

(ت ) به‌ازای هر وع از [ے]٣‏ نشان دهید 

11[)18([۰- (ع 1( 1)< [ع([7)] 7 

(ث) قاعده‌ای بر ای ( مشابه با قاعدۀ داده شده در (ت) بر ای 7 بیان و آن را 
اثبات کنید. 

(ح) فرض کنید 7 زیرفضای غیرصفری اذ [] باشد که به ازای هر f‏ در 7 
جندجمله‌ ای Tf‏ متعلق به 7 است. شان دهید بعد ۳۲ متناهی نیست. 

(چ) فرض کنید ۲ زیر فضایی با بعد متناهی از [م]۳ باشد ثابت کنید يك عدد 
صحیح ه 2 771 یافت می‌شو د که به‌از ای هر [ ود 7 << ["(]. 


۳.۴ درون بایی لا کر انز 


درسر اسر این بخش فرض می‌کنیم ۳ هیأتی ثابت و ا 4 ۰۰۰ ,۱ عنصر متمایز 
از ۲ باشند. فرض کنیم 7 زیر فضا یی از [:7۳]2 متشکل ازهمةً چندجمله‌ایهای ازدر جه کمتر از 


۲ چندجملها بها 


یا مساوی با 7 (همراه با چندجمله‌ای ه) و بر تابعی از 7 در تعریف شده توسط 
EISEN >>‏ 

به از ای هر [ ار ۲ با شد. بنا برحکم )۱( قضية ۲ هررر] تا بمکی حطی ړوی ۲ است. یکی 
اره‌طا لبی که می خو اهیم نشان دهیم این است که مجم وعة متشکل از مر ره ۰۰۰۰ بر 
پایه‌ای بر ای *7. فضای دو گان ۰7 تشکیل می‌دهد. 

بدیهی است برای این منظور کافی است که La}‏ و۰۰۰ ور ویب دو گان پایسه‌ای 
چون (.ط ,۰۰۰ ,۶ , ٨,‏ از ۲ باشد (با قضیة ۱۵ درفصل ۳ مقایسه شود). چنین 
پایه‌ای یکی بیشتر نیست و دذصورت وجود با 
L;(P;) = P(t) =r; )۱۱-۴(‏ 
تعیین می‌شود. چندجمله‌ایهای 


(۱۲-۴) ( 1 - وو) ۰ را ال رو )۰( وو) او 
رز ,) ۰۰۰ 1i)‏ سول ( (t— tr‏ ای و رورم با 
)و - 
iT‏ او ار 
از درجهٌ ور هستند» ازاین‌رو به 7 تعلق دارند و بنابرقضیة ۲ در (۱۱-۴) صدق می‌کنند. 
اگر ,۶,< ع< ‏ آنگاه به‌ازای هرز 


(۱۳-۴) ۰ ره = (ر )گرا J(1)‏ 


جون چندجمله‌ای ه دارای ایسن خاصیت است که به‌ارای هر + ار ۴ o‏ = (0)1) ار 
(۱۳-۴) نتیجه می‌شود که چندجمله‌ایهای م8 ,8 ۰۰۰۰ ,۳ مستقل خطی هستند. چند 
جمله‌ایهای ۱ ې ۰۰۰۰ رم پایه‌ای برای 7 تشکیل می‌دهند و لذا بعد ۲ بر ابر (4-۱:) 
است. بنا براین مجمو عة مستقل P,}‏ وه CP; Ps‏ نیز با ید پا به‌ای بر اي ۲ با شد. 
پس.» به‌ازای هر از ۲ 


(۱۳-۴) ۰( و 


۱ عبارت (۰۱۴-۴ فرمول درون یا بی گر ان نا میده می شو د. اک f =e‏ را در (۱۴-۴) 
قر ار دهیم جنین بەد ست می آوریم 


(tP,‏ 2 ور 


jm o 


درون یا بی لاگر انز ۱۶۳ 


خی 
eo.‏ 


ہے 

en, 
ص‎ 

+ 
ی 


)۱۵-۴( 


1 ۰۰۰ 


"معکوس پذیر است. ما تر یس (۱۵-۴) ما تریس واندرمو ندا نامیسده مسی‌شود؛ نشان دادن 
مستقیم‌معک وس پذ یری این ما تر یس هنگامی که ch ‘to‏ ۰ اعضایی متمایز از 2 باشند» 
تمرین جا لبی است. 

در بحث حاضر اگر ار يك چندجمله‌ای دلخواه برروی ۳ باشد» تابع چندجمله‌ای 
از ۴ در ٣‏ را که هرم در ٣‏ را به (1) ] می‌برد» با ˆ شان می‌دهيم. بنابر تعریت (با 
مثال ۴ درفصل ۲ مقایسه شود) هر تابع چندجمله‌ای به‌همین طریقبه‌وجود می آید؛هر چند 
برحسب اتفاق به ازای دوچندجمله‌ای 7 و ع با شرط چگ ممکن است داشته باشیم 
اه از ارآ حوشیختانه» به‌طوری که خواهیم دید» این وضع نا خوش آیند تنهسا درحالتی 
که ہہ هیأأتی پا تعدادی متناهی عنصر متمایز با شد پیش می آید. بر ای‌اینکه رابطهً بین جند. 
جمله‌ایها و توابع چندجمله‌ای را با دوشی دقیق وجامع تشریح کنیم» یاز به‌تعریف ضرب 
دوتابع چندجمله‌ای دادیم. اگر [ و چ دوچندجمله‌ای برروی ۴ باشند» حاصل‌ضرب ٣‏ ر 
و ”ع عبادت است از تا بع << از ۴ در که با 


(۱۶-۴) به‌ازای 1 در ۶۴ )7(1 ۳)(2 7 =( (fg‏ 

تعریف می‌شود. بنا بر قسمت (۲) قضیۂ ۰۲ (/)ع()< (۱)(ع) و لذا به‌ازای هرم از ۴ 
(f8) ()= (8 (۰‏ 

از این‌رو» TE SSE)‏ وتا بعی جندجمله ای است. در اين جاء بر دسی این نکته که 

فضای بردادی توابع‌چندجمله‌ای بر دوی۳۴» درصورتی که ضرب مطابق (۱۶-۴) تعریف 

شود. یك جبرخطی با عنصرهمانی بسرروی ۳ است؛ موضسوعی است سرد است و آن را 

به‌خواننده وا گذ ادمی کنیم. 


تعریف. فرضی کلم هیاأت ۴ و چپرهای خطلی ي د 67 پرردی ۸ داده شده باشند. 
جبرهای 6 و 6۳ یکسریخت خوانده می‌شوند هرگاه يك نگاشت يك به‌یلد ۵ ج بم ۱۱ 
پردق 0۳ دوجود داشته باشد که پهاذای هر ې و 8 ۱( 6 و هردو اسکالر ء و 2 ا ۳ 6 


(ca+dB) < 0۳-۲ (الف)‎ 





1. Vandermonde 


۴ چندجعله)بها 


(ب) ۲۳ << ۵0(۲) 
نگاشت ”ې + و بك یکسریختی از 6 بروق 67 نامیده می‌شود. از اپن‌دد: هریکریخنی 
اذ 6 بروق ۰67 یك بکریخثی فضای بردادق اذ ٩‏ بردي 6۳ است که داداق خاصیت 
اضافی (ب) مربوط به «حفظ» حاصل‌ضرب هم هست. 


مثال ۴. گیریم 7 بسك فضای برداری #بعدی برروی هیأت ٣ہ‏ باشد. بنا بر قضیۂ 
۳ درفصل ۳ و تذکرات متعاقب آنء هرپایةٌ مرتب 9 از ۲ يك یکریختی ی[7] +- 7 
از جبر عملگرهای خطی دوی 7 بروی جبر ماتریسهای ۸ ×۸ برروی ۳ تعیین می کند. 
حال فرض کنیم عملگرنعطی ثابت ل دوی 7 وچندجمله‌ای 


1 حح‎ Se 
jms ه‎ 


با ضرایب م از داده شده باشند. دراین صورت 


7 )(< Xel’, 
وچون م[ 7] جم 7 نگاشتی خحطی است‎ 
IgE ۲ 13 ۱ 
1)7, ۲( اکنون ازاین واقعیت که به‌ازای هر 7د 77 اد‎ 
ITT rlqg= [TIT lg 
اجه می گیر یم که‎ 
]00 ی[‎ ([U], J, YSIS. 
نظر به‌اینکه این رابطه به‌ازای ۱ ,ه =1 نیزمعتبر است» این لټیجه را به‌دست می آور یم که‎ 
۱۲ (U)1g= £ (U1): (۱۷-۴( 
.U با یه‌ای مفر وض» عبارت است ازهمان جندجمله‌ای بر حسب ما تر یس‎ 
قضیا ۳. اگر ۶ هبأنی مشتمل برنعدادی ناعتناهی عنصرمتمایز باشد. نگاشت‎ 
گر ج کر یك یکریختی ا(جبر چند جمله‌ایهای برددی ۶ برد جبر توا بسع چند جملهاق‎ 


پرروق ۲ است. 
اثبات. طبق تعریف» این نگاشت پوشاست؛ و اگر وچ متعلق به [ر] باشند» 


ډدرون یا بې لاگراتز ۱۶۵ 


واضح است که به‌ازای همۀ اسکا لرهای ع و »» 


(cf +-9( << ۷‏ 
جزن قلا ا بت کر ديم که (fg = fg‏ تنه نيار مندیم شان دهیم که این نگاشت يك. 
به سك است. برای انجام این‌کاد به‌خاطرعطی بودن نگاشتکافی است نشان دهیم 
ه = ”گر ایجاب‌می کن د که ه د . دراین صودت فر ض کنیم ر يك چندجمله‌ای ازدر جة 
۸ يا کمتر باشد به‌طور ی که ه = ˆ . گیر یم 4 باه ۱۸۰۰۰۰ 7 عنصر متمایز اد ۴ 
باشند. چون ه = <ل به‌ازای 7 ,۰۰۰ ,اوه = »دادیم ه = (ر:) [» و يك نتیجه آنی از 
(۱۲-۴) این است که وک Û‏ 


از نتایج بخش بعد اثبات کاملا" متفاو تی بر ای این قضیه به‌دست خو اهیم آورد. 


مر ین 

٩‏ با استفاده از فرمول درون‌یابی لا گرانژ» يك چندجمله‌ای f‏ با ضرایب حقیقی ییا پید 
که از درج ۀکوچکتراز یا مساوی با ۳ باشد و ۶= <(۱) ۰ ۲ (ه)گ 
۲- << (۰)۱ 7)۲(<۶- 

a1‏ فر ض کنید O‏ 6 ¥ 8 اعدادی حفیقی باشند. می و اهیم بدانیم جه و قت ممکن است 
يك چندجمله‌ای ۶ روی ۸ ازدرجة خاببشنر اذ ۲بياییم که = (۱-) f‏ 8 < (۱) گے 
f )۳(< ۷‏ و 8= )٥(‏ گ. ثابت کنید این امرممکن است اگروتنها اگر 

۳0۲-۶۸6۰۷ ۸۵ 


۳ فر ض کنید ۲ هیأت اعداد حقیقی باشد وداشته باشیم 


۲ 9 o 0 

0 ۲ 0 0 
4= 

0 o ۳ o 

0 0 0 ۱ 


p= (a - ۲()۵- ۳ ():-- (۰‏ 
(الف) شان دهید ه = (7)4. 
(ب ) فرض کنید ,۳ بط وہ٣‏ چندجمله‌ایهای لا گرانژ به‌ازای ۲ = ۳ < ۱ 
و ۱ کم باشند. ماتر یس (۸4), = ۳٤۴,‏ ,۲ را کل را محاسبه کنید. 


۶۶ چندجمله!یها 


(پ) نشان دهید ] <م] EE; =0 ۲ E+‏ هر ij ol‏ و E,‏ < و . 
(ت) شان دهید E,‏ + ,۲۷۱۳ < ۸4. 
۴ فر ض کنید ۱۱ — )(۳ - ))۲ p=)‏ و 7 عملکتزی حطی روی ۲۳ باشد که 
ه = (7)م. فرض کنید ,۴ ل و ,۳ چندجمله‌ایهای لا گر انژ در تمرین ۳ باشند و 
ES PF)‏ < . ثابت کنید ۱ 
PFE=1I,‏ ۱۵۵۳ 
ه < رطظر هر گاه زز 
SF‏ 
T=YE FFE FE,‏ 
۵ عدد صحیح منت 7 و هیأت بر داده شد‌ه‌انسد. فر ض کنید 4 ما تسر یسی PsnXn‏ 
ما تریس ۸ ×۸ معکوس‌پسذیری بر دوی ۳ باشند. !گر ر چندجمله ای دلخواهی بر 
روی ٣‏ باشد ثا بت کنید 


0۳-۱۸ ۳( < ۱ )۵( 


۶ فر ض‌کنید ٣‏ یك هیأت باشد. بعضی از تابعکهای خحطی حاص دوی [ءو] دا که از 
طریق «تعیین مقدار در »: 
2/۷۸ ۱ 
به‌دست می آ پندقبلا"دیده‌ايم.اين گو نه تا بعکها نه‌تنها جطی هستندبلکه دارای این‌خاصیت 
نیز می باشند که (1)g(‏ )ا = (ع )1. ثابت کنید اگر £ تا بمکی خطی روی [۳]9 
باشد که به‌از ای هر ر و م۰ 
8(۰( 1 (ع Lf‏ 
آنگاه ۳ Lo‏ یا يك ] در 7[ بافت می‌شو د که به از ای همه هك .L(f)= f(1)‏ 


۴ اد آلهای چندجملهابها 


در این بخش بهنتا یجی که عمد ا بها خحتار ضر بی جبر جندجملها یهای بر دوی يك هیأت 
وا پسته هستند می پر داز یم. 


لم٠‏ ضرض کنیم ]و 4 دد چذ-دجمشهای غیر صفر بر ددی هیأت ‏ پاشند و 
[ > ۰4684 دد این صودت. یك چندچملهای ع دد [ے ]۴ با یکی اذز دو شرط زیر 
پافت هی شود: 


]ید لهای چندجمله‌ایها ۱۶۷ 


ه < 0 - ز يا [وول >(ع0 ۲ )1۵8 
البات. فرض کنیم 


1» 
f =a +2 a anko 
ی‎ 2 ۰ 


n~ 
4 یاعد‎ + Db, bye. 


<< 


در این صودت ۸ج 71 و 
An 6‏ ۱ 
(E Jara = 0‏ یال .deg| ۶- (ara |<deg‏ 
بدین سان می توان چ دا ساوی ۳ ۵,/۳,(۳) اختیاد کرد. ل 


با استفاده اذاین لم می تو انیم شان دهیم که فر ایند آشنای «تقسیمات متوالی» برای 
چندجمله‌ایهای با ضرایب حقیقی یا مختلط بر روی هرهیأت دلخواه نیز امکان پذیر است. 


قضيهة ۴. اگر ر 79 دوچند جملهاق بر دوق هیأّت زر باشند و 7 مخااف ۲۰۰ نگاہ 
دو چند جمله ای 0 د ۲ دد [ے]۶ وجود دارند به‌طوری که 


(۱) دوه = . 

.degr<degd يا ۰<م و یا‎ (r) 
چند جمله‌اپهای ي دم که در شراپط (۱) د (۲) دق می‌کنند یکنا هستند.‎ 

اثبات. اگر ر چندجمله‌ایه باشد یا 4 وول > وول آنگاه هي و <م 
يك پاسخ است. در حالت ٥‏ و «deg f 2 deg d‏ لم قبل نشان می‌دهد که می توان 
يك چندجمله ای چ با شرط ه = عل f‏ یا / 08 >(ع0- )ول انتخاب کرد. اگر 
ه جع - د d‏ وول 2 (8 - )۰068 چندجمله‌ای ,7 را طوری انتخاب‌می کنیم که 
(f —dg)—dh= o‏ يا 


degl/ -4)8+- (> 068) — d8). 
با ادامةٌ این فرایند تا حد لزوم» سرانجام چندجمله‌ایهای ي و م با شرط ه = یا‎ 
و شرط +49 = ] حاصل می شو ند. حال فرض کنیم همچنین داشته‎ 68 ۲> 8۵ d 
يا ۲۱68 ۰09 دد این صودت»‎ o کسه در آن‎ f = dg + باشیم‎ 
ارو 094 و =( ې-و)d.. اگر هټ وې آنگاه‎ 
و‎ d4 - (2 


۸ چندجملها يها 


0680+ )و9‎ - ,( = deg(r, ~r). 
اما چون در جه م س م کمتراز درج 7 است» چنین جیز ی ممکن نیست» و ۰ << . از‎ 
ÛU . —r=o اين روء همچنین دار یم‎ 


تعریف. چند جملەاق غبر صفر 2 پر ددی ۶ مفروض است. اگو ‏ دد [مو ات باشد. . 
قضیۀ قبل نشان می‌دهدکه حداکثر بك چندجمله‌ای ۾ دد [۳)2 حوجود است‌کههه = . 
اگر چلہن وهی دجود داشنه پاشد. گوییم 4 چند جمله‌ای ‏ دا عاد می‌کنده ‏ بر ل تقسيم 
(بخش) پذیر است پا 7 مضربی از @ است. در اپن صورت. می نويس 4| دې د ې را 
خارج قسمت ر بر ۵ هی ناهیم. 


نتیجل ۰۱ فرض‌کنيم ر یك چندجمله‌ای بردوی هیأأت ۶ ۰ د عنصری از ر باشد. 
دد این صورت. ‏ برع سے تفسیمپذیر است. اگر و خیها اگر ه = (ع). 

البات. بنا بر قضية فوق + و( -ه) < J‏ و در آن م يلك چند‌جمله‌ای اسکا ری 
است. طبق قضبهٌ ۲ 


J )6( < og(c)Fr(c)= r(e). 


از اینرو» ۰ = ۲ اگر و تنها اک 5ج (۵) ار 1 


تعریف. فرضی کنيم ۳ہ یك هیأت باشد. عنصر ء از ہ ریش پا صفر چندجسله‌ای 
مفردضی ا بر دوق ۸ خوانده عی شود هرگاه ہ عد (6)/. 


نتیج ۰.۳ پك چندجملسهای ‏ از ددجة 7 بر روي هیاّت ٣‏ حداکش 7۸ دیشه در ۸ 
دارد. 

اات. نتیجه برای چند جمله‌ایهای از در جۀ ه و درجةٌ ۱ بسه‌طور آشکاد درست 
است. فرض می کنیم که نتیجه برای حندجمله‌ایهای از در جۀ ۱ -- 71 نیز درست باشد. اگر 
۾ دیشه‌ای از ۶ باشدهآنگاه هو( -ه)  <‏ ودر آن ې دادای درجةٌ ۱ =۸ است. چون 
 )( =٥‏ اگر و تنها اگر ط = يا ه = (ط)ي» بنا بر فرض استقرا نتیجه می‌شود که 
حداکثر 7 دیشه دارد. [] 


خحواننده تو جه دار د که گام اصلی در اثبات قضة ۲ بیدر نگ از این نتیجه بد دست 
در میحث ر یشه‌های جند گا نه مقو له مشتقات صوری چند جملهایها مفیدواقع می شو د. 
۰۰۰ وه I =e‏ 


عبارت است از حند جمله‌ای 


ایدآلهای چندجماهابها ۱۶۹ 


J ع<‎ reat ۰۰ و‎ 


از نماد ' D,=‏ هم استفاده حواهیم کسرد. مشتق گیری حعطی است؛ بدین معنی که ] 
عملگر ی خحطی ر وی [۲]2 است.مشتقات صوری مراتب بالاتر۷ = ۲و f۳‏ = رز 
و غیره نیزوجود دار ند. 


قضية ۵. (فرمول تیلور') فرض کنیم ۸ هیأنی با سرشت نمای صفر ٥‏ عنصرق اذ 
۴ و 7 عددی صحیح مثبت باشد.اگس.چند جمله‌ای ‏ بر دی ۴ہ با ۸> زوول باشد. 
۲نگاه 


س(-) 22 = 


ابات. فرمول تیلور پیاسدی از قضبة دوجملسه‌ای» و حطی بودن عملکرهای 
۰ .0.۰ است. قضيۀ دوجمله‌ای که باسا نی با استقر | ثا بت می‌شود مدعی است که 


(a+b)" = 2 (7 arb’. 


در این فرمول 


"(= _m(m— ۱(۰ ۰ (m~ k۱) 
TT سر‎ ۱ 


همان ضر یب دوجمله‌ای مشهو ر است که تعداد تر کیبات م شی ۶ از m‏ شی ۰ را بەدست 
می‌دهد. بنا بر فضیةٌ دوجمله‌ای 


۳( )+ م] - 
مس )سم( ) 2 


mc" 1)u —c(+ °۰۰ (۴‏ ی = 
و این» بیان فرمول تیلور برای حالت ”یه = است. ا گر 


da”‏ 2 سس 
آنگاه 
(۰)( )»2۰ < (ع) [*رز 
و 








1. Taylor ۱ 


۷۵ چندجئلها بها 


0 كِ‎ ٤ 


kk ™ o 


(e) 2 





که ==( 
(e) - (۴‏ 2 
ار اد 


11" 


=f.0 


باید متذ کر شد که به‌علت مستقل خحطی بودن چند جمله‌ایهای ۰۱ ( - (۰۰۰۰٤)‏ = ه) 
(با تمرین»در بخش ۲.۴ مقایسه شود) فرمول تیلور ددش منحصر به فرد نوشتن ‏ به 
صو رت ی کمن حطی از چند جمله‌ایهای <k <A) (a—-c(*‏ ه) دا به‌دست می‌دهد. 

در این مر حله» تد کر این مطلب. بدون دک جز ثیات؛ ممکن است حالی ار ار ذش 
نباشد که با تعبیررمناسبی فرمول تیلور برای چندجمله‌ایهای بر روی هیأتهای با سرشت‌نمای " 
مناد هی نیز معتبر است. اگر سرشت‌نمای هیأت ٣‏ متناهی با شد (مجمو ع تعدادی متناهی ۱ 
در ہ برابره شود) آنگاه ممکن است در ٣‏ داشته باشیم ه < ۱ که در این حا لت تقسیم 
(6)([*) بر !۸ بی‌معنی است. با این حال » تقسیم [* بر !)۸ می‌تواند بامعنی باشد» 
زیرا که هر ضریب ۳*7( حاصل‌ضرب عنصری است از جر در عددی صحیح تقسیم پذ یر بر 
إم. اگر این مطالب گیج کننده به‌نظر برسند» به‌خواننده توصیه می شود که توجه خود رابه 
هیاأتهای با سرشت نمای صفر یا به‌زیر هیا تھا یی از اعداد مختلط معطوف دارد. 

ا کر ع دریشه‌ای از چند جمله‌ای گر باشدء چندگانگی ع به عنوان در یشه‌ای از 
بزر گترین عدد صحیح مثبت ‏ است به‌طودی که بر "(ع ږ) تقسیم‌پذیر باشد. 

چند گانگی يك ر یشه» بوضو ح کو چکتر است ازیا مساوی است‌با درجۀ 7. در مورد 
چندجمله‌ایهای بر روی هیأتهایی با سرشت نمای صفرء چند گانگی ء به‌عنوان ریشه‌ای از 
f‏ در ار تباط است با تعداد مشتقا تی از ګر که در ع صفر می شو ند. 





قضیة ۰۶ فرضی کنبد ۸ هبأنی با سرشت نما صفر و ر يك چند جمله‌اق بر دوی 
F۴‏ با >r‏ [وعل باشد. دداین صورت. اسکالر 6 دیشهاق ۱( ار با چندگانگی 7 ۱ست اگر 
و تنها اگر 

)۳[()6( < ,وه‎ >> 
(Df (cJ). 

اشبادد. فر ض کنیم 7 چند گانگی » به‌عنو ان يك ريشة 7 باشد. دراین صورت يك 
چندجمله‌ای ع با خواص ‏ (ع -) ع< ‏ و ه عد(ء)م وجود دادد . زیسر | در غیر اين. 
صورت» بنا بر نتیجةٌ ۱ اذ قضية ۰۴ ر بر ۳+۱( --وو) تقسیم پد ير است. با به‌کار بستن 


ایدآ لهای چندجمله‌ایها ۱۷۱ 


فررمول تیلور بر 8 
(eee) |‏ ب 22 (e-o)‏ = 


=> 2-8 e)(e— e)". 





چون‌تنهايكر اه برای نوشتن ‏ بەعنو ان تر کیبی خطی از توانهای *(-- ي)(۸) ۸> )٥‏ 
وجود دار د» داد یم 


اگر م م ° f‏ 
(D' f )(c)‏ 
وس ور )= شتسد . 

اگر >> ا k!‏ 


بنا براین» به‌ازای ۱ > > 0 = (6) D*‏ 3 ۰ (c)ع‏ = (6) "۰7 بعکس ا گر 
این شرایط بر آودده شوند» از فرمول تیاور بیدر نگ نتیجه می‌شود که يك چندجمله‌ای و 
با شر ایط چ "(ع - وو) = f‏ و تد()م وجود دارد. حال فرض کنیم ۲ بزر کترین عدد 
صحیح مثبتی نبا شد که "(ع - و ) چند جمله‌ای ‏ را عاد کند. در این صورت» يك‌حندجمله‌ای 
۸ وجود دارد که ,۳۷( - و ) اه ولی اين مطلب » پنا به نتیجهٌ ۲ از قضة ۱ ایجابت 
می کند که ,0( - و ) = £‘ زد | ه = (6) که هنود خحود يك تناقض است. [] 


تعریف. گیریم تز بك هبات باشد. بك ایدآل [ے]۸ زیرفضاپی چون ۸۶ ۱ [ته ا 
است که به اذای هر ز اذ [ے]۴ د هر ع اذ /۰۸ چندجمله‌ای ع ‏ متعلق به ۸4 باشد. 


مثال ۱۰۵ گر ر يك هیأت و #يك چندجمله‌ای بردوی ۳ باشد مجموعهة [و] 4 = ۸ 
متشکل از همه مضر بهای df‏ از 4 با /های د لخو اه در Flr]‏ رك ایدآل است. زير 2۸۰۱ 
غیر تھی است ودد واقع ۸4 شامل #است؟ واگر روع متعلق به[ بو ] بز باشند وی يك‌اسکا لرآنگاه 


c(df)—dg=d(cf —g) 
ده همین حو شامل‎ M است و بنا بر اين ۸۷ وتن فضجاست: سرا نجام‎ M متعلق ك‎ 
تامیده می شو د.‎ d اصلی تو لیدشده نو سط‎ Jal M ع( [) هم هست. ایدآل‎ = d) f (ع‎ 


مثالب. فرض کنیم ٠» d‏ تعدادی متناهی چندجمله‌ای بردوی ۸۳ باشند. دراین 
صو رت MM‏ مجمو ع زیرفضاهای d;F[z]‏ يك زیر فضاست و یز يك اید آل. زیر ا» فر ض 
کنیم سم متعلق به ۷ باشد. دداین صورت جند جمله‌ایها یی مانند 3" f, is‏ 5د]F[az‏ 


وجود دار ند که 2 ۰۰۰1 1 e‏ درو اگر چ چندجمله‌ای دلخواهی بر دوی ۴ 
باشد آنگاه 


۱۲ چندجمله بها 


f.8)‏ ۰۰۰4 لو 0 ور 


و بنابراین وم نیز به 41 تعلق دادد. اذ این‌روء ۸۲ يك اید آل است. و می گوییم که M‏ 
اید ال تو ليد شم تو مط جنل حملها یها ی ۰*6 ۰ 6۰ می با شد. 


مثال ۰۷ ۳ دا زیر هیأتی از اعداد مختلط فرض می کنیم و ایدآل 
[](۱۶ یوم آوو) 1و ]ج( ۲ -4-بو) س< ۸0 
را در نظر می گیریم. ادعا می کنیم که [ے]۴ = ۸۸. زیرا؛ 7 شامل 
sa4 ۶‏ حد (۲ ala‏ ۱۶وی a‏ 


و از این‌رو‌شامل ۴ = (۲ + )۶ - 1-۱۶ و۶ است. پس. جندجمله‌ای اسکا لری ۰۱ ودر 
اجه همه مضر بهای آن به ۷ تعلق دار ند. 


قضیا ۰۷ اگر ۸ ہك هبات د ۸2 ایدآل غیر صفری اذ [] باشده چندجمله‌ای 
دکین یکتا یی چون 4 د«[7]2 پافت می‌شودکه 14 ایدال اصلی ولیدشده خوسط ل باشد. 

اثبات. طبق فرض» ۸1 شامل يك جندجمله‌ای غبر صفر است؛ در بین همه جند 
جمله‌ایهای غیر صفر ۰۸ يك چند جمله‌ای ي از کمترین ددجه وجود دادد. می‌توان فرض 
کر دکه 4 تکین است؛ زیراء در غیر این صورت با ضرب ب در يك اسکالر می توان آن را 
تکین ساعت. حال» ا گر ر به 2 تعلق داشته باشد قضية ۴ نشان می‌دهد ول  <‏ با 
این شرط که ه = یا >0682۲. جون ل در ۸۲ است» dq‏ و ۳< 1 - f‏ نیز به 
4 تعلق دار ند. ازطرفی چون # عنصری ار ۸1 و از کمترین در جه است نمی تو | نیم داشته 
باشیم چ عل >008۳ ۱ ه = . پس» [ے ]4۴ = 1. | گرع چندجمله‌ای تکین دیگری 
باشد که [ے ]جع = 2 آنگاه در چندجمله‌ای غير صفر م و م وجود دار ند که رع = هو 
19 = ع. از ایندو» وم 4 < 4 و 


deg d= deg 21 وول‎ p+deg ۰ 


بنا بر این °= و ‘deg p= deg‏ و چون ۾ د £ تکین هستند؛ ۱ < هد م و در تیجه 
d= g‏ 


مشاهدة این مطلب با ارزش است که دداثباتی که هم ا کنون ارائه‌شد» حا لت‌خاصی 
از يك واقعیت سا مفید و عمومی به‌شر ح زیر مورد استفاده او اگر م جند. 
جمله‌ای غیرصفری از يك ایدآل ۸ باشد و اگر چندجمله‌ای ز در ۸۸ بر مر تقسیم پذیر 
نباشد آنگاه “وم = و «با قیما ند م ده تنها به ۸۸ تعلق دارد و مخالف ه است: 
بلکه درد جه‌اش کو چکتر از در جۀ م7 هم هست. قبلا در مثال ۷ نیز بر ای نشان دادن این که 
جندجمله‌ای اسکا ثری ۱ مو اد تکین ایدآل مورد نظر است. از این واقعیت استفاده کر دیم. 
اصولا يا فتن چندجمله‌ای کی کنه ادال غير صفر مفروضی دا تو لید کنل همو اده 


ایدآلهای چندجمله‌اییا ۱۷۳ 


امکان بد بر است. زیر اه در هرایدال می توان به ڌو سط تعدادی متتاهی ار تقسیم متوالسی» 
ھا يتا يك جندجمله‌ای با e‏ در حه بەدست آودد. 


نتیجه. اگر ٠۰۰١٤,‏ رر چند جمله‌اپیایی بر دوي هیات ۶ باشند و همه صفر 
ہاشند. بك چند جملهای تکین بکتای ل در [ے] ۶ وجود داردکه 
(الف) 7 دد ادال ولېد شده خوسط ۰D‏ ۰ قرار ډارد. 
( ب ) 2 هر بك اذ چندجملهاپهای ,ر دا عاد می‌کند. 
هر چناد جمله‌اق که دد الف) و (آب) صدث کنده لزوماً شرط زیر دا یز برعیآدرد. 
( ب ) 2 پر هر چندجمله‌ای که همه چندجمله‌اپدای ,۰۰۰۰۰7 رر دا بخش کند. 
اثبات. گیریم 7 مو لد تکین ایدآل 
pr Fla] ۰۰۰1 p,F[z]‏ 
با شد. هر عنصر این ایدآل بر qd‏ بخش پذ یر استء لد همه چند جملها یهای Pi‏ بر qd‏ بخش.- 
يذ پر ند. حال فرض کنیم 7 يك چند‌جملدای باشد که همه جندجمله‌ایهای p۰7‏ دا 
عاو کند. در این صورت» چندجمله‌ایهایی چون ,ع» ۰۰۰۰ ,چ وجود دار ند که ,ع ڳ ك رم 
> > ۱. بعلاوه» چون 4 در ایدآل 
pı Fla] +--+ P,F[a]‏ 
است؛ چندجملها يها یی جون ۱ و در [7 ]7 یافت م یشو ند که 
و ۰۰۰4 d=‏ 
پس 
d= [ ] 20-1۰ 7 1 20 [‏ 
تا اینیحا شان داده‌ایم das‏ جندجمله‌ای تکینی است که ور (الف)»› (ب)» و (ب) صدق 
می‌کند. اگر "۵ يك چندجمله‌ای باشد که شرایط (الف) و (ب) دا بر آورد از (الف)و 
تعریف 4 نتیجه می‌شو د که "7 مضربی اسکا لری از 4 است و دد (پ) نیز صدق می کند. 
سر انجام» در حالتی که "۵ چندجمله‌ای تکینی باشد. دادیم 4 ۰۵ ] 
تعر یف" اگر ۳*۰۱ چند جم لها یها ی برددقی هیات ٣‏ باشند دهمگی ه پباشنده 
آنگاه 2 ؛ مولد قکین ایدا ل 
[نم] رم + ۰۰۰ ۲+ [ته] گرم 
بز ر گترین مقسوم‌علیه مشتر چند جمله‌ایهای ,م» ۰۰۰۰ ,ر ناعپده می‌شود. اپن اصطلاح 


ڏوسط لم قبل و جیه می‌شود. گوييم چند جم لها پهاق 7‘ Pn (oes‏ تست به‌هم اول‌هسنند. 
هرگاه بزدگتریی مقسومعلبه مشنرك آنها ۱ باشده پا معادل آددن» هرگاه ایدآلی را که ۲ نها 


٠‏ ۴ چندجملهابها 


مثال ۸ گیریم C‏ هيات اعداد مختلط با شد. دراین صو رت 


(الف) بزد گتر ین مقسوم‌علیه مشترك ۲ لیر و ۱۶ دیول ارو برابر! است (مثال 
۷ را ببینید)؛ 


(ب ) بزد گترین مقسوم‌علیه‌مشترله (-ز۲(۲)۵ --یو) و (۲4-۱ه)(۲ -ن2) برابر 
(وسل-رو)(۲ -م) است. زیرا ایدآل 


۱ [ر۱(]۵ ۲ آرن)(۲ - رم) 1[ ](: 4 /۲(۲)۵ (u—‏ 

شامل 
(a ۲ (r +-1) (1~ ۲(‏ = ( ۱سا (a +1)— (a — ۲ )(a2‏ -- وو) 
وبنا بر این شامل +i)‏ )۲ س و ) است که تکین است وهردوی 
(۱ سب آرو)(۲ -یو) و (au— (ati)‏ 
را عاد می کند. 
مثال ۵. ٣‏ راھیأت اعداد گویامی گیر یم‌ودر [:م]۳ فرضمی کنیم ۸ اید آل تو لید. 
شدم تو سط 
(z— ۳) et ۱()04- ۲(۲‏ )۲+( و (a—F)‏ 


باشد. دراین صورت» ۶ شامل 


(a+ ۲( ])- ۱(-)- ۳1) ۱(‏ 
است وچون 
(a+) = (r -- (+¥) -۷‏ 
۸ شامل چندجمله‌ای اسکا لری ۱ هم هست. از این‌رف [ی ]۴ = 1 و چندجمله‌ایهای 


۱()۵+۱۲(۲ )۰ )¥ -۲(۲)۵ تم و (a—F)‏ 


نسبت به‌هم اول هستند. 


ثمر .ین 
1 فرض کنید ‏ هیأت اعداد گویا باشد. تعیین کنید كداميك از ز یرمجموعه‌های زیر از 
[9۵]2 اند ال است: هر گاه مجموعةً داده شده اید آل باشد. مو لد تکین آن دا پيا بید. 
(الف) همه [های از درجة زوج؛ 


تجز يه چندجملها يها به‌سازه‌های اول ۱۷۵ 


(ب ) همه [های از درجهة بزد کتر ازیا مساوی با ۵؛ 

( ا ا ھان کمک ری 

(ت ) همه [هایی که TOSS j=‏ 

(ث ) هم [های واقع در برد عملگرعطی 7 تعر یف شده توسط 


3 = ( مره << )2۳ ۱ 


=o ەغ‎ 3 


۳ 





۳ مطلوب است بزد گترین مقسوم‌علیه مشترك هر يك از جفت چندجمله‌ایهای ذیر: 
(الف) ۴ دوع ارو۳ ا و و ۲۷ سوم - آور - اول ا 
(ب ) ۳ - ارو raf‏ و TH Ya rats‏ 
(ب ) ۳ سس وو ۷ -- کو - آوو ۷ کا و ۱ب رز ۷ A‏ آرم. 


۳. ا کر ماتریسی 11 برد دی هیأت 7 با شد» شان دهد مجموعةً همه چند جملها پهای 
کر در []۳ با شرط ه مد (۵ )کر يك اید آل است. 


۴ فرض کنید 7 ز یرهیاتی از اعداد مختلط باشد و 


۴است.. ۱ 
ح< رم 


o 1 


مو لد تکین اید آل متشکل ازهمة چندجمله‌ایهای / دد [ی]۴ داکه ه = (۸) بیایید. 
۱۰۵ گر ٣‏ يك هیأت باشد» نشان دهید اشتر الك هر تعداد دلخواه از ایدآلهای [ے]٣‏ ود 
۶ گیریم ۶ يك هیأت باشد. نشان دهید اید آل تولید شده توسط تعدادی متناهی چند۔ 

جمله‌ای اذ[ے] ٣‏ چون ۴ ۰۰۰۰ رگ عبارت است ازاشتر ال همۂاید آ لهای شامل آ نها . 


۷ فر ض کنید × زیرھیاتی از یك هیأت ٣ہ‏ و و ع چندجمله‌ایهایی دد [٭]K‏ باشند. 
اک M,‏ اید ال تو لید شده توسط و و در [2]عل وم1 ایدال تولید شده توسط 
آنها دد [۴]۸ باشد» نشان دهید ,1 و ,4دارای مو لدهای تکین‌مساوی‌هستند. 


۴ جز يه چندجمله! بها به‌سازه‌های اول 
در این بحش اثبات می کنیم که هر چندجمله‌ای بردوی هیأت ۴٣‏ دا می توان بەصورت 
حاصل‌ضر بی از جندجمله‌ایهای «اول» نوشت. این تجز یه به‌سازه‌هاء ابزار موّثری برای 


۷۶ چندجمله) يها 


يافتىن بو کم نزن مقسو معلیه مشتر لك هر تعداد متناهی از جند جملد ایها» و بخصو ص» وسلةً 
موثری بر ای‌اتخاذ تصمیم ددمورد اینکه چه‌وقت این جندجمله‌ایها نسبت به‌هم اول هستند» 
فر اهم می آورد. 


تعریف. فرضی کن 7 يك هبات باشد.چندجمله‌ای ‏ در [نع]ع را تحویل‌پذیر 
دوی ۸ می‌نامپم هرگاه چند جمله‌ایهای ع و 7 از درج بزرگتر از یا مساوی پا يك دد 
[]۴ دجود داشنه باشند به‌طوری که اع = + وگنہ از دا تحویل ناپذیر بردوی ۲ 
ی نامیم. هر چند جمله‌ای تحویل ناپذپرغیرا سکالری برردی ۳ بك چندجمله‌ای اول برروی 
۶ نام دارد وگاهی بك اول دد [م] نیز نامیده می‌شود. 


مثال ۰ مندجمله‌ای ١‏ بردوی هيات € از اعداد مختلط تحویل بد یر است. 


2+۱ =) +l i) -- i ( 


و چندجمله‌ایهای زم و زي به [ه]٤‏ تعلق دارند. از طرف دیگرء ۱ ي برروی 
هیأت اعداد حقیقی ۸ تحویل نا پذیر است. چراکه ا گر 


( ویو ای)( 0 بدوری) = ۱ ارو 


و ي ای و و ار در ۸ باشند آنگاه 


aa' =1, ab'+ba' =o, bb' =1. 


این روابط ایجاب می کنند که ه = ۲+ که این حود با حقیقی بودن اعداد ۾ و ظط 
غیرممکن است؛ مگر A= b= o AST‏ 


قضیاً ۸. گیریم f Pp‏ د 2 چند جمله پهابی پر دق هیأت ٣‏ با شند. . فر کس ر 
جي َ پا شد که چ fg‏ دا عاد کند. دد این صورت؛ ر پا دا عار 

بات رو ی م چند جمله‌ای اول تکینی است» از عمو میت اثبات نکاسته‌ایم. 
دراین صورت» این واقعیت که و اول است»جیبزی جز این نمی گوید که ۱ و م تنها موم 
علیه‌های تکین م هستند. گیر یم 4 بزد گترین مقسوم‌علیه مشترك و م است. دداین‌صودت؛ 
پا ۱ < 7 یا و = 0؛؟جر اکه جند جمله‌ای تکینی است که را تیم می کند. اکرو 
آنگاه ۳ چند جمله‌ای ۲3 را تفسیم می کند وکار به‌انجام مي‌رسد. از این‌دو» فرض می کنیم 
۱ =4 بعنی» فرض می کنیم روم سبت به‌هم اول باشند. ثابت خواهیم کرد که 7 چند. 
جمله‌ایچر | عاد می کند . چون بزد گتر ین‌مقسوم‌علیه مشترك ز وم يك است» چندجمله‌ایهایی 
چون , و رم وجود دادند که و ,+ [, [< ۱. با ضرب این رابطه در چ دادیم 


تجز يه چندجمله‌ایها به‌سازه‌های اول ۱۷۷ 


8 +ع af‏ [< و 
p(P.8) <‏ + [(ع )<< 


چون و چندجمله‌ای چ ؟ راعاد می کند؛ , [(ع ) ونیزساماً (ع )م رانیزتقسیم می کند. 
بدین‌سان چ برم بخش‌پدیراست. [] 


نتیجه. اگر ر بك ادل باشد د حاسل‌ضرب رر ۰۰۰ ,گر دا عادکند. آنگاه ر یکی 
از چندجملهاپهای ا ۰ دا عاد هی‌کند. 

اثبات. اثبات به‌استقر اصودت می گیر د. وقتی ۲ = م نتیجه‌جیزی جزصورت‌قضیهء 
ثیست. فرص کنیم نجه را برای 6 = م اثبات کر دہ با شيم و و حاصل‌ضسرب 
ہگ ۰۰۰ ,]از (1-4۱) چندجماسه‌ای دا تیم کند. چون ر چنسدجمله‌ای 
مب( هه (f‏ را تقسیم می کند. م یا ا را عاد می کند یا پر ۰۰۰ sS‏ 
بنا برفرض استقرا؛ اگرم چندجمله‌ای ,۰۰۰ دا عاد کند» آنگاه زیی هست کسه 
> رک ۱ و و چندجمله‌ای ۳ را عاد می کند. بدین لحصاظ می بینیم که درهرحا لت و 
باید یکی از ,ها. 4-۱/کتر > ۱ دا عادکند. [] 


قضی؟ 4 اگر ۲ یك هیأت باشد. هرچندجمله‌ای تکین غیر اسکالری دد [2] را 
می‌قوان به‌پلت. وبدون احتساب ترئیب؛ کنیا به يلك طریق بەصورت حاصل‌ضربی ازاولمای 
تکین دد []۲ نجزیه کرد. 

اثبات. فرض کنیم ‏ چندجمله‌ای غیراسکالسری تکینی برروی ‏ باشد. هسرگاه 
=١‏ / و9[ چیزی برای اثبات نمی‌ماند؛ زیرا چندجمله‌ایهای درجهٌ یك خود تحویل- 
ناپذیرند. فرض کنیم ر دادای درج ۱ << م باشد. بنابر فرض استفرا می‌توانیم فرض 
کنیم که قضیه برای همه چندجمله‌ایهای تکین غیر اسکا لری از درجه کمتر ادم درست‌است. 
اگر گر تحویل‌ناپذیر با شد» خود هم اکنون به‌صودت حاصل‌ضربی از اولهای تکین هست. 
ددغیر این صورت اع = که در آن ع وړ دوچندجمله‌ای تکین غیر اسکا لری از درجۀ 
کمتر از زر هستند. پس» ع وم می ترانند به‌صورت حاصل‌ضر بهایی از اولهای تکیسن در 
[جو] ۲ تجزیه شو ند» و از اینجا به‌همین‌نحو . حال فر ض کنیم 


dn‏ ا P=‏ °° ار 
که در آن 0 ۰۰۰ پر و 0 ۰۰۰ + اولهای تکینی از [ 22 | هستند. در این صورت» 


م حاصل‌ضرب ږې ۰۰۰ و دا تقسیم می کند. بنابر نتیجة قبل» م باید یکی از ,وها را 
عاد کند. چون ږې و ے7 هردو چندجمله‌ایهای اول تکینی هستند» این بدان معنی است که 


Pa: ۱ )۱۶-۴(‏ < ر6 


از (۱۶-۴) می بینیم که | گر ورر با n=‏ دادیم 1= 72 ((7؟ ز بر ا 


۱۱۷۸ چندجملهادها 


88 = ۳ deg 7,= 3` deg q; 
۶ ز‎ 


دراین حالت چیزی بیشتر برای اثبات نمی‌مانده لذا فرض می‌کنيم ا زو ۱ << 1. 
پس از تر تیب بندی مجدد وها می تو انیم فرض کنیم که Qa‏ < ,0 و 

Pn Pad 0 9-۱ Pn °‏ ۹« 72 
حال بنا به‌نتیجة ۲ از قضة ۱ دادیم 


0۱ °°° Pa. =A °°° da: 
چون درجهٌ چندجمله‌ای رم ۰۰۰ ,ص کمتر از " است» فرض استقرا به‌کار مې رود ونشان‎ 
۱۰۰۰ ۰, می دهد که دنبا لّر» ۰۰۰۰ ,_بم حداکثر تر تیب بندی‌جدیدی از دنبا له‎ 
است .این مطلب همر اه با (۱۶-۴) نشان می‌دهد که تجزيتة  به‌صوردت حاصل‌ضر بی از‎ 
][ او لهای تکین؛ بدون توجه به تر تیب سازه‌ها یکتاست.‎ 


در تجزیة چندجمله‌ای تکین غیر اسکا لری ‏ مفروض در بالاء بعضی ازسازه‌های اول 
تکین»ممکن است تکر ار شو ند. اگر مء ۰۰۷ ,۰ او لهای تکین متمایزی باشند که در 
این تجزیة ر ظاهرمی‌شوند» آنگاه 
(۱۷-۴( مج ۰۰۰ چا دم f=‏ 
که در آن نمای ,و« تعداد دفعاتی است که سار اول ,م درتجز یه ظاهر می‌شود این تجز یه 
یز مسلماً یکتاست. و تجزية او لیا ر نامیده‌می‌شود. بساد گی می‌توان نشان داد که‌هر مقسوم 
علیه تکین ‏ به‌صودت 
pF", ۰ >> )۱۸-۴(‏ ۰۰۰ ۳۷۲ ۱ 
است. ۱۸-۴(۱) نتیجه‌می شو د که بور کترين مقسوععایه مشترله تعدادی متناهی‌چندجمله‌ای 
تکین غیراسکا لری , ۰ ۰۰۰۰ , گر از تر کیب همه سازه‌های اول تکینی به‌دست می آید که 
به‌طو رد همزمان در تجزیه‌های گ ۰ f,‏ ظأهرمی شو ند. نمایی که برای هريك از 
سازه‌های اول فوق‌الذ کر باید درنظر گرفته شود» بزر گتریسن نمایی است که آن سازه 
به توان این نما سازه‌ای‌ازهمهٌ , ها باشد. هر گاه هیچ‌توانی (غبرصفر ) از چندجمله‌ایهای 
اول» ساژه‌ای ازهمة ,ها نباشد» این چندجمله‌ایها نسبت به‌هم اول هستند. 


مثال °1۹ فرض کنیم هیأت ۲ وعناصر متمایز یی مء وہ از 7 داده شدم باشند. در 

این صودت چندجمله‌ایهای ي بو ]بو و ع سې اولهای تکین متمایزی از [ے]٣‏ 

هستند. ا گرو مء وی اعداد صحیح مثبتی باشند» وکر مسو م عليه مشتر لك چندجمله‌ایهای 
(a—a)"(s—c)' 3 (u—b)(a—c)'‏ 


"(م - رو ) است» حال آنکه سه جندجمله‌ ای 


تجز یه چندجمله)یها به‌سازه‌های اول ۱۷۹ 


(z—a)"(s—c), (u—a)"(e—b)"‏ ,(ع--ه)(ها- نو) 


سبت به‌هم اول هستند. 


قصضبا ۰۹ فرق کن 8 بك چند جملهای کین غبراسکا لوق پږددقی هبات 9 
SS‏ 
نجریة ر به‌سازه‌های ادل باشد. بهاذای هر ز» > ر > ۱ » گیریم 


Pi ij 
ڏسٽ بهم ادل هسنند.‎ fy دداين صورت اڳ‎ 
اثبات. اثبات (آسان) این قضيه دا به‌خواننده وا گذار می‌کنیم. این قضیه دابیشتر‎ 
بدین منظور بیان کردیم که بعدها بتوانیم به‌آن رجو ع کنيم. ل‎ 


3قضیا ۰.۱۱ ضرضی کن چند چملهاق 4 پوددگ هبات ] و هشن 5 f‏ دادہ ده 
است اگر و کنیا اکر کر و "از سبت به‌هم اذل باشند. 

اذباٽ. فرض کنیم در تجز یه به‌سازه‌های اول برروی هیأت ۳» چندجمله‌ای اول 
(غیر اسکا لری) م تکرار بشود. ددایسن صورت» به‌ازای عنصری چون ۸ از [ے]۴» 
ph‏ = . آنگاه 

f = 2۳۱ FY pp'h 
و ار نسیت به‌هم اول یستند.‎ f و س مسوم‌علیه ' ر نیزهست. پس»‎ 
غیر اسکا لری متمایزی برروی ۳ باشند. اکر رم | [ = ر انکاه‎ 
f = سفن اپ پم بل ,و‎ Pel « 

گیریم م چندجمله‌ای او لی باشد که هم ر و هم f‏ را عاد می کند. در این صودت یی 
هست که ر خو حال به‌ازای Pi: Ei‏ چند‌جمله‌ای ۳ را عاد می کند» وجون Pi‏ 
چندجمله‌ای 


k 
رگ ر2 تک‎ 
[2 


را هم تقسیم می کند. می بینیم که ,م باید ,م دا نیز عادکند. بنابراین رم يا ,گر را عاد 
می کند یا ۳1 دا. ولی رم چندجمله‌ای, f‏ را عادنمی کند.چر ا که ر». ۰ ۰ مراد هم متما یز ند. 
لذاء ,2 چندجمله‌ای م را عاد می کند. این‌هم‌ممکن‌نیست» زیرا در جه یکی کمتر از در جة 
رم است. پس.نتیجه می گیر یم که‌هیچ اولی هم گر وهم "رز را عادنمی کند يا آنکه f‏ وا 


۸۰ چندجمله| بها 


سست به‌هم اول هستند. [] 


تعر یف. هبات ۲ دست جیری ناهیده هی شوده هرگاه ۵ر چند جملهاق اول پرروی 7 
داداق ددج ۱ باشد. 


اینکه می گوییم ۴ بستأجبری است بدین معنی که‌هر چندجمله‌ای تکین تحو یل نا پذ یر 
غیراسکا لری برروی ٣‏ به‌صودت c(‏ س ) است. قبلا" دیده‌ایم کسه هر جندجمله‌ای از این 
نوع برړروی هرهیأت ۳ تحویل‌ناپذیراست. بدین‌سان» یسك تعریف هم‌ارز برای هیأت 
بستَهجبری عبارت ار این است: هیأتی چون 7 که هر چندجمله‌ای غیر اسکا لری / دد[ے]٣‏ 
بتو اند به‌صو رت 
cc ( ۰۰۰ )2¬- ۴‏ -¬»م)c=‏ ] 

که در آن ع یك اسکالرء ,۲» ۰۰۰ ,ع عناصرمتمایزی از ۴ و ,و ۰۰۰ ۸ اعداد صحیح 
مثبتی هستند» بیان شود. يك فرمو ابندی دیگرهم این اس ت که اگر [ يك چندجمله‌ای غير 
اسکا ثری برروی ٣‏ باشد» آنگاه عنصری چون ع در ] وجود دار د که | : 

هیأت ‏ از اعداد حقیقی بستةٌ جبری نیست؛ زیر ا چندجمله‌ای (۲4-۱ه) بردوی 
R‏ که از درجةّ ۱ نیست تحویل نا پذیر است ويا به‌اين علت که عددی حقیفی مانند ه وجود 
ندار د که ه = 1-۱ آم. فة موسوم به فضي بنپادق جبر بیان می کند که هيات ٣‏ از اعداد 
مختاعط بستهً جبری است. | گر چه این قضبة را دراینکتاب بعداً هم به کاد می بر یم ول ان 
را اثبات نمی کنیم. اثبات این قضیه از يك‌سو به‌علت محدودیت زمانی: وار سوی. دیگر 
به‌اين خاطر که به‌حاصیتی «غیر جبری» از اعداد حقیقی وابسته است. کنار گذاشته شده‌است. 
برای دیدن اثباتی‌ازاین قضیه خوانندعلاقه‌مند می‌تواند به کتاب شر اير و اسپرنر امندرج 
در فهرست مراجح رجو ع کند. 

قضبة بنیادی جبرهمچنین دوشن می کند که چه امکاناتی برای تجزية چندجمله‌ایهای 
با ضرایب حقیقی به‌سازه‌های اول وجود دارد. ا گر چندجمله‌ای ر با ضرایب حقیقی باشد 
و دیشه‌ای مختلط از 7 گام مزدوح مختلط م؛ نیز يلك ريش است. بنا بسراین» 
ر به‌های مختلطی که حقیقی نیستند باید به‌صورت جفتهای مزدوح ظاهر بشو ند. در نتیجه 
مجموعة همه ریشه‌ها به‌صودت ,ج EE‏ ی او است که در آن 


07 ۰ راعدادی‌حقیقی و ,۰۰۰۰6 اعدادی‌مختلط وغیر حقیقی‌هستند. پس. به‌صودت 
J =c(a—1) °°° (2—1,)P °°° P,‏ 
تجز یه می‌شود» که دد آن رم چندجمله‌ای در جۀ دوم 
P= (u — c(t —2;)‏ 
است. البته ضرایب این چندجمله‌ایهای ,م حقیفی هستند. تیجه می گیر یم که در جه‌هر چند- 





1. Schreier and Sperner 





تجز يه چندجمله‌ایها ب‌سازه‌های !ول ۱۸۱ 


جمله‌ای تحویل نا ید بر بر ړوی هيات اعداد حقیقی ۱ یا ۲ است. و هر جندجمله‌ای بر دوی 
1 حاصل‌ضر بی است از جند ساره حطی؛ که از ر بشه‌های حقیقی 4 بەد ست می آیند» در 
چند چندجمله‌ای درجۀ دوم تحویل نا پدیر. 


۱ فرض کنید چندجمله‌ای تکین م برروی هیأت ۶ و چندجمله‌ایهای نسبت به‌هم اول کر 
و ع برروی ۳ داده شده باشند. ثا بت کنید بزد گترین مقسوم‌علیه مشترك [2 و وم برابر 
7 است. 


۲ با قبول قضيهٌ بنیادی جبرء مطلب ذیردا اثبات‌کنید. اگر [ وچ چندجمله‌ایهایی بردوی 
هیأت اعداد مختاط باشند» آنگاه ‏ وع فسبت به‌هم او لند ا گر وتنها اکر ‏ وع ریشه 
مشت ر کی ند اشته باشند. 


۴ فر ض کنید D‏ عملگر سنو مشتق گیری دوی فضای جند جمله | یهای برروی هيات اعدا دمختلط 
و يك چندجمله‌ای تکین بردوی همین هیأت باشد. ثا بت کنید تساوی 
وه )۰۰۰ J =(a—e)‏ 
که در آن 6 6۱۰۰ اعداد مختلط متماپزی هستند بر قر ار است | گروتنها اك ۲ 
/( نسبت به‌هم اول باشند. به‌ییان دیگر» ‏ دادای ریشۂ تکراری نیست اگر و تنها 
اگر / و /( ریشۂ مشتر کی نداشته باشند. (قضيةٌ بنیادی جبر را دانسته فرض کنید.) 


۴ تعمیم زیراز فرمول تیلور دا ثابت کنید: فرض کنید ؛ چ» و ۸ چندجمله‌ایهایی بردوی 
زیرهیأتی از اعداد مختلط باشند به‌طودی که ۸> / و08. دد این صودت 


[ (ع)‎ 27 f K(R)(g —h)*. 


(دد اینجا (ع)] به‌معنی «تر کیب با ع» 9 
در بقيهةٌ تمر نها به تعر یف زير نیازمندیم: اگر ل چ» ۳ 
۴ باشند و هدن گویيم گر همنهشت با چ به پیماف؟ م است. هر گاه (ع ) بر 
بخش پذ پر باشد. هر گاه ه ر همنهشت با چ به‌پیمانة صم باشد» می نویسیم 
J$ =g 2 ۰‏ 


۵ به‌ازای هرچندجمله‌ای غیسرصفرم. ثا بت کنید همنهشتی به‌پیمانة م رابطه‌ای هم ادزی 


است؛ یعنی 


(الف) انعکاسی است: ر 1000 = . 


0 


۲ چندجملها يها 


(ب) منقّارن است: اگر ر 500 ع = کر آنگاه ر 0و <دم. 
(ب) متعدی‌است: ا گرم ۲00 ع< / دم mod‏ ,زد آنگاه =h mod p‏ . 


۲ فر ض کنید f =gmodpP‏ و mod P‏ وک [. 
(الف) ثابت‌کنید م 8مطد رع+عع< ,+ . 
(ب) ثا بت کنید م 00ص عع عع, ‏ . 


¥ » از تمرین ۶ برای اثبات مطلب زير استفاده کنید اگر ل چ» : و م چندجمله‌ایهایی 
برروی هیأت ۳ باشند و ٥م‏ و اگر رای و ات 3 = آشکتاه 
.h(f)=h(g) mod Pp‏ 


۸ | گرم چندجمله‌ای تحویلناپذیری‌باشدوم mod‏ ه دم .ثابت کنید یام o mod‏ = [ 
يا و 0d‏ ه عدع. !گرم تحویل‌پذیر نباشد» مثالی بیاور ید که نشان دهد مطلب فوق 


نا درست است. 


۵ 


دتر مینان 


۵ حلقه‌های جابجا.بی 

در این فصل» بها ثبات احکام اصلی دترمینا نهای ما تریسه‌ای مر بعی می پرداز یم . این امر را 
نه‌تتها برای ماتریسهای بر دوی هیأتها بلکه همچنین برای ماتریسهای ی که درایه‌های آنها 
«اسکا لر»هایی از نوع عمومی‌تری هستند» انجام می‌دهیم. این تعمیم دو دلیل دادد. اول 
آنکه» در فصل بعد در مسوارد معینی نا گزیر از بحث در باره دترمینانهای ماتریسهایی با 
درایه‌های جند‌جمله‌ای هستیم . دوم نکه در آ نجه که در بارٌ دترمینا نها خواهیم آورد؛ یکی 
ازاصول موضوع هیا تها» یعنی اصلی که وجودمعکوس ضر بی هر عنصر غیرصفر دا تضمین 
می کند» هیچ گو نه نقشی ندارد. به‌این دلایل مناسب است که نظريةٌ دترمینانها را برای 
ما تریسها یی که درایه‌های آنها عناصری از یك حلقهةٌ جا بجا یی با عنصر همانی باشند. تعمیم 
دهیم. 


تعر بف. يك حلقه عبادت است ازیلف حجموعة ˆ همراه با ددعمل ول رو ب (ug)‏ 
د رکب( ۷ ,) که شراهط زیر دا پرآددند: 

(الف) × قحت عمل بو روج( ,ے) یك گروه جاپجایی است (× تحت جمۓ 
يك گرد جابجایی است)؛ 

رب جوم )شوب کت یی انیت 

(پ) رو ر = (2 + ویر و دادر = د( + ) (دد قانون پخ پذیری 


۴ در مینان 


برقراد ند). 

اگر به ازاق هریز دل ۱ ۶ داشثه باشیم ال = وو گویپ = K‏ جا بچا یی اهست. 
اگر عنصری چون ۱ دد کر پاشت شود به طودی که به ا(ای هر ےے ره = 7۱ < ۰۱2 گوییم 
× حلقه‌ای با عنصر هما نی است و ۱ دا عنصر همانی × می ناميم. 


در اینجا حلقه‌های جابجایی با عنصر همانی مورد نظر ما هستند. چنین حلقه‌ای را 
می تو ان به‌طور خحلاصه به‌صورت مجموعه‌ای چون 7 همر اه با دو عمل توصیف کرد که 
همه اصول موضو ع‌هیأت را که در فصل ۱ ارایّه شد ار ضا می کنند مگر احتمالا"اصل‌موضو ع 
(۸) و شرط هعلد! را. بدین سان» يك هیأت عبارت است از حلقه‌ای جابجایی با عنصر 
همانی غیر صفر که بسه‌هر زو غیر صفن عنصر ١‏ با خاصیت ۱ = ۱ و متناظر شود. 
مجموعةٌ اعداد صحیح همراه با اعمال معمو لی؛ يك حلقهةٌ جا بجایی با عنصر همانی است؛ 
اما يك هیأت نیست. مجموعةٌ همه‌چندجمله‌ایهای بر روی يك هیأت همراه با جمع‌وضر بی 
که برای جندجمله بها تعر یف کردیم حلقة جا بجا یی دیکری با عذصر همانی اشتت: 
۱ اگر × حلقه‌ای جا بجا یی با عنصر همانی باشد» هرماتر یس ۸ < رم بر روی ‏ را 
به‌صو رت تابعی چون 4 از مجموعة جفتهای (ز ,:) از اعسداد صحیح :>> ۱ و 
کر > ۱ در × تعریف می کنیم. طرق معمول چنین ما تریسی را با آرایه‌ای مستطیلی که 
دار ای س سطر و م ستون باشد» نمایش می‌دهیم.مجمو ع و حاصل ضرب ماتریسهای بر 
روی » به‌همان نحو که بر ای ماتریسهای بر دوی هیا تها تعریف شدند. تعریف می‌شوند: 

(A+ 8 زر(‎ = AFB; 


(AB); = Dd تور‎ 


جمع آنگاه تعر یف می‌شود که 4 و 8 دارای تعداد سطرها و نیز تعداد ستونهای اوی 
باشند» و ضرب هنگامی تعر یف می‌شو د کسه تعداد ستونهای 4 برابر با تعداد سطرهای 8 
يأ شد. خواص جیری اساسی این اعمال د 9 اینجاً هم معتبر ند. مل“ 
›)4B (€ = 4086( ›A4(B+-C°( = 4 4-0‏ و غیره. 

همجن مورد هیا ته عناصر را هم اسکا ار می‌نامیم. را این قرار» تر کیب حطی 
سارها یا ستو نهای هر ماتریس دا می توان همچون گذشته تعر یف کرد. به‌طور اجمال به 
استئنای نتایجی که به ( تفسیم» پذيرى دد ٭ مر بوط اند کلیۂ احکامی را که قبلا برای 
ماتریسهای بر دوی هیا تها به‌دستآوردیم برای ماتریسهای بر روی × نیز معتبر ند. 


۳.۵. ابع دنرمینان 
(مر بعی) بر دوی > اسکا ری (عنصری از ) که به‌عنوان دترمینان آن ماتریس شناخته 


تا بع دترمینان ۱۸۵ 


می‌شود» اختصاص دهیم . اين امکان وجود داد کسه دترمینان ماتر یس مر بعی 4 دا تنها با 
نوشتن فرمولی برحسب ددایه‌های 4 تعریف کنیم. در این صودت خواص گوناگون 
دتر مینان دا می‌توان از این فرمول به‌دست آورو. اما چنین فرمو لی تج پیچیده است» و 
ما برای دست‌یابی به‌مزیتی تکنیکی به‌صورت زیرعمل می کنیم. يك «تابع دترمینان»دوی 
K۴‏ را چنان تا بعی تعریف می کنیم که به‌هر ماتریس ۸ ×۸ بر دوی × اسکا لری را 
تخصیص بدهد و دارای خواص ویر زیر باشد: این تابع؛ بەعنوان تا بعی از هر يك از 
سطرهای ماتریس» خطی باشد؛ مقدار آن روی هر ماتریس با دو سطر متساوی برابر صفر 
باشد؛ و مقدارآن روی ماتریس همانی ۸ ×2 برابر با ۱ باشد. ثا بت می کنیم که چنین 
تابعی و جود دارد و سپس یکت بودن آن را ابات می کنیم؛ یعنی » ٿا بت می کنیم که دقیقاً 
يك تابع با اين وید کیها وجود دارد. حین اثبات یکتابی» فرمولی صریح برای دترمینان 
و یز جندین حاصیت مفیدآن را به‌دست خو اهیم آودد. 

این بخش به تعر یف «تابع دترمینان» و بسه‌اثبات وجود حداقل يك تابع دترمینان 
انعتصاص دارد. ۱ 


تعریف. فرض کے ر حلفهای جابجاپی با عنصر همانی» 7 عددی صحبح عثبت 
( تاببی باشدکه به هرمائریس ۸ ×۸ مانند 4 پر ددی × اسکاثر (2)24 از کر دا متلا ظر 
سازد گوپیم 2 تابمی 9 خطی است هرگاه به اذاق هر ۰ 1>7 > ۰۱ ( قا بمی حطی!( 
مین سطر با ثابت نگاه داشتن (7-۱) سطر دیگر باشد. 


این تعریف نیازمند چند توضیح است. أ گر( تابعی از**1۳ دد ٤‏ و »0,۰۰۰ 

سطرهای ما تریس 4 باشند» می نو یسیم 
0 و ۰ = D(A)‏ 
یعنی » D‏ را به‌عنوان تا بعی از سطرهای 4 نیز به‌شمار می آوریم. در این صودت» این 
پیان که (] تا بعی ۸ حطی است. بدین معنی است که 
a) (1-4)‏ ,*** هب۰۰ ماه و ,*** D(a, <<<, carta‏ 
Ag):‏ و Qj,‏ وه D(A,‏ 
اگر همه طرها به‌جز سطر زم را ثا بت نگاهداریم و را به‌عنوان تابعی از سطر زم 
محسوب کنیم» معمولا مناسبتر است که به‌جای () بنویسیم (:0). بدین صودت 
می‌توانیم (۱-۵) دا به‌صورت 
cD(a;)+ D(a:):‏ = (ره +درمه) 

به شر طی که معنی آن دوشن با شد» حلاصه کنیم. 


مثال ۹ فرض کنیم اعداد صحیح مثبت ,۰,۰۰۰ 7 ,۸ > ۱ و عنصر ۾ از 


۸۶ دترمینان 


مفروض باشند. به‌ازای هر ماتریس ۸ × ور مانند 4 بر دوی × تعریف می کنیم 
D(A4)=a4(\, (۰۰۰۸4) 6,(۰ )۲-۵(‏ 
در این صورت تابع 0 تعریف شده توسط (۲-۵) تا بعی ۸ عطی است. زیرا» اگر « را 
به عنوان تابعی از شطر زم ماتسریس 4 با ثابت نگاهسداشتن سطرهای دیگر پينگاريي 
می تو انیم بنویسم | 
D(a;)= A(i, k;b-‏ 
در اینجا 6 عنصر ثابتی از × است. گیریم ( وز 24 ,۸۰۰۰۰ ) == ». در اين صورت 
دادیم 
D(ca;+a;) = [cA(i, kı) +FAl(i, k)]b‏ 

= cD(aj + D(a;). 

پس» ط تا بعی خطی از هر يك از سطرهای 4 است. 
تابح ۸ خطی ویژه‌ای از این نوع»› قا بع 

D(4) = ۵۵ ۷۷۰۰ * Aan 

است. به‌عبادت دیگر» «حاصل‌ضرب درایه‌های قطری» تابعی م حطی روی *<۳ است. 


مثال ۰۲ ذیلا همه توابع ۲ حطی روی ماتریسهای ۲ × ۲ بر روی ‏ دامی‌یا بیم. 
فر ض کنیم ‏ چنین تا بعی باشد. اکر سطرهای ما تریس همانی ۲ < ۲ را با ,> و € نشان 
دهیم» دادیم 

D(4) = D(A ک‎ FAçErs A6 PF Ayr): 
با استفاده اد این حکم که ( تابعی ۲ خحطی است مطابق (۱-۵) دادیم‎ 
D(4)= A, D(6, کوب‎ ۱۲6۲ ( 4 D(x: گر‎ FA) 
= Auda D(6, (FAA D(6, «(+A Ar D(6, €) 
1 4۱6 €): 
از اينرو» ( توسط جهار اسکا لر‎ 


16 é<«) و‎ ‘Dex, 6( معط‎ €<) ‘D(6: €) 


کاملا" تعیین می‌شود. خحو‌اننده .با ید بآسانی بتو اند نشان دهد که اگر ۾ ط» »د 7 جهاد 
اسکا لر دلخواه در × باشند و تعریف کنیم 


4۱۱4۷۱۰ وک a+‏ شوگ < (1)2 


آنگاه 7 تابعی ۲ حطی دوی ماتریسهای ۲ ×۲ بر روی × است و 


تا بع دترمینان ۱۸۷ 


6 (<< D(6, (۰ 
۲26۷۱ 6( < 6 Dler, 6۱( ۰ 


لم. هر فرکیب خطی از فوابسع 7 خطی. خود ۸ خطی است. 

ابات. کافی است ابت کنیم که تر کییی خطی از دو تابع ۸ خطی تابعی است 
ورخطی. گیریم ( و E‏ توابعی ۸ حطی باشند. اگر ي و ظط به × تعلق داشته باشند» بدیهی 
است که تر کیب خطی 211-97 توسط 


(aD+bE)(4)= aD(4)-+bE(4) 
تعریف می‌شود. از این‌رو» | گرهمة سطرهاء به‌جزسطرن را ثابت نگاهدادیم‎ 
(aD+bE)(ca,+-«a;)= aD(ca;+a;)+bE(ca;+a;) 
= acD(a;)F aD(a:)+-bcE(a;)+-bE(«:;) 
= c(aD+bE)(a;)+(aD+bE)(a;). O 


اگر × يك هیأت و ۲ مجموعة ما تر یسھای ۸ × :7 برروی × باشند. لم بالا بیان 
می کند که مجمو عهً تو آبع رحطی روی ۲ زیر فضا ر ی از فضای همه توابع از 7 در است. 


مثال ۳. فرض کنيم تابع ‏ دوی ماتریسهای ۲ < ۲ بردوی × توسط 


D(4)= A Ar ۷۱ )۲-۵(‏ 
تعر یف شده باشد. دراین‌صودت. ‏ مجموع دو تا بحاز نوع توصیف شده درمثال ۱است: 


1, )4( < A Ar 
D<(4) جح‎ — AA: 


بنا بر لم بالا» ( تابعی ۲خطی است. خواننده‌ای که مختصر تجر به‌ای با دترمینا نها داشته 
با شد این مطلب را شکفت آور دخواهد پافت؛؟ دیراء (۵ -( چیسزی جز تعر یف معمو لی 
دترمینان یك ماتریس ۲ × ۲ نیست. بدیهی است تابح که هم‌اکنون تعر یف شدنمونة 
توابع ۲ خحطی نیست. این تابع دادای خحواص ویژة بسیادی است که اينك به‌ذکر برعی 
از آ نها می پرداز یم. اول» ار 7 ماتریس هما تی ۲ × ۲ باشد» آنگاه ۱< (7()7؛ یحنی» 
۱ < ( ۰6۷ 6)(]. دوم | گر دوسطرم بر ابر با شند دادیم ۱ 


D(A)= Ady — 4۱۲4۱۱ = ۰ 


سوم اگر4م ماتریسی باشد که از تعویض سطرهای ماتریس 4ی ۲ × 2 شده باشدء 
آنگاه (4 )5 - =( 4 )؛ زیر ا 


۸ دترمینان 


)۸( = A A 4 
= A44 ¬ 4 
= سب‎ D(4) . 


تعر لف. ابع 7خحطلی ۲۸ ۱ متناوب گوییم. هرگاه دد شرط هر پرقوا( پا شند: 

(الف) وقنی دو سظر 4 حنساوی باشند. ه = (1()2۸۸. 

(ب ) اگر ماسریس 4 از تسویض دد سطر ۸ حاصل شده باشد؛ آنگسا: 
.D(4')= — ()۵(‏ ۱ 


ذیلا" ثابت می کنیم هر تابع ۾ خطی ( که شرط (الف) را بر آورد» خود به‌خود 
شر ط (ب) را یز برمی آور د. با این وجود. برای داحتی است که دد تعر یف تابع خحطی 
متتاوب هردو خاصیت ر اگنجا نده‌ایم. حو اننده احتما لا" خود در حواهد یافت که اکر D‏ 
درشرط (ب) صسدق کند و دوسطر از سطرهای ماتریس ۸ متساوی باشند» آنگاه 
(0)4 - = (0)4. این مطلب ما را وسوسه می کند حکم کنیم که در این صورت ( دد 
شرط (الف) نیز صدق می کند. به‌عنوان مثال» اگر ۸ هیا تی باشد که در آن ٥غوا‏ سل 
این مطلب درست است» ولی ررحالت عمومی (الف) نتیجه‌ای از (ب) نیست. 


آعر یف. فرض کنیم > حلقه‌ای جابجایی با عنصر هما نی (عددی صحیح مثبت و 
( تابیی از عاتریسیای ۸×۸ بسرددی × دد کر باشد. گسویيم 7 ٿا بع دترمینان است 
هرگاه (7۰7خعطی و متناوب باشد و ۱ = (0)7. 


همچنان که قبلا نیز بیان کرديم نهایتاً نشان خواهیم داد که روی ماتریسهای ۸ ×۸ 
برروی × دقیقاً يك تا بع دترمینان وجود دادد. این مطلب دره‌ورد ماتریسهای ۱ < ۰۱ 
[4] =4 بردوی × بسادگی قا بل مشاهده است. تابع که با ي = (4)( داده شودء 
يك تابع دترمینان است وواضح است که اين تنها تابع دترمینان روی ماتریسهای ۱ × ۱ 
است. از این گذشته درموقعیتی هستیم که تکلیف حالت ۲ سم را نیز معلوم کنیم. درمثال ۲ 
نشان داده شد که تأبع 
D(4)= A Aç ۱‏ 


يك تابع دترمینان است. بعلاه» فرمولی که در مثال ۲ ارائه شد» نشان می‌دهد که 7 تنها 
D(A4)= Ady D(6, 6) + A Ary D(6, €) A44, D(x, €6)+‏ 


4x D(€ €):‏ 4۲ 
اگرو متتاوب باشد» آنگاه 


۱۸٩  نانیمرتد تا بع‎ 
D(6, (<< 6۷, (۰ 


6۷, 6(< —D(e, «)= — D(1): 
ا گر( درشرط ۱ =([)( نیزصدق کندء آنگاه‎ 
D(4) = A Aç — AA: 


مثال ۴. هیأت "و تا بح خی متنادب دلخواه 2 روی ما تریسهای ۳ »× ٣‏ برړروی 
حلقهةٌ چندجمله‌ای [ ]۴ را در نظرمی گیریم. 


xu o و س‎ 
4= | o ۱ o 
۱ 0 mî 


اگرسطرهای ما تریس همانی ۳ ۳ دا با e‏ 6 وب شان دهیم ؛ آنگاه 
Fae).‏ تک D(A4)= (() 206 — "Ey, Cv,‏ 
از آنجا که و به‌عنو ان تا بعی از هرسطر» خحطی است 
tFa'e)—a"D(ey, 6, 6a")‏ 6 رب D(A4A)=aD(e,,‏ 

)€6 ,€ کر وم ,€ O)+FatD(é,,‏ ,€ ین = 

6۷ وب D(er,‏ رو 
چون ( متناوب است. دادیم 

)4( = (s+ (966, > €): 

م٠‏ فرض کے تاہع ۲ خطی ( با این خاصیت باشد که بهاذای هرماتربسی 4ی 
۲ ۲ برددی ٭ با سطرهای متسادی؛ ٥ہ‏ = (7)4. دد این صورت ( متناوب است. 

اثبات. آنچه که با ید نشان دهیم‌این است که اگر 4 ماتریسی ۲ × ۲ باشد و 4 از 
تعویض سطرهای 4 حاصل بشو ده آنگاه D)4)‏ - < (۸)<]. | کُرسطرهای 4 دا ۵ 6B»‏ 
بنامیم» ایسن بدان معنی اس ت که باید نشان دهیم (8 ,۵)- <<( ,6). چون و 
تا بعی ۲خحطی است 

a+B8B)= D(a, a)4- D(a, (4), (4+6۵, (۰‏ ,۵4-86 
بنابەفرض ه = (8 ,0)8 = (ه ,)9 = (8+سه ,0)4+8. بنابراین 


۰ دترمینان 


D(a, (٩+۲۳), ۵(< ۰۰۲ 


لم. قابع ۸ خطی 7 «وق مائرپسهای ۸ ١×‏ پردوی ٭ مفروض است. فرض کن 
دادای این خحاصپت باشدکه هرگاه دوسطر مجاورم متساوی باشند. ۲ نگا: o‏ < (۸4)]. 
دد این صورت ( متداوب است. 


ابات. باید شان دهیم وقتی که دوسطر دلخواه 4 متساوی باشند آنگاه «D(A4) = o‏ 
و نیزوقتی که "4 از تعویض دوسطر دلخواه 4 حاصل بشود آنگاه D(4)‏ — ( 4 )]. 
ابتداء فرض می کنیم 4 از تعویض دوسطرمجاودم حاصل شده باشد. شایان توجه است که 
برهانی که دراثبات لم قبل به‌کاد رفت شامل این حالت نیزمی‌شود و(1()4- < (۸) 
را به‌دست می دهد. 

اينك فر ض می کنیم 8 از تعویض سطرهای ز و ما تریس 4 با شرط ز > رحاصل 
شده باشد. بدیهی است می‌توانیم 8 دا با چند تعویض متوالی سطرهای مجاور 4 به‌طور 
جفت‌جفت ب‌دست آودیم. از تعو یض سطرة با سطر (۱-د+:) شروع می کنیم و کاردا ادامه 
می‌دهیم تااینکه سطرها بتر تیب 


Oy °, Oi 0: ۰ 9 0۶ (i, CH ‘°° 0, 


در آیند. این عمل نیاز به ز-- = ۸ تعویض سطرهای مجاور دارد. اکنون با استفاده از 
(k— ۱)‏ تعو يض سطرهای مجاور»› a;‏ را به‌مسکان زم منتقل می کنیم. بدین‌سان. 8 را با 
۲۶6-۱ = (۱--)-1- تعویض سطرهای مجاور از۸4 بددست می آوریم. پس 


)8( < )-۱(۲*۱)( = — D(4). 


فر ض می کنیم 4 ماتریسی ۷ با دوسطر متساوی» مثلا" QO, = Qj‏ با > » 
باشد؛ اگر +١‏ 1= ل آنگاه 4 دارای دوسطرمجاودمتساوی است و =٥‏ (۸). گر 
+١‏ 1ح ز؛ ې و ر دا تصویض می کنیم. ماتریس حاصل؛ یعنی 8 دادای دوسطر 
مجاور متساوی است و لذا ه =(0)8. از سوی دیگر » (0)4 - =(0)8 ۰ پس 
O .D(4)= o‏ 


تعریف. اگر ۱ <۸ د4 یك ماتسریسی ۸× بر ردي × بساشد : ماتسریی 
(۱ )> (۸-۱) حاصل از حذف سطر نع و سٹون ارم ماتریسی 4 دا با (ر| )4 نشان 
هی‌دهیم. اگسو ۲2 تاببی (۱--) خطی د ۸4 ماثرچسی 7 < ۸ باشدء فرار می‌گذادیم که 
.D;;(4)= ۲2۸۶| ([‏ 


قضی ۰٩‏ فرضی کنیم ۱ << م د 7 تابع (7-۱) حطی متناوبی دوق ماتریسدای 
(n—\1)X (n—۱)‏ بر ددی کر باشد. بهاذاق هر ز > رز > ۰۱ نابع ,£ ثعریف شده 
3 


تا بع دترمینان ۱۹۱ 


E{4)= 2 )- ۱۳ هه‎ 4) (۴-۵) 


دابع رخحطی مداد ہی دوق ماتریسهای 4 ی ۸ < 7 است. گر يك فا پم دترمینان باشد. 
هر رت یز بك ا جع دثرمپنان است. 

اات. ا گرم ما تریسی × باشد» (4 )1 مستقل از زمین سطرم است. چون 
0 (۱-ر) حطی است» واضح اس ت کسه ,0 به‌عنوان تابعی از هسرسطره به‌جز سطرن» 
خطی است. بنا بر این (4)ر,طریه تابعی ۸ حطی از 4 است. هر تر کیب خطی از تسوابع 
ور حطی» حرد رحطی است؛ اذاین‌دو» رت هم رعطی است. برای اینکه‌ثا بت کنیم ر ٤‏ متناوب 
نیز هست» کا فی است نشا ن‌دهیم‌هنگامی که دار ای دوسطر مجاورمشاوی پاشد ه س E;(4)‏ ن 
فرض می کنیم ,ا۵ = ,۵ ا گر مدز و +١‏ ۸ا ماتریس (|4)1 دادای دوسطر 
مساوی است و لذا o‏ = (۸4 )رد۰ بنا بر این 

E(A4=(— ۱ AgD, (4) F(—1)" 1" Ag, )رنه مرن‎ 


چول رر = ۵ 


ر +4ے = رھ و .A(k|j)= A(kF1|j)‏ 
دراین صورت مسلماً ۰ < (۸4), ۰77 
حال فر ض می کنیم ۸ يك تا بح دترمینان با شد. | گر 7۳ ما تریس همالیوو پر پوباشد 
آنگاه ( (ز از )7 ماتریس همانسی (۱--) ×(۱ ¬ )» یعنی یعتی 70۴7۱ است. چون 
= 1۳ از (۵ ۲ نتیجه می‌شو د که 
E (ISDE, )۵-۵(‏ 
حال ۱ = (7۳7۱) از ايندو ۱ ((1۳)رظ د ر نيزيك تابع دترمینان است. ل 


نیج . اگر × حلفهای جا بجایی چاعنصر هما فی و عدد ات وا ا 
حداقل بك قاہع دثرمینان: ددی ۳*۳ وجود دارد. 
البات. قبلا" وجود يك تابسع دترمینان دوی ماتریسهای ۱ ١‏ برددی 7 وحتی 
روی ماتریسهای ۲ < ۲ بردوی ‏ دا نشان دادیم. فضيةٌ ۱ بوضوح شان می‌دهد که با 
در دست داشتن يك تا بع‌دترمینان روی ماتریسهای (۱ x (n‏ (۱ سس ور)» چگو نه‌می تو ان 
بك تک روی ماتر سهای م × م۸ ر اساعت. ال اثبات این ترجه با استقر اتکمیل 
ی‌شود. [] 


مثال ۵. فرض کنيم 8 ماتریسی ۲ × ۲ برروی × باشد و 
[BI = By Bry — Br Br:‏ 
دراین‌صودت» ا گر( یك تا بع دترمینان‌روی ماتریسهای۲ × ۲ باشد» آنگاه (0)8 = |8|. 


۲ دترمینان 


شان دادیم که این تا بع ړوی ام یکتاست. گیر یم 


4 A ۸4۳ 
A= | 4 ۳۱ A Arr 
4۳ Arr Ary 


ماتر یسی ۳ برروی ٤‏ باشد. اگر 8 Ev 3E,‏ را طبی (۴-۵) تعریف کنیم آنگاه 


Ar 24۲ Ar ۳ A ۳ 

E(4)= A, سب‎ 4۷۱ 4 )۶-۵( 
r der Arr ۳۳ 4۲۲ Arr 
Ary Ay A4 Ar Ay Ay 

E((4)= — 4۷ + ۷ سب‎ A )۷-۵( 
۳ ۳۳ Arr ۲ ۵ 
A Arr 4 r A A 

Ef(4)= Avy — Ary FAry . )۸-۵( 
۲۱ ۷ ۳۹ ۳۲ ۳۱ ۷ 


از قضيةٌ ۱ نتیجه می‌شودکه ,8 )8+ و م٤‏ توابع دترمینان هستند. درو اقع؛ چنا نکه بعداً 
نشان خواهیم داد ۴ = 8 = ,؛ ولی هنوز این موضوع حتی دراین حالت ساده هم 
روشن نیست. به‌هرصودت» این موضوع را مستقیماً با بط هريك ازعبادات بالامی‌توان 
نشان داد. به‌جای انجام این‌کار» چند مثال حاص می‌آودیم. 

(الف) فرض کنیم [«]۸ = ۸ و 


دراین‌صوردت 


0-۲ ۰ 
E(4)= )» - ۱( = )2¬~ ۱)) ۲()۵۵-۳(, 
و‎ يس٣‎ 


9 ۱ (¬ u 
E«(4)= — a" Pz) ۱ 


۳ سب وو 9 سې و 


تابع دترمینان ۱۹۳ 


,۳(۰ - وق )( ۲ )(۱-¬2) = 

















و 
2 ¬ وق 
(۳ )+ 
۲ - رم 0 0 
(ب) گیریم ۸  <‏ و 
0 ۱ 
۱ 0 
O‏ 0 
دراین صورت 
oO‏ 
1= 
۱ 
۱ 
=١‏ 
o‏ 
۱ 
سس 
o‏ 


Er(4) = که‎ 


0 o 











۳(۰-)( ۲ -۱()۵2آ-- وو) = 








۱ هريك از عبارات زیر يك تابع ( دوی مجموعة ما تریسهای ۳ × ۳ برروی هیسأت 


D(4) ع<‎ 4 o FAFA (الف)‎ 
D(4) = (4, (+۳44 (ب)‎ 


D(4)= 4۱4۱۲4 )ټپ(‎ 


D(4) = AvAry Arr FAA Aç Aç )ت(‎ 


(ث) ° (1()۸4؛ 
(2) 2۱ (4)ظ. 


۴ دآترمینان 


۲. مستقیماً نشان دهید که سه تابع ,9 بت و 5 تعریف شده تسوسط (۱)۶-۵ (۰)۷-۵ و 
(۸-۵) مساوی‌اند. 


۳ حلفةٌ جابجایی × با عنصرهمانی مفروض است. اگر4 ماتریسی ۲ × ۲ بردوی ‏ 
باشد» الحاقی کلاسياك ۸ عبادت از ما تریس ۲ 4 adj‏ است که بەصو رت 


۱ Arr سب‎ ۲ 
adj 4= 
سب‎ 4 4 


تعر یف می‌شود. اگر 01 تابع یکتای دترمینان روی ماتریسهای ۲ <۲ برروی زرا 
نمایش دهدء نشان دهید 

‘adj ۸(۸4< A4(adj 4) = (det 4)] لف(‎ |) 

‘det (adj 4)= det (4) )ب(‎ 

(پ) (۸ زad)‏ = (۸) زad.‏ 
( 4 ترانهادۂ 4 را نشان می‌دهد.) 


۴ فر ض کنید 4ے ماتریسی ۲ × ۲ بردوی هیأت ۳ باشد. نشان دهید که ۸ معکوس‌پذیر 
است ا گر و تنها اگر ٥غ4‏ ]و0. ا گر معکوس‌پذیر باشد» فرمو لی برای 4 به‌دست 
آور ید. 

۰۵ فرض کنید 4 ماتریسی ۲ × ۲ برروی هیأت 7 باشد و ه = ۵۲. نشان دهید به‌ازای 
هراسکا لر دادیم 6۲ =(4 --61) 061. 

۶ زیرهیأت ۸ ازاءداد مختاطوعدد صحیح مثبت ۸ مفروض‌اند. فرض کنید .ز» ۰۰۰۰ ,ژ 
و۰۷ ۰۰۰۰ اعداد صحیح‌مثبتی کو چکتر از یا متساوی با " باشند. به‌ازای‌هرماتر یس 
4ی "X۸‏ بردوی > تعریف می کنیم 

is 4) (۰‏ )1 ,4۷۰( ,۰( < (۸) 
ثا بت کنید و تا بمی ۸ خحطی است ارو تنها اگراعداد صحیح 1۸ ۰ ۰ مر متمایز باشند. 

۷ فرض کنید × حلقه‌ای جابجایی با عنصر همانی باشد. نشان دهید تاپعدترمینان روی 
ماتریسهای 4می ۲ × ۲ برردی 7 به‌عنو ان تابعی ازستونهای 4 تابمی است متناوب و 
۲ حطی. 


۰۸ حلقة جابجایی × با عنصرهمانی دا درنظر بگیرید وتابع 7 دوی ماتریسهای ۳ < ۳ 
برروی × را با قاعدۃ 


تابع دترمینان ۵ ۱٩‏ 


Ax A 4 4 
D(4)= A4, det | — ۸4۱ det ١ 
Arr Arr Ar سگم‎ 
A Arr 
۲۱ 47 


تعر یف کنید. نشان دهید ‏ به‌عنوان تابمی از ستونهای 4 متناوب و ۳حطی است. 
٩‏ ۰ فر ض کنید × حلقه‌ای جا بجایی با عنصرهمانی باشد و تابع «خطی متناویی دوی 

ماتریسهای ۸ × 7 بردوی . نشان دهید 

(الف) هر گاه یکی از سطرهای 4 بر ابر ه باشده o‏ << ()(]. 


(ب) هر گاه 8 از 4 با اضافه کردن مضر بی اسکا لری ازيك سطر4 به سطری دیگر 
حاصل شده باشد» (4 )2 = (0)8. 


۰ هیا تی چون ہہ یك ما تریس ےی ۲×۲ برروی ۰ وبرداد (6۷ )٥, e,‏ از "۴ 
تعر یف شده تو سط 
A4 Ay‏ 


۰ = , 
Ar Arr 




















4۱ Are 


داده شدم‌اند. شان دهد 

(الف) ۲ = دتبة (4) اگروتنها اگر (Cv, Cv, a‏ 

(ب) اگر 4 دادای دتبةٌ ۲ باشد» آنگاه (» ,به ,ع) پایه‌ای برای فضای جواب 
وستگاه معا ولات AX=—=o‏ است. 


۱ فرض کنید ‏ حلقه‌ای جابجایی با عنصرهمانی و ( تابسع ۲خطی متناوبی دوی 
ما تریسهای۲ < ۲ برروی × باشد. نشان‌دهید به‌اذای هر .D(4)= (det 4D).‏ 
حال ازاين نتیجه استفاده کنید (هیج محاسبه‌ای روی ددایه‌هاجا یز نیست) و نشان‌دهید 
که به‌ازای هردوما تریس 4 د 8ی ۲ < ۲ بردوی × دادیم 


061 )48( < (det 4)(det 2( ۱ 


۳ يك هيات بر ويك تابع D‏ روی ماتریسهای × 7 برروی ٣‏ (با مقادیر دد)داده 
شده‌ا ند. فر ض کنید به از ای‌هر 4 .D(AB)= D(A4)D(B)-Bs‏ نشا ن‌دهید که‌یا بهاذ ای 
هر ۸ دادیم D(4)=o‏ یا ۱ =([)(. درحالت اخیرء نشان دهید هنگامی که 4 
معکوس پذیر باشد آنگاه ه عد(۸4). 


۶ دترمینان 


۳ فرض کنید ۸ هیأت اعداد حقیقی باشد و تابع ( دوی ماتریسهای ۲ ۲ بردوی 
چ با مقادیر در چنان باشد که به‌اذای همه رها و رها (۸()8) = (0)48. 
همچنین فرض کنید 


۳ 


مطالب زیررا اثبات کنیده 
(الف) ۰ ع(۰)؛ 
(ب) هر گاه ه =4 آنگاه ه (4 )(1؛ 
(ب) هر گاه 8 از تصویض سطرها (یا ستونهای) 4 حاصل شده باشد » آنگاه 
D(A) ۰‏ — (1()8؛ 
(ت) هر گاه يك سطر (یا يك ستون) ۸4 صفر باشد آنگاه ه = (0)4؛ 
(ث) هر گاه 4 منفرد باشد آنگاه ه ‏ (4). 


۴ فرض کنید ۸ ماتریسی ۰۲« ۲ برروی هیأت ۳ باشد. درایسن صورت. مجموعةٌهمةً 

ماتریسهای به‌صودت (۸) رکه در آن ر یك چندجمله‌ای بردوی ۲ است حلقه‌ای 
است جابجایی با عنصر همانی که آن دا با × نمایش می‌دهیم. اگر 8 ماتریسی 
۲ برروی ‏ باشد. آنگاه دترمینان ۰8 ماتریسی ۲ × ۲ برروی جز و به‌صودت 
(۸) است. فرض کنید 7 ماتریس همانی ۲ < ۲ بردوی ۴ و 8 ماتریس ۲ < ۲ 
بردوی × به‌این صودت باشد که 


4 -- Al سب‎ ۷] 
سب‎ Al AST 


نشان دهید (4) / = 8 061 که در آن 4 امل + 4(2 + 4)-'ے = گ و 
همچنین نشان دهید ه =(4) ]. 


۵ جابکشتها و بکتابی د نرمینان 


دداین بخش یکتایی تابع دترمینان دوی ما تریسهای ۸×۸ بردوی × را اثبات‌می کنیم. 
اثبات» به‌طور کاملا طبیعی ما را به‌در نظر گرفتن جایگشتها وبرحی از خحواص بنیانی آنها 
رهنمون می کند. 

فرض کنیم تا بع خطی متناو بی دوی ماتریسهای:7 ×۸ برروی × باشد.ما تریس 
ری 1 برروی × با سطرهای 0 (oes oO‏ 0 را در نظر می گیریم. اگرسطرهای 
ماتریس همانی " × ۸ بردوی ‏ دا با 6 € ۰.۰۰ شان دهیم دادیم 


جایگشنها و یکتایی دترمینان ۱٩۷‏ 


D(4)=D (2401, ر(ژ‎ 0۲۰۰۰۰, O) 
241: مرک(‎ 0۷: ۰۰۰ a): 
را جایگزین په کنیم. می‌بینیم که‎ 2۰ ۸(٤ اکنون اگر‎ 
D(€j, x, **°*, a) = 2 ۰, K)D(€j, €, ***, یه‎ 


سس 
یه ,*** ,€ ۵6( D(4)= 24 ۱, J)A4(,‏ 


سپس دد ), ,۰۰۰ ,6 “D(€;j,‏ (] ,)2۱۸4 را به‌جای ,6 می گُذ ادیم» والی آعر. 
سرانجام بر ای (4) به‌عبار تی پیچیده و لی از نظر تئودی مهم دست می‌یا بیم وآن: 


24( < ۱ 2 A4, ۱(۵4)۲۱ kx) ۰۰۰ 4) k,)X 
(6۰ 3 ۰۰°, 6 )۱۰-۵( 


در (۱۰-۵) مجمو ع به‌از ای همه دنبا له‌های (ks kç, ***, k,)‏ از اعداد صحیح مثیت 
نا پیشتر از ۸ محاسبه می‌شود. این مطلب شان می دهد که (7 مجموعی متناهی اد توابح‌از 
نوع توصیف شده توسط (۲-۵) است. بايد توجه داشت که (۱۰-۵) صر فا نتیجه‌ای از 
فرض رخطی بودن ( است ونیز اینکه حالت خاصی از (۱۰-۵) درمثال ۲ به‌دست آمد. 
جون ( متناوب است 
۰ 6۱6 
با این شرط که دو نماية ,م متساوی باشند. دبا له ( ,6۷,۰۰۰ ,6) از اعداد صحیح 
مثبت نابیشتر از :با این خاصیت که هیچ دوتایی از ,ها متساوی نباشند» بك جایگشت 
از درجسة پر نامیده می‌شود. بنا بر این دد (۵-ه € ضرورت دارد فقط عمل جمح. برر وی 
دنبا له‌هایی صورت گیرد که جایگشتهایی از درجهٌ ور هستند. 
چون هردنبا له متناهی يا هر تا یی تا بعی است تعریف شده روی او لین n‏ عددصحیح 
مثبت» هسرجایگشت از درجۀ ۸ را می‌ توان بەعنوان تایسی يك به‌يك از مجموعة 
+e“, n}‏ ,۲ ۱۰ بەر وی خ ودش تعر یف کرد. چنین ٿا بمی» ما 0 با برتایسی 
(0 ,۰۰۰ ,6۲ ,6۱) متناظر است و از این رو چیزی جزقاعده‌ای برای تر تیب بندی 


۸ دترمینان 


اعداد ۰۱ ۰۲ ۸۱۰۰۰۰ به‌يك روش کاملا" وش تعر یف ئیست. 
اگر و تابع «حطی متناو بی باشد و 4 ماتریسی ۸ ×۸ بردوی eK‏ آنگاه دادیم 


D(4)= ۱ ,0۱(۰ ٣ ‘A(n, on)D(€o1, و‎ €n) (١ ۱-۵( 


که در آن مجموع به‌ازای جایگشتهای متمایز 6 از دج ,7 محاسبه می‌شود. 
حال شان می‌دهیم که 


(۱۲-۵) و ۰ 1 < (پو) ,“۰ ۱۸۹ 


که در آن علامت + تنها به‌جایگشت 6 وابسته است. دلیل این ن نکته بهشرح زیر است . 
دنبالة (6 ,۰۰۰ ,0۲ ,0۱) دا می‌توان از دبال (۸" ,۰۰۰ ,۲ ,ا) با تعدادی متناهی 
تعو يض جفتی عناصر به‌دست آودد. مثلا ا گر ۱۱ ۰0 می توان جای ۱ و 6۱ را عوض 
کرد و (۰۰۰. ,۱ ,۰۰۰ ,6۱) دا به‌دست آورد. با ادام این راه پس از حداکثر بار 
تعو يض جفتهایی اذاین نو ع بەد نبا له ( 07 ,* ٠ه (o\,‏ دست می‌یا بیم. چون (] متناوب 
است» هر بار که دوسطر ع و ری دا تعویض کنیم» علامت مقدار آن هم تغییررمی کند. پس 
اگر از (۸ ,۲,۰۰۰ )١,‏ با 7 تعویض از جفتهای (ز ,۶) به (0۸ ,۰۰۰ ,6۲ ,6۱) 
بر سیم) داد یم 


نک ,**°* Eon) = (— 1)" D(6,‏ ,*** ری 
درحاات خاص» ا گر ( يك تابع دترمینان باشد 


6o) ) 1)" (۱۳-۵)‏ ,*** بو 


که در آن س تنها به و وابسته است و نه به ([. بنا براین» همۀ توابع دترمینان» به‌ما تریسی 
با سطرهای ٠٠۰ E‏ پ٤‏ يك مقدار تخصیص می‌دهند» واین مقدار یا ۱ است یا ۱--. 

حکمی بنیانی درمورد جایگشتها به‌شر ح زیراست: اگره جایگشتی از درج " 
باشد. می توان از دنبالة (1 ,۰۰۰ ,۲ ,۱).با تعویضهایی متوالی از جفتها» به‌دنبا له 
(0 ,۰۰۰ ,0۲ ,0۱) رسید. گرچه این امرمی‌تواند به‌طرق گونا گون انجام شود» و لی 
بدون توجه به‌چکو نکی انجام آن: تعداد تعویضهای به‌کاررفته يا همواده زوج است و یا 
همواره فرد. دراین صودت» جا یگشت بتر تیب زوج با فرد نامیسده می‌شو د. علامت 
جایکشت 6 تو سط 


هر گاه 6 زوج باشد ۱ 
۳ ۱ = 0 5801 
هر گاه 6 فرد باشد | سب 
تعر یف می‌شود. دراینجا نماد («۱) عدد صحیح ٩‏ راشان می دهد . 
ذيلا“ شان حو اهیم داد که این جا صیت بنیا نی جا یکشتها را می تو انیم ار مطا لبی که 
هما کنون درمورد توابع دترمینان می‌دانیم نیز به‌دست آودیم. اما e‏ 


جایگشتها و یکتایی دترمینان ۱۹۹ 


داسته فرص می کنیم. پس؛ عدد صحیح مو جود در (۱۳-۵) همو اده 232 است هر گاه 
0 جا یگشتی زوج باشد. وهمواده فرد است هر گاه 6 جا یگشتی فرد باشد. در این‌صودت. 
به‌ازای هر تا بع خطی متناوب رز دادیم 

),€ ,۰۰۰ 6)ظ(0 (Sgn‏ = (می ۰۰۰ ,۱و 
وبا استفاده از (۱۱-۵) دادیم 


D(4) =| Esen 0)4(1, 01) ۰۰۰ ۰ on) |D(). )۱۲-۵( 


بدیهی است که 7 ماتر یس همانی ‏ × م را نشان می‌دهد. 
از (۱۴-۵) می‌تو ان دریافت که دقیقا يك تابع دترمینان روی ماتریسهای ۸×۸ 
بر روی م وجود دادد. هر گاه این تایع را با ول نمایش دهیم» دادیم 


det (4)= 2 (sgn 0)4(\1, 0۱) ۰۰۰ 4(n, on) )۱۵-۵( 


که در آن مجموع به‌ازای جایگشتهای متمایز 6 از درجهٌ 7 محاسبه می‌شود. این مطا لب 
سما بەصو رت زير حالاصه می شو ند. 


قضی ۰۳ فرض کہ × حلقەای جابجاپی با عنصر همانی د رعددی صحیح عثبت 
باشد. دفقا پك ٿاب دثرمپنان دوق دجموعۂ ماٹریسماق ۸ ×۸ ہرددق کر دجود دارد۔ و 
این تابع همان تابع ]06 تعریف شده دد (۱۵-۵) است. اگر ( تاب خی متناوبی 
دوي 77 باشد. ۲ نگاه بهاژای هرمائریسی 4ق ۸ < ۸ 


)4( < (det 4)D(1). 


این همان قضیه‌ای است که در جستجویش بودیم. اما کمبودی در اثبات آن وجسود 
دادد. ای ن کمبود عبادت از اثبات این مطلب است که به‌از ای هرجایگشت مفروض 0 وقتی 
با تعویض جفتها از (و ,۰۰۰ ,۲ ,ا) به (07 ,۰۰۰ ,0۲ ,6۱) برسیم تعداد تعو یضهایا 
همواره زوج است يا همواره فرد. ان حکم بنیانی مر بوط به تر کیبات» بدون هر گو نه 
رجوعی به‌دترمینانها قا بل اثبات است؛ با این وجود مایلیم نشان دهیم کسه جگونه این 
واقعیت از وجود يك تابع دترمینان دوی ماتریسهای ۸  <‏ نتیجه می‌شود. 

فرض کنیم × حلقة اعداد صحیح باشد و 7 تابح دترمینان روی ماتریسهای ۸ × ۸ 
بر دوی 6. 6 دا جایگشتی از درجۂ ۸ می گیریم و فرض می کنيم از (7 ,۰۰۰ ,۲ ,۱) 
با ر تعویض از جفتهای (ز ,۶ [عدن به (07 ,۰۰۰ ,0۲ ,0۱) برسیم. جنانکه در 
(۷۲۳-۵) نشان دادیم 


)-۱(۳ SD Ee) 
یعنی » عدر ۱(۳-) باید مقدار (7 روی ما تر یس با سطرهای ,ی 6۰۰۰۰6 با شد. ا گر‎ 


۰ دترمینان 


2.۱ (,, > 33 
آنگاه m‏ لزوماً دوج است و اگر 
١‏ — او و ° D(€g‏ 
گا m‏ حتماً فر د است. 
چون فرمو لی صریح برای دترمینان ما تر یسهای ۸ × ۸ در دست هست واین فرمول 
حاوی جایگشتهای از درجۀ ۸ است» این بخش را با چند مشاهدۀ دیگر در مسودد 
جا یگشتها به‌پایان می‌دسانیم. ابتدا؛ متذ کر می‌شویم که دقیقاً ۲۰۰۰ . ۱ = اور جایگشت 
از درجهٌ ‏ وجود دارد. زیراء اگر6 چنین جایگشتی باشد» بر امکان بر ای انتخاب 06۱ وجود 
داز د؛ وقتی این انتخاب صورت گر فت» (۱-ز) انتخاب بر ای ۷۲ مو جود است» سپس 
(۲-) انتخاب برای ۰6۳ و الیآخر. بنا براین 
۱ ۰ ۲۰۰۰۲ --)(۱ - 1۸010 
جایگشت مانند 6 وجود دارد. پس؛فرمول (۱۵-۵) برای ()۰061 این‌تابع دا به‌صردت 
مجموعی از ۱,, جمله». يك جمله به‌ازای هر جایگشت ازدرجه :۰ به‌دست می‌دهد. هر جملهةً 
مفروض حاصل ضربی چون ۱ 
A(n, on)‏ 4)۱:0۱(۰۰۰ 
از بر درایة 4 است. يك درایه از هر سطر و یکی از هر ستون با علامتی «-(-» يا ( س ) 
بر حسب اينکه 6 جایگشتی زوج یا جایگشتی فرد باشد. ۱ 
وقتی جایگشتها به‌عنوان توابعی يك به‌يك از مجموعهٌ ( ,۲,۰۰۰ ,۱) به‌دوی 
خودش محسوب شوند» تعریف يك نوع ضرب برای جایگشتها میسر می‌شود.حاصل‌ضرب 
و و 7 بسادگی می‌تواند تابع مر کب 6۲ با تعریف 
((0)2)6 < (:)(07) 
باشد. اگری جایگشت‌همانی» زد ()6 دانشان دهد آنگاه هره دارای يك مکوس 
است که 
0۳0-۰ 007۱ 
این‌مشاهدات را می توان با این گفته که مجموعهٌ جایگشتهای اذددجهة ” تحت عمل تر کیب 
يك گر وه است خلاصه کرد. این گروه غالا گروه متقارن درج م نامیده می‌شود. 
از دید گاه حاصل ضر ب جایکشتها خاصیت بنیا نی علامت هر جا یگشت این است که 
sgn(orT) = (sgn0o (sgn7): )۱۶-۵(‏ 


به بیان دیگر» 07 جایگشتی زوج است هر گاه 6 و ۲ يا هر دو زوج باشند يا هر دو فرد» 
درحال ی که 07 فرد است هر گاه یکی از دوجایگشت فرد و دیگری زوج باشد. این‌مطلب 


جایکشتها و یکتایی دترمینان ۲۰۱ 


را می‌توان از تعریف علامت» برحسب تعویضهای متوالی جفتهای (ز ,) ددیافت. بااین 
وجود. نشان دادن چگونگی حصول دابطة ( 7و8 )(0طوو) = (0۳)جوو از يك‌عاصیت 
بنیانی دترمینا نها ممکن است آموز نده هم باشد. 

گیریم × حلفهٌ اعداد صحیح و 6 و ۲ جایگشتهایی از در جه رز باشند. 6 
را سطرهای ماتریس همانی ۸ ×۸ بر دوی × می گیریسم و فرض می کنیم 4م ماتر یس با 
سطر های ,> ۰ ۰ »> و8 ماتریس با سطرهای ,م۰6 ۰۰, > باشد. مین سطر 4ردقیفاً 
شامل یك ددایهٌ غیرصفر: یعنی همان ۱ واقع در ستون 7۶ است. از اینجا بسادگی مشاهده _ 
می‌شود که رہ , > همان مین سطر ماتریس حاصل‌ضرب 48 است. حال ۱ 

.det(4B) ع‎ sgn(or) د‎ «det(B) =sgno (م)اعل»‎ = sgn 

از این‌رو» بلافاصله پس از اثبات قضیة زیر دادیم ( 17 ع؟)(g16ء)‏ = (881)67. 


قضی ۰۳ فرض کنیم × حلقه‌ای جابجایی با عنصر هماذی؛ د 4 د 8 ماتریسهایی ‏ 
7 بر دای ٤‏ باشند. دد این صورت 
det(A4B) = )0814()061(۰‏ 
اثبات. 8 را ماتریس ۸ ×۸ ثابتی بر دوی × می گیریم وبه‌ازای هر ما تریس ې 
n × n‏ تعر یف می کنیم .D(A) = det(4B)‏ | کت سطرهای ۸4 دا با 0 OA,‏ نشان 
دهیم»۲نگاه 
۰( 08 و D(a er a,)= det(a,B,‏ 
در اینجا 8 ماتریسی × ۱ دا نشان می‌دهد که حاصل‌ضرب ماتریس رهی ۸× ۱ و 
ما تریس 8ی ۸ < 7۱ است. از آنجا که 1 
(ca; +a;)B = 0‏ ۱ 
واول‌تابعی ۱ تعطی است» بساد گی دیده می شود که D‏ تا بعی n‏ حطی است. ار Qj‏ = ;0 
آنگاه a,;B‏ = 0.9» و چون ]و0 متناوب است 
ag) = ۰‏ ۰ 0:۰۰۰)ظ 
از این‌دو» 7 نیز متناوب است. پس ( يك تا بع ۸ خطی متناوب است. و بنا بر قضیهٌ ۲ 
D(A) = (det4)D(1).‏ 
اما ›D)7( = 06107 8( = det B‏ با براین 
det(48B) = D(4) = (det 4)(detB). O‏ 


حکم ‘sgn(oT) = (sgno)(sgnT)‏ تنها 9 از چند نتيجة قضيهً ۳ است. بعضی 
ازاین نتیجه‌ها را در بخش بعد ملاحظه خواهیم کرد. 


۷۲ در مینان 


مر ین 


> 


اک ای عا جای ا فر کان وو عار نی ووی م ررد 
a 0‏ ۲ 
c‏ 9 - ۱1< 4 
0 = وا بت 


باشند» نشان دهید ه = 06. 


. ثا بت کنید دترمینان ما تریس واندر مو ند 


۱ a a 
۱ b b" 
۱ cC 2 


برابر (0--6)( -۵()6--0) است. 


. شش جایگشت درجهٌ ۳ دا بسه‌طور صریح بنویسید و مشخص کنید کندام فرد و کدام 


زوج است» وآنها را در ارائۀ فرمول‌کامل (۱۵-۵) برای دترمینان يك ماتر یس 
۳ به‌کار بر ید. 


. فر ض کنید » و ۲ جایگشتهایی از درجهٌ ۴ باشند که با ۲ = ۰0۱ ۳۲ = ۰0۲ ۴ = 0۳؛ 


۱ =۴ 0 ۳۳ = ۰۱ ۱ = ۰۲۲ ۲ << ۰۲۳ ۲ < ۲۴ تعر یف شده‌اند. 
(الف) 6 فرد است يا زو ح؟ ۲ فرد است یا زو ح؟ 
(ب) 067 و ۲0 دا بیا بید. 


| گر 4 ما تریس ۸ < ۸ معکوس‌پذ یری برروی يك‌هيأت باشده‌نشان دهیده عور اول. 


4 ماتریسی ۲ × ۲ برروی يك هیأت است. ثا بت کنید ۱4-0۲۸ < (4 06۱67 
اگر و تنها اگر ه = (۳)۸]. 


۰ ما تر یس × ۸ی مانند ۸4 مشلشى نامیده می شو د» هر گاه ه = رھ وقتی که زرحت یا 


هر گاه 0 = 4 وقتی که > ثا بت کنید که دترمینان هر ما تریس مئلئی برا بر 
حاصل ضر ب ,۸4 ۸24۲۰۰۰ از ددایه‌های قطری آن است. 


٠‏ فرض کنید 4 ماتریسی ۳ × ۳ بر دوی هیأت اعداد مختلط باشد. ما تریس 4 سس زیر 


با درایه‌های چندجمله‌ای را تشکیل می‌دهیم؛ درایۂ زرز این ماتریس چندجمله‌ای 


۱۱ 


9 


جایگشتها و یکتایی دترمینان ۰۳ ۲ 


4 — ور 0 است. ا گر (4 - )ول = 7 شان دهید ‏ يك چندجمله‌ای تکین 
درحه ۳ است. اگر به از ای اعداد مختلط ۱ ۰6۷ و Cy‏ را داشته باشیم 


f =(z—c)(z—cr)(e— ce) 


=tr(4)‏ به ان و 064 = م66 


۰ فرض کنید ‏ عددی صحیح مثبت و ٣ہ‏ یك هیأت باشد. اگر 6 جایگشتی از ددج :1 


باشد» ثا بت کنید که تابع 
T(t °° a) = )2 ۱:۰۵‏ 


يك عملگر حطی معکوس پذیر روی ٣"‏ است. 


٠‏ فرض کنید ٣‏ يك هیأت» ۸ عددی صحیح مثبت» و 5 مجموعة ماتریسهای ۸ ×۸ بر 


روی 7۳ باشد. فر ض کنید 7 فضای بردادی همه توابع از کی دد کل و 1۲ مجموعة 
توابع " خطی متناوب دوی ؟ باشد. ئا بت کنید ۲7۲ زیرفضایی از ۷ است. بعد 7 


عملگر خطی 7 روی ۲۳ داده شده است. تابع و دا به‌صورت 
Dr(a,.***, a") < 06107 0,۰۰۰ Tay):‏ 
(الف) شان دهید مر یك تا بع :, حطی متناوب است. 
(ب) اگر 
ری :061076:۰۰ c=‏ 
نشان دهید که به‌ازای هر ۾ برداد داده شدۀ ,»۵,۰۰۰ دادیم 
Ta,) =c 010۰ ٠**و‎ Qn) 2‏ و *** det(T a,‏ 
(پ) گر 9 پایۂ مر تبی برای ۶۴ و 4 ماتریس 7 در پایۂ مر تب 9 باشد. نشان 
دهید 6 = ۰061 ۱ 


اگر 6 جایگشتی از در جة ۸ و ۸4 ماتریسی ۸ × ۸ بر روی‌هیأت جر با بردادهای سطری 
۰ ۰ ۰ ۰ باشد» فر ض کنید(0)۵‌ما تر یس < ۸9 با بر دار های سطر کم ي ۰۰۰0 ۰۰ ۵ 
را نمایش دهد . 1 5 

(الف) ثا بت کنید (0)4 < (6)۸3 و در حالت خاص 607(۸ < (0)۸. 


۴ دترمینان 


( ب ) اگر 7 عملگر خطی تمرین ٩‏ باشده ثا بت کنید ما تریس 7 در پایةٌ مر تب 
استانده برابر ()0 است. 

(پ ) آیا (1)- ٥‏ ماتریس ()ه است؟ 

(ت ) ۲ با این درست است که (4 )6 با ۸4 متشابه است؟ 


۴ ابت‌کنید تا بع علامت روی جایگشتها به‌مفهوم زیر یکتاست. اگر f‏ تابعی باشد که 


به‌هر جا یگشت درجم یك عددصحیح راتخصیص بدهدوا گر (۳)  )0([‏ = (6۳) ۶ 
آنگاه ر یا متحداً ه است با متحداً ۱ و يا تابع علامت است. 


۴۵ چند خاصیت دبگر دترمینان 
در این بخش به‌شرح بسرخی از خواص مفید تابع دتسرمینان دوی ماتریسهای ۸ × ۸ 
14 سطرهای 4 نقش ممتادی را ایفا کنو شتا جون تفادنی اساسی بین سطرها و 
ستو نها وجود ندارد» می توان انتظاد داشت که 086۲۸ تابح n‏ حطی متناو بی ار ستونهای 
۸ هم باشد. در واقع چنین است و برای اثبات آن‌کافی است شان دهیم 
det(4')= det(4) (۱۷-۵)‏ 
که در آن 4 نمایشگر ترانهادة ۸ است. 

اگر 6 جایگشتی از درج ۸ باشد» 

A (i, oi) < ۵0, i). 
در این صورت بنا به‌عبا رت (۱۵-۵) دادیم‎ 
det(4') = 2 (sgno )4(01,1)۰ ۰° 4(on,n). 
0 


وقتی که ز07 =1 دادیم ((۱ 6 ,)4 = (ز, 4)01. از این‌دو 
4(on, n= 4(1,071)° ۰۰۵), o n).‏ ۱)۰ ۵0۱ 
چون 007۱ جایگشت هما نی است» 
(sgno)(sgno )=|\‏ با sgn(o7)=sgn(o)‏ 
بعلاوه» چون 0 روی هم جایگشتهای درج ۸ تغییر می کند» 07۱ نیز چنین تغییر می کند. 
بنا بر این 
(sgno ۰ 0)۰ ۰ ۰ 4), o n)‏ ;2 << ( 06۱/۸ 
0 


= det4 
و (۱۷-۵) اثبات می‌شود.‎ 


چند خاصیت د یگر دترمینان ۲۰۵ 


یا بد» غالبا استفاده از حکم زیر مفید است. اگو 8 اذ 4 با افزددن عضرپی از يك سطر 4 
به سطرق دیگر (پا عضربی از يك سنون په سنوی دیگر) حاصل شود ۲ نگاه 
detB = det4. )۱۸-۵(‏ 
ما این حکم را در مورد سطرها اثبات می کنیم. فرض کنيم 8 از 4 با افزودن یه 
به ,وه بافرض ر>:» حاصل بشود. چون ]06 به‌عنوان تابعی از امین سطر» خحطی است 
ره ,*** Qj,‏ بر ۰۰ ,09141-60610 = 0818 
4۰ << 
حکم مفید دیگری هم به‌شر ح زیر است. فرض کنیم ما تریسی ۸ < ۸ به‌صودت بل و کی 


داده شده با شد. در اینجا 4 ماتریسی مر € ماتریسی ی × و 8 ماتریسی کی < مس وه 
ماتریس صفر ۲ × ې را شان می‌دهد. در این صورت 


۸4 B 
اه‎ = (det A4)(detC). )۱۹-۵( 
برای اثبات این مطلب» تعریف می کنیم‎ 
A B 
D(A, B, امه‎ ۷ 


اگر 4 و 8 دا ثابت نگاهداریم» آنگاه 7 به‌عنوان تابعی از سطرهای ) متتاوب د 5 
خحطی است. از این‌ری بنا بر قضیةٌ ۲ 

D(A, ۱ظ‎ C)=(detC)D(A, 2, I1). 
8 که درآن 7 ماتریس همانی ی × و است. با تفریق مضار بی از سطرهای 7 ازسطرهای‎ 
و به‌کار بردن حکم پیش از رابطةٌ (۱۸-۵)» دادیم‎ 

D(A, ۱ 7( < ()۸۸, ۵۱ (۰‏ 
حاك )1 D(A, o,‏ به‌عنو ان تا بعی از سطرهای 4 مسلماً متتاوب و م حطی است. ازاین‌رو 
D(4, o, ][=(det4)D(I, o, (۰‏ 

اماء ۱ = (7 ,ه ,)۰2 پس 


۶ د ترمینان 


D(A, 8, C)=(detC)D(4, B, 1)‏ 
(detC)D(A, o, I)‏ = 
(detC)(det4).‏ = 
با برهانی از همین نوع یا با استفاده اذ ترانهاده‌ها دادیم 


0 4 
det = (detA4)(detC). ۲-۵‏ 
J(detc) )۲۰-۵(‏ ۳ 
مثال ۰۶ فرض کنیم × هیأت اعداد گویا باشد وبخواهیم دترمینان ما تریس ۴ × ۴ 
۳ ۲۰ ات ۱ 
۲ 0 ۲ ۲ 
=4 
س ۷ ست ۱ ۴ 
0 ۳ ۲ ۱ 
رامحاسبه کنیم. با تفریق مضر بهای مناسب سطر ۱ از سطرهای ۰۲ ۳. و ۴ ماتریس 
۳ ۲ | سب ۱ 


۳ ۱ ۳ ° 
را به‌دست می‌آودیم و می‌دانيم که بنا بر (۱۸-۵) این ماتریس همان دترمینان ماتریس ۸4 


را دارد. اگر ۵/۴ سطر ۲ دا از سطر ۳ و سپس ۳/۴ سطر ۲ را از سطر ۴ کم کنیم؛ 


دادیم 
۳ ۲ 1¬ ۱ 
۴ ۴س ۴ 9 
B=‏ 
پم سس ۴ سب 0 0 
o o ۳ o‏ 
و بار دیگر 6۸ = 1618. از صودت بلو کی 8 برمی آید که 
۸~ بت | اس 
۰ = (۴)۳۲ = = 0618 < 0614 
° ۴ ۴ ۰ 














چند خاصیت دیگر دترمینان ۰۷ ۲ 


حال فرض کنيم ۱ و 4 ماتریسی ۸×۸ بر دوی × باشد. در قضیۂ ۱ با 
مفروض بودن تا بع دترمینان دوی ماتریسهای (۱--) (۱--0) نشان دادیم که يك‌تا بع 
دترمینان ړوی ماتر یسهای ۸ ×" چگونه ساخته می‌شود. حال که یکتایی تابع دترمینان دا 
ثا بت کر ده‌ایم» فرمول (۴-۵) مطلب زیر دا بیان می کند. اگر هر نمايةٌ ستونی دلخواه ز 
را ثابت نگاهداریم. 


)ام رم 1+ (۱-) 7 = det4‏ 
12۱ 


اسکا لر (ر |)۱(*10)۸4-) معمولا" همسازة ز و ز ماتریس 4 يا همسازة دراي ¡ د ز 
ما تریس 4 نامیده می‌شود. در این صودت. فرمول فوق برای 081۸ بسط 01۸4 به‌وسیلةً 
همسازه‌های ستون زم (یا گاهی بسط به‌وسیلةٌ کهادهای ستون زم) نامیسده می‌شود. اکر 
بنو یسیم 

Cy, =(—1)detA4(i| j) 


آنگاه از فرمول فوق برمیآید که به‌ازای هر ز 
رازگ بت = 0914 
دراینجا همسازه زر ۱(۳ -) برابر دترمینان ما تریس (۱--) × (۱-:) حاصل از 
حذف سطر زم و ستون آرم ماتریس 4 است. 
اگر دز آنگاه 
Aa, pe‏ 2 


زیراء ا گر )مین ستون 4 دا جایگزین مین ستون‌آن بکنیم» وما تریس حاصل دا 8 بنامیم» 
آنگاه 8 دارای دو ستون متساوی است و لدا ه = ۵8عإ. چون (زا)4 = (ز|:)8 
دادیم 

o = 7 


= >(- 1)’ B,detB(i| j) 
رام(‎ 


کی 2 


این خحواص همسازه‌ها دا می‌توان به‌صودت 


۲۸ دترمینان 


2 4C; =ö;,det4 )۲۱-۵( 


حلاصه کرد. ۱ 
ماتر یس < ۰۶۱ 4[ که تر انهادما تریس همسازه‌های 4 است. الحاقیكلاسيك 
4 نامیده می‌شود. بدین نحو 


=C, = (— 1۱) det4(j|i)- )۲۲-۵(‏ رر(20[4) 
فرمول (۲۱-۵) دا می‌توان در معادلهٌ ما تریسی 

(adj4)4 = (det4)I )۲۳-۵( 

حلاصه کرد. ۱ ۱ 


حال مایلیم که تسادی (061۸) = (۸)60[4 دا هسم اثبات کنیسم. چون 
(:| )4 =( |:) 4 دادیم 
idet4(i|j) = (— ۱) det 4(j|i)‏ )1۱ —( 
که به‌طور ساده بیا نگراین مطلب است که همسازۂ آر ,و ما تریس 4 همان همساذة ¡ , ز4 


adj(4') = (adj4)'. (۴-۵(‏ 
با بهار بستن (۲۳-۵) بر هب به‌دست می آودیم 
(det 4°) = (detA)I‏ = ۸( 20[24) 
و با ترانهش‌آن دادیم 
(det4)1.‏ = (4)20[2 
حال با استفاده از (۲۴-۵) به آنچهکه می‌خو استیم دست می‌یا بیم: 
A(adj4) = (det4)1. )۲۵-۵(‏ 
نظیرموردماتر یسهای بر دوی هیاتهاء ماتریس 4ی ۸ ×۸ بر روی معکوس‌پذیر 
بر دوی × نامیده‌می‌شودهر گاه ماتریسی 0 × م چون 47۱ با درایه‌های متعلق به ×یافت 
شودبه‌طوری که 7 = ۱۸۸ =1 ۰.44 اگر چنین‌ما تریس معکوسی موجودباشد» یکتاست؛ 
زیر ا» همان برها نی که ددفصل ۱ به‌کاد رفت نشان می‌دهدکه اگر [ = 40 = ۰84 آنگاه 
0 = 8. فرمولهای (۲۳-۵) و (۲۵-۵)؛ در بادة معکوس‌پسذیری ماتریسهای بر ړوی ٤‏ 
مطا لب ز پر دا به‌دست می‌دهند. | گر عنصر 4و در × معکوس ضر بی داشته باشد آنگاه 
4 معکوس پذیر است و ۱۵04 (0014) = 4۳۱ یکتا معکوس 4 است. بعکس؛ بساد گی 
دیده‌می‌شود که اگر4م برروی × معکوس پذ یر باشدء آنگاه 0014 در × معکوس پذیر است. 
دیر اه اگر. 7 < 4 8 دادیم 


۱ = 0617 = det( 4B) = (det 4)(detB). 


ند خاصیت دیکر دترمینان ۰٩‏ ۲ 


حاصل آ نچه که ثا بت کر ده ایم قضية زیر است. 


قضية ۴ فرض کلم ۸4 ماتربسی :7 >< :7 بر دوق کر باشد. دد این صودت 4 بر دق 
معکوس پذیر است اگر و تھا اگر 0014 دد × معکوس پدیر باشد. وقلی 4 معکوس پذ پر 
باشده یکنا معکوس 4 عبادت است ۱۱ 
4۰ 0614(۳) =4 


بخصوصی. هرمائریس ۸ × پر ددی یك هیأأت. معکوس‌پذیر است اگرو تنها اگر دترمینان 
آن مخالف صفر پاشد. 


بايد خاطرشان کنیم که این معیار دترمینانی برای معکوس‌پذیری» ثا بت می کند که 
هر ماتر یس ۸ ×۸ با معکوسی چپ یا داست» معکوس‌پذیر است. این اثبات کاملا" مستقل 
از اثباتی اس ت که در فصل ۱ برای ماتریسهای بر دوی هیانها ادائه کر ديم . مایلیم منهوم 
معکوس پذیری ماتریسهای با درایه‌های چندجمله‌ای دا نیز خاطرنشان کنیم. اگر × حلقة 
چندجمله‌ای []7 باشد» تنها عناصری از که معکوس پسذیر هستنده عبار تند از چند 
جمله‌ایهای اسکا لری غير صفر؛ زیراء اگر ‏ و چ دو چندجمله‌ای با شرط ۱= و 
باشند دادیم ه = ووول +4 [وع0 پس ه = و068 = [وول؛ یعنی» ] و ع دو چند. 
جمله‌ای اسکا لری هستند. از این‌ر وء هر ماتریس ۸ × ۸ بر دوی حلقةٌ چندجمله‌ای [یو ]بر 
بر دوی [۳]2 معکوس‌پذیر است اگر و تنها اگر دترمینان آن یك چندجمله‌ای اسکا لری 
غير صفر باشد. 


مثال ¥ فر ض کنیم ۱:1 < کر حلقة چندجملها یهای بر دوی هيات اعد‌اد حقیفی 

باشد. | گر 
۱ ۲ ۳ ۰ 
2-1-۱ رم ور ¬١ a+‏ ون 
=4 و ۲ B=‏ 
a+r 7 ¬ ۱‏ — وو 
آنگاه با يك محاسبهةً کو تاه دادیم 1-۱ 0614 و ۶- = 86]8. از ايندو ۸4 بر 
روی ‏ معکوس‌پذیر نیست؛ درحالی که 8 بر روی × معکوس پذیر است. تو جه کنید که 
۲ جح و x‏ ۱ سب رو سب 


۱ 
adjB =‏ , 
سا ۳ و۲ لوس + ارو جل 


1[ 2) <- ۸(۸4ز0ج) و ع- = 8ظ(20[8). بدیهی است که 


۵014 < 


۱ ۱ 22 ات‎ ٢ 
Bs سا‎ : 
م أ۶‎ + ۲-۴ ١ يه‎ 


٥‏ دترمینان 


مثال ۰۸ فر ض کنیم × حلقۂُ اعد اد صحیح باشد و 


۱ ۲ 
A= ن‎ 
۲۶ 


در این صورت ۲- < 4]اعل و 


اس ۴ ۱ 
۰ 204 

۱ ۳ — 
از این رو 4 به‌عنوان يك ما تریس بر دوی حلَةٌ اعداد صحیح؛ مکو س پذیسر ثیست؛ با 
این وجود؛ می‌توانیم 4 را به‌عنوان ما تریسی بر دوی هیأت اعداد گویا نیز محسوب کنیم, 
که در این صورت 4 معکوس‌پذیر است و 


۲ب 
1 یاه ۳ ۰ ۳ 
E E ۳ ۳‏ 
1 ۱ مت ۲ ِ 
۳ ۲ 


در دابطه با ماتریسهای معکوس‌بدذیسر مایلیم به‌ذکر حکم مقدماتی دیگری هم 
بپر داذیم. ماتر یسهای متشا به» دترمینانهای مساوی دادند؛ یعنی» اگر ٥‏ برروی × معکوس- 
پذیر باشد و 4۳ ۶ < 8 آنگاه 814ل = 8اول. این مطلب واضح است. زیر | 
det(P7'A4P) = )061۳۳ ')(det4)(det P) = ۰‏ 
این مشا هدة ساده» این امکان را به‌وجود می آورد که دترمینان هر عملگر خطی روی فضا یی 
بردادی با بعد متناهی را تعریف کنیم. اگر 7 عملگری خحطی روی 7 باشد» دترمینان 7 
را دترمینان هرماتر یس ۸ × ری تعریف می کنیم که نمایش 7 در پایةٌ مرتبی از 7 باشد. 
چون همه این ماتریسها متشابه هستند» دترمینانهای مساوی دارند و این تعریف بامعنی 
است. در این باده به‌تمرین ۱۱ بخش ۳۰۵ دجو ع کنید. 
حال به بحث در بارم قاعد کرامرا برای حل دستگاه معادلات خطی می پر داد یم. 
فرض کنیم ۸4 ما تریسی ۸ × بر دوی هیأت ۴ باشد › و بخواهیم دستگاه معادلات خطی 
۷= 4 رابه‌ازای «تابی مفروض (ےل ,۰۰۰و) حل کنیم. اگر ۷ < ×4 آنگاه 
(adj4)A4X =(adj4)Y‏ 
و بنابراین 
(detA4)X =(adj4)Y.‏ 





1. Cramer 


چند خاصیت دیکر دترمینان ۲۱۱ 


(det ره(‎ = 2 )20[ (9, 


ردو n‏ 
رد001 )۱ ا 


عبادت آخر همان دترمینان ماتریس ۸ × ۸ حاصل از جایگزینی ۲ به جای زمین ستون 4 
است. اگر ه = 101۸ از این مطالب چیزی معلوم نمی‌شود؛ اماء اگسر هچ4 )ول به 
قاعده‌ای دست می يا بیم که بەقاعدة کر امررمشهور است. گیریم 4 یك ماتر یس ۸ ×۸ برروی 
هیأت جر باشد و ]ول اگر ,و۰۰۰0 اسکا لرهایی از ۳ باشندء یکتا جواب 
۷ = ب از دستگاه معادلات ¥ = 4¥ بە‌صورت 

_ detB, 


۰۰,1 ۰ ,<< [ ۳ کر 


914 





به‌دست میآید. در اینجا ,8 ما تریس ۸ ×۸ حاصل از جایگزینی ۲ به‌جای مین ستون 
ماتر یس ۸ است. 

در خائمةٌ این بخش» علاقه‌مندیم به‌چند توضیح که به‌اعتمّاد ما به‌نمایاندن چهرة 
واقعی دترمینان كمك می کنند؛ بپردازیم. که گاه لازم است دترمینانهای مشخصی را محاسبه 
کنیم» و لذا جر ئی ار این بخش را به روشها یی که این محاسبات را آسان می ساز ند 
اعتصاص دادیم. لکن: نقش اصلی دترمینان در این کتاب» هر چند زیبایی احکامی همچون 
قا عدم کر امر انکار نا ید یر است» نظری است. اماه قاعدة کر امر عمدتاً به‌این‌عات که‌خود ور گیر 
محاسبات بسیادی است» وسیلةً مثری برای حل دستگاههای معادلات خطی نیست. لذا باید 
فکر خود را بر آ نچه که قاعدهٌ کر امر بیان می کند متمر کز سازیم تا برچگونگی محاسبه با 
آن. در واقع؛ امید ار یم که خو اننده‌ضمن تفکر دوی تمامی این فصل» تأ کید پیشتری بر درك 
مهو مدتر مینان و چگونگی رفتاد آن داشة شته با شد تا بر چگ و نگی‌محاسبةً دتر مینان‌ما تریسهای‌معین. 


ثمر .ین 
۱ از فرمول الحاقی كلاسيك برای محاسبهٌ معکوس هر يك از ماتریسهای حقیقی ۳ ۳ 
زیر استفا ده کنید. 
o —sinû‏ 6090 ۲ ۳ ۲ 
٥‏ ۱ 0 +۳ 0 ۶ 


۴ اس إ‎ sinê o cosê 


۲ قفا عدم کر امر را برای حل هر بك از دستگام معادلات حطی ۳ بر ر وی هیأت اعداد 
کو با به کاد گیرید. 


۲ دترمینان 


(الف) ۱۱ع<2 درز + 


ه حدم ۲2۶۷ 


ه < ۴4-۲۲2 سب زو۳ 

( ب ) ۷ کل 
z= ۶‏ 

اسب < ۲ — ۳2 


۳ ما تریس 4یہ × وربرروی‌هيأت جر متقادن کچ است‌هر گاه 4 - = "۱.4 گر4 يك‌ما تریس 
۸ × ور متقادن کج با درایه‌های مختلط باشد و ۸ عددی فر د» ا بت کنید .detd = o‏ 


۴ ماتریس 4ی ۸ ×۸ بر روی هیأت ۳ متعامد نامیده می‌شود هر گاه 7 = '4۸4. اگر 4 
متعامد باشدء نشان دهید 1-۱ = ۸4]ع0. يك ماتریس متعامد مثال بز نید که به‌ازای آن 
إ|— .det4=‏ 


۵ ما تریس 4می :71 بردوی هیأت اعدادمختلط را یکا نی خوانیم هر گاه 7 = 44( 4 
نمایشگر ترانهاده مزدوح 4 است). اگر ۸4 یکانی باشد» نشان دهید که ۱ |0614 ]. 
۶ فرض‌کنید 7 و ل دو عملگر خطی روی فضای برداری با بعد متناهی ۲ باشند. ثابت 
کنید 
(الف) ‘det(7U) = (det7)(detU)‏ 
( ب ) 7 معکوس‌پذیر است اگر و تنها اگر هع0617. 


¥ فرض کنید ۸4 ماتریسی ۸ ×۸ بر دوی × که حلقه‌ای جابجایی با عنصر همانی است؛ 
باشد. فرض کنید ۸4 صورت بلو کی 


O oo ۸4‏ 0 
را داشته باشد. در اینجا A;‏ ما تر یسی رک ۳ است. ثا بت کنید 
(det4,)(det 4)۰ ۰ ‘(det 4,):‏ = 4 او 


.o 


۰۹ 


۳ 


چند خاصیت دیگر دترمینان ۲۱۳ 


> گیریم 7 فضای‌بردادی ماتریسهای ۸ × برروی هیأت ‏ باشد. فرض کنید 8 عنصر 


ا بتی از ۷» وو 7 عملگر خطی ر وی 7 تعر یف‌شده توسط 84 - 48 = (4) و 7.بساشد. 
شان دهید 0 < و 046]7. 


٠‏ ما تریس ری ۸ × م بر دوی هیاأتی مفروض است و هچ اگر ٣‏ علد صحیح‌مثبت 


دلخواهی بین ۱ و ۸ باشد یك زیرماتریس مد ہ از 4 عبارت است از ماتریس 
× حاصل از حذف (۳--) سطر و (-)ر) ستون از 4.دتبه دترمینافی 4ر 
بزر گترین عدد صحیح مثبت م است که زیرماتریسی >« م اذ4 دادای دترمینان غیر 
صفر باشد. ٹا بت کنیدر تبة دترمینانی 4 برابردتبةٌ سطری 4 ( = ر تبهستونی 4 )است. 


ا گر 4 ماتریسی ۸×۸ بر روی هات جر باشد؛ ا بت کنید حدا کثر ۸ اسکا لر متمایز 
م در ۲ وجود دار که ه = (4 = [ع)]و0. 


دو ماتریس م × م4 و 8B‏ بر دوی هیات ۶ داده شده‌اند. نشان دهید که اگر 4 
معکوس پذیر باشد» حداکثر م اسکا لر» در ۶٣‏ وجود دار د که به‌ادای آنها ماتریس 
c4 B‏ معکوس پذیر نیست. 


۰ اکر 7 فضای برداری ماتریسهای ۸×۸ بر دوی ۲ و 8 ماتریس ۸ ×۸ ثابتی بر 


روی 7 باشد» فر ض کنیسد Lg‏ و Rpg‏ دو عملکسر حطبی روی ۳۲ باشند که با 
۸4 = (4 )ور و ۸ = (4)و تعریف می‌شوند. نشان دهید 

)الف( (0918) < م0611 

.detRg = (detB)" ( )ب‎ 


فر ض کنید ۲ فضای برداری همه ماتریسهای ۸ ×۸ بر روی هیأت اعداد مختلط و 
8B‏ ماتدریس ۸ × ۸ ثابتی بر دوی ٤‏ باشد. عملگر خطی ۸2 دوی 7 را توسط 
BAB `‏ = (4 )01ء که در آن '8 =8 تعریف می‌کنيم. نشان دهید 
|detB|".‏ = و0612 

حال فرض کنید زر مجموعةٌ همه ماتریسهای هرمیتی در 7 باشد؛ 4 هرمیتی است 
هر گاه 4 =4. در این صودت 4 فضا یی بردادی بر روی هيات اعداد حقبفی 
است. نشان دهید تابع و 7 تعریف شده توسط *84 = (4 )و7 عملگری خطی دوی 
فضای برد ادی‌حقیقی ار است؛ وسپس نشان دهید 0618|۲۳ | = و ۰0617 (راهنماپی: 
در محاسبةٌ و 0617 نشان دهید 7 دار ای پایه‌ای متشکل ازماتر بسهای هرمیتی است 
و سپس شان دهید ۾ عل = و 0617.) 


۴۳ فر ض کنید ۰۸4 ۰7 €> و ماترسهای 7 جا پجا شو ند دای بر روی هیأت ۲ 


۴ ۲۱ دترمینان 


پاشند. نشان دهید دترمینان ماتریس ۲۸×۲۸ 


4 B 
C D 


بر ابر ( 8٤‏ — )و است. 


۵.۵ مدول 
اگر × حلقه‌ايی جا بجا یہی با عنصر همانی باشد. هر مدول بر دوی 7 دستگاهی جبری 
است که مانندفضای برداری عمل می کند ودر آن نقش هیأت اسکا لرها دا برعهده دادد. 
به‌طود دقیق, گوییم 7 یك مدول بر دوی × (يا یك ×۔مدول) است» هر گاه 
۱ عملی به‌نام جمع: ۲6+ ج (8 ,م) دوی 7 یافت شود به‌طوری که تحت 
آن 7 گروهی جا بجا یی باشد 
۲ عملی به‌نام ضرب: 60 ج (0 +6) اذعناصر ۾ دد ۷ وم درد 6 موجودباشد که 
(cea << 6۱04‏ 
c(a Far) = 60۱۲‏ 
(c,c)a= e (ce)‏ 


۱0 << ۰ 


برای منظود ماءمھمتر ین -مدو لها »مد و لھا ی تا یی 16۳ هستند» هر چندمدو لهای‌ما تر یسی 
تم u‏ مهم اند. ا گر 7 مدول دلخو اهی باشده عيتاً به‌همان نحو که در مورد فضای 
اد عم رورش تایه ات کات له و ایتک عطیه ول ل ی 
کنیم. باید مواظب باشیم نتایجی از فضاهای برداری را که به عمل تقسیم بر اسکا لرهای 
غير صفر وا بسته‌اند» یعنی اعما لی که به‌هیأت مر بو طاند و ممکن است حلقف] فاقد آنها باشد, 
در موزد ۲ به کار نبندیم. ملا از 0۰۰۰0 وابستةً حطی باشند» نمی توانیم نتیجه 
بگیریم که یکی از په‌ها تر کیبی خطی از بقیة آنهاست. این مطلب یافتن پایه در مدول را 
مشکل تر می‌سازد. 

يك با به برای مدول 7۲ ذیرمجموعه‌ای مستقل حطی است که مدول را پدیدمی آودد 
(یا تولید می کند). این همان تعریفی است که دد مورد فضای برداری هم ارائه کر دیم. 
خاصیت مهم پاید‌ای چون 8 این است که هر عنصر 7 را مسی‌توان به طنور یکتا 
به صورت تر کیبی خطی از( تعدادی متناهی از ) عناصر 9 بیان کرد. اگردد دیاضیات اصل 
انتخاب (د. ك. پیوست) پذیر فته شود می توان نشان داد که هر فضای برداری دادای‌پایه 
است. حو النده بخوبی [ گاه اسب کد در هر فضای بردادی دلخواهی که تو سط تعدادی 
متناهی برداد بدید آیده پایه هم وجود دادد. اما برای مدول وضعیت چنین ثیست. ار 


مدول ۲۱۵ 


این روء برای مدو لهایی که بایه دار ند» و یز برای مدو لها يی که تو سط تعدادی متناهی 
عنصر پدید می آیند» نیاز به‌نامهای خاصی دادیم. 


7 دادای پایه‌ای متناھی شامل ۸ عنصر باشد آنگاه 17 پك ز_مدول آزاد با بر مولد 
ناهیده هی شود. 


تعریف. مدول 7 به‌طور متناهی تولید می‌شود هرگاه شامل زیر مجموعه‌ای متداهی 
باشد که 7 دا پدید آورد. رتب مدولی که به طور متناهی فولید بشود کسوچکنرپی عدد 
صحیح مت 7 است که 7 توسط 7 علصر پدید آید. 
تکراد می‌کنیم که ممکن است مدولی به‌طور متناهی تولید بشود» بدون آنکه پایه‌ای 
متناهی داشته باشد. اگر ۰7 ز-مدول آزادی با ور مولد باشد, آنگاه 7 با مدول "۸ 
یکریخت است. اگر (,6 ,0,۰۰۰) پایه‌ای برای 7 باشد؛ يك یکر یختی که برداد 
۰ -- ۰ 8 ) دا به دوی «تایی (ے» ,۰۰۰,ع) از ”۸ بفرستد وجود دارد. 
فوراً دیده نمی‌شود که مدول 7 نمی تواند مدولی آذاد با م مو لد با شرط معدم باشد. به 
بیان دیگرء و اضح نیست که تعداد عناصر هر دو پایةٌ دلخواه 7 باید لزوماً مساوی باشند. 
اثبات این حقیقت بر اساس کار برد جالبی از دترمینا نهاست. 


قضی ۰۵ فرض کنیم ٭ حلفه‌ای جاپجاپی با عنصر همانی باشد. اسر 7 یك > 
مدول ۲ ذاد با ر مولد پاشد. ۲ نگاه رت 7 ڊرا جر 12 است. 

ایبات. می‌خو اهیم ثابت کنیم کسه ۲ نمی تواند توسط تعدادی کمتر از «و عذصر از 
خودش پدید آید. چون 7 با × یکر یخت است باید نشان دهیم که اگر ۸> مدول 
۳ توسط تاییهای ,۰»0 ۵,۰۰۰ پدید نمی آید. ماتریس 4 با سطرهای ,0,۰۰۰ را 
در نظر می گیریم. فر ض می کنیم هر يك.از بردارهای €< ٥م‏ از پاية استانده تر کیبی 
عطی اذ ,0۰۰۰۰0 باشد. در این صورت ماتریسی چون ط در ۳ وجود دار دکه 

]۳ 4 <- ۰. 

در اینجا ‏ ما تریس همانی ۸ ×۸ است. گیر یم ۸ ما تریس ۶۱ < م حاصل از افز ودن و( ور 
سطر ه درزیرسطرهای 4 باشد و ۶ ماتر یس ۸ × م داخواهی که ستونهای ۲ را به‌عنوان 
۸ ستون اول حود دارد. در این صورت 
PA=1.‏ 
بنا براین» هو اول. اما چون > م در ایه‌های اقلا" يك سطر ‏ همه صفر ند .این 
تنا قض نشان می دهد که ۰۰0 مدول ”× دا پدید نمی آورند. ] 


تو جه به این نکته مهم است که قضیة ۵ یکتایی بعد هر فضای برداری (با بعدمتناهی) 


۶ دترمینان 


را ثابت می کند. این‌اثبات که بر و جود تابع دترمینان استواراست با اثباتی که در فصل ۲ 
عرضه کر دیم کاملا" متفاوت است. از قضیۀٌ ۵ بر می‌آیدکه «مدول آزاد از رتبهٌ "» با 
«مدول آزاد با ۾ مو لد» یکی است. 
اگر 7 مدولی بر دوی × باشدء مدول دو گان*7 متشکل است ازھمۂ توابع حطی 

 ٌهبتد از ۲ در 2. اگر ۲7 مدول آزادی از رتبۂ بر باشدهآنگاه *7 نیز مدولی آذاد از‎ f 
9.۰ ,0,( است.اثبات این‌مطلب عینآهمان اثبات درموردفضاهای برداری است. اگر‎ 
۷7* پایةٌ مرتبی برای 7 باشد» پاي د و گان وابسته‌ای چون (, ,۱,۰۰۰ برای مدول‎ 
به‌هرم از 7 مین مختصش نسبت به (,8 ,0,,۰۰۰) دا تخصیص‎ f, وجود دادد. تابع‎ 
می دهد:‎ 

a= f ((a)B + ۰۰۰4 (e)8. 
۱ تابعی خطی روی 7۲ باشد آنگاه‎  رگا‎ 

J = f(BIS +۰۰۰) a 


۶.۵. ابع چند خطی 
هدف این بخش بیان بحث دترمینان در قا لبی است که به‌اعتقاد ما چهره واقعی دترمینان را 
می‌نمایاند. برای این منظور » فرمهای چند خحطی متناوب روی مدولها دا مورد بحث قراد 
می‌دهیم. این فرمها تعمیم طبیعی دترمینان آن طور که ما آن دا عرضه کسردیسم؛ هستند. 
حو اننده‌ای هم که شر ح مختصر مدو لها در بخش ۵۰۵ را نخوانده باشد (یا مایل نباشد که 
بخواند) نیزمی توانداین بخش را با بهره‌وری مطا لعه کند مشروط براین که «فضای بردادی 
بر روی ۳ با بعد ور» را همواره به‌جای «مدول آزاد بر روی × از رتب "» منظور کند. 
فر ض کنیم کر حلقه‌ای جا بجایی با تیا و6 و بر دوی × باشد. ا گر 

و باشدء تابح راز اد 7 × ۰۰۰ × 7× 7=( درع] چند خطی نامیده 

ی‌شود» هر گاه (,0 ره Ee‏ به‌عذو آن تأ بعی از هر ,»۰ وقتی ر»‌های دیگر ثا بت نکه 
ES‏ ی» هر گاه به‌از ای هر ا¡ 

هه یله L(a.***, gaj 6۰۰ a)‏ 
L(a.***, B;.***, a).‏ 
بك تابع چند خطی دوی "۲ يك فرم ‏ خطی روی ۷ ا يك فرم چند خطی از درجة ر 
روی ۲ نیز نامیده می‌شود. به چئین تا بمی گاهی يك ر تا نسور روی ۲ نیز گفته می شو د. 
دستهٌ همه تسوابسع چند خطی دوی ۲۳ با (1۸۳)۲ نشان داده می‌شود. اگر 1 و 1 در 
(۸۸۳)۲ باشند» آنگاه مجمو ع 7+۸۲ که به‌این صودت تعریف می‌شود: 
L(y, *, a) FM(Q,.* °°, (‏ ره (LFM)(a.***,‏ 

نیز چند حطی است؛ و اگر ع عنصری از × باشده حاصل ضرب )»که بداین صورت 


تابع چندخطی ۱۷ ۲ 


تعر یف می‌شود: 
Q,),‏ ,۰۰۰ تاه ع< (به ,۰۰۰ (cL)(a,,‏ 

نیز چند خطی است. بنا براین (7) ۸۶ يك -مدول (زیرمدولی ازمدول همه توابع از 7۲ 
در ) است.. 

اگر ۱ < مج داریم * 7= (۸۱)۲ که همان مدول دو گان توابع خحطی روی ۲ 
است. از توابع خطی نیز می توان برای ساختن مثالهایی از فرمهای چندخطی از مراتب 
بالا تراستفاده کرد. | گرگ ۰ توابعی حطی روی ۲۷ باشند» تعر یف می کنیم 

10, ۰۰۰, a,)= f(a (f (ar) ۰۰۰ f,(a,): 


واضح است که 7 فر می «حطی رودی 2 است. 


مثال .٩‏ اگر 7 مدول باشد» يك فرم ۲خحطی دوی 7 معمولا" يك فرم دوخطی 
روی 7 امیده می‌شود. فرض کنیم 4 ماتریسی ۸ × ۸ با در ایه‌های متعلق به × باشد. در 


این‌صوردت 
۲۲ -- ( ۲ ,)7 

فرم دوعطی ,7 را روی مدول ۳۲۱ تعریف می کند. به‌طور مشا به 
M(a, 0( ۲‏ 


فرم دوعطی ۸۶ دا روی ”× تعریف می کند. 
۱ مثال ۰۱۰ تابع دترمینان به‌هرماتریس 4می ۸ ×۸ عنصر 4 061 از × دا مر بوط 
می‌ساز د. اگر 4 1 به‌عنوان تا بعی ازسطرهای 4 ددنظر گر فته شود: 
det 4= D(a, ۶ 0(۰‏ ۱ 
آنگاه (فر می خطی ړوی و است. 
مثال۱ ۰۱ به‌دست آوردن عبار تی جبری برای فرم مخطی نوعی,.روی مدول ٤”‏ 


آسان است. ا گر ,۰0 ۰۰۰۰ بردادهایی از 7۲ و 4 ماتریسی ۲×۸ باسطرهای 
0 ۰ ۰ +6 +0 با شدء آنگاه به‌از ای هر تا بج رآ از M'(K")‏ 


۲۱۸ در مینان 


)0 و و و0 a) = L( 2 A6,‏ و 10,۰ 
Aj6: 0, ۰۰۰ ۵(‏ رم = 
1 
),@ ,*** مرگ۸4 2 (e:‏ 2 ج 


0 و۰۰ ,0۳ Cp,‏ درکیم زوم > 


یلع زر 
Ur, ۰۰۰ ۵‏ میگ «رگاسلر »روم 0 تس 
۱« بر از 
اگر به‌جای »» ۰۰۰۰ به‌نوبت برابرهایشان برحسب تر کیبات خطی بردارهای پسایة 
استانده دا قراردهیم و (ژ ,4)1 دا به‌جای ر4 بنويسيم فرمول زير به‌دست می‌آید: 
(۲۶-۵) < (,0 0 ,)رآ 
AF, JDL; ***,€;,).‏ °“ ۸ 7 
دد (۲۶-۵) به‌ازای هرمتایی مانند (,آر ,۰۰۰ (jı.‏ = ل از اعداد صحیح مثبت بین ۱و 


cA‏ يك جمله و جود دارد. تعداد این نوع «تایی‌ ھا 2 ر است. . پس)؛ “EL,‏ تو سط 
(۲۶-۵) و مقادیرخحاص: 


(,ر6 و 0 L€,‏ << ره 
تخصیص يافته به ۸ عنصر ( > ,۰۰۰ , ر٤)‏ تعبین می‌شود. همچنین بآسانی دیده می‌شود 
که اگر به از ی هرمتایی مانند آل عنصری چون ره ار را انتخاب کنیم. گاە 
L(a,, ۱ AEG jr)“ (۲۷-۵(‏ 
فرمی رحعطی روی "× تعر یف می کند. 
فرض کنیم ر تابعی چندخطی روی ۲ باشد و 1 تابمی چند خحطی روی *۷. تابع 
$M‏ ] روی 7۲۲ را با 
)۲۸-۵( کا و ,۰ ( (LSM‏ 
(, +0 و *, 0+۱ 0(۷ په L(«,‏ 


تعریف می کنیم. اگر تصورمان از *۳۳۶ همان ۲۷۲ × 7۳ باشد. آنگاه به‌ازای ۾ در ۲7۳ و 


6 در ۷7۰ 


تا بچ چندخطی ۲۱٩‏ 


(LOM (a, ۵( = L(a)M(B). 
واضح است که 7690 دوی **7۳ چندخطی است. تابسع 76910 ضرب تانسوری  و‎ 
۸/۵726 نامیده می‌شود. ضرب تانسودی جابجایی نیست. درواقع»‎ / 
مگر آنکه ه =[ یا ه = ۸؛ با این وجود. ضرب تانسوری به‌طور مطلوبی با اعمال‎ 
مر بوط است.‎ ۸۷٩ مدولی در ۸۲ و‎ 


لم. فرض کن رز و ,7 فرمجابی بت ۱ فرعا یی ی خطی وق 
۲ وم عنصری ۱( > باشد. 

(الف) (٩۱6۵24‏ 12916)» = 92( ,2 -+-1ه) 

.LSK(cM 1 ( < c(LE9OM)+-L©M, )ب(‎ 


اثبات. تمرین. 


ضرب تانسوری شر کت پذ یر است؛ یعنی» | گررل 26 و 2۷ (بتر تیب) فرمهایی م که 
و حطی روی 7۲ باشند» آنگاه 
(LOM)®N = LS(MSN).‏ 
این مطلب نتیجه‌ای آنی از این واقعیت است که عمل ضسرب دد × شر کت‌پذیر است. 
بنا براین» اگر رل سل ۰۰۰۰ ,£ توابعی چندخطی روی ۰۲7۱ ۰۰۰۰ *۲۳ باشند» آنگاه 
ضر ب تاسودی 
L= LO ۰۰۰ OL,‏ 
به‌عنوان تا بعی چندعطی روی ۲۲ که در آن پر ۰۰۰ لام دس بدون ابهام تعریف 
می شو د. قبلا“ حالت خحاصی از این را ذ کر کردیم. اگ (eee‏ توابعمی خحطی‌روی 
7 باشند» آنگاه ضرب تاسوری 
Of,‏ ه هه لا کل ترا 
تو سط 
f (o) ۰۰۰ f,(«,)‏ = (به ,۰۰۰ L(ay,‏ 


تعر یف می‌شو د. 


قضیه ۶. فرض کنیم کر حلقه‌ای جابجایی با عنصر همانی باشد. اگر 7 يك 
مد ول زاد از رئبهٌ ر باشد. آنگاه )7(" ۸ یٹ -عدول آزاد از دت 7 است ست؛درداشع۰ 
اگر اہ گر ,۰۰۰ ,7 پایهای براق مدول دوگان ۴ باشد؛ آنگاه ر ضرب 3ا نسوری 
کرک Qf TSN‏ 6۵۰۰۰ ۶ 
پایه‌ای برای (۲) ۸ تشکیل می‌دهند. ۱ 
البات. فر ضکنیم ےر ,۰۰۰ ,,) پایۀ مر تبی برای *17 باشد که دو گان پاي 


٥‏ داآرمینان 


e B„}‏ 0 از 4 است. به‌ادای هر برداد 81 از ۳ دادیم 
a= f ڊ(a)B (+ ۰۰۰ +f (a8,‏ 


اکنون به‌محاسبه‌ای نظیر آنچه درمثال ۱۱انجام شد می پر دازیم. ا گر فرمی م«خطی روی 
۲ و ۵ ۰ عناصری از 7 باشند. آنگاه بنابر (۲۶-۵)- 


۰ 7 0,( <" 2 ګ فك (0) رگ‎ ;,(a,)L(B; 1 By, 
J9 ۰۰۶ مزر‎ 
به‌بیان دیگر»‎ 


L= 2 IB; PMS ۰۰۰ Of )۲۹-۵(‏ 
Es Jr‏ 
این رابطه نشان می‌دهد که ۸ ضرب تانسوری 


E, =f; ® O )۳۰-۵( 


که با تایبهای (,ز ,۰۰۰ ,) عد معین می‌شوند مدول (۲7) ۸۶ را پدید می آورند. 
بنا بەد لیل زیر» ‏ فرمهای مختلف رل مستفل هستند. فر ض کنیم به‌از ای هر ل عنصر ی چون 
ری در ڄ وجود داشته باشد و تابع چندخطی 


(۳۱-۵) رظاره یو L=‏ 
را تشکیل داده باشیم. توجه کنید که اگر (,ز ,۰۰۰ ,ز) =[ آنگاه 
زا وه 


۱ (,۵ رت E(B:‏ 
,رگ زر ,۱ 
بنا براين از (۳۱-۵) مشاهده می‌شود که 
B,): )۳۲-۵(‏ ۰ عدره 
بخصو ص» اکر هو << ر]) آنگاه به‌ادای ھر ہتا یی ÛU .c,=o J‏ 

تعریف. فرض کنیم £ فرمی «عطی ددی مدول 7 باشد. گویيم 1 متناوب است. 
ددصودتی که دقتی ره = ,ے٠‏ به‌اژای روز آنگاء ٥‏ ع (به ,۰۰۰ ,)1 

ا گر تابع چند خطی متناو بی روی ۲۲ باشد»ه آنگاه 
۵(۰ وه ا Qj: ‘°, Ci,‏ و۰ ۰ ۰ 0۰ = (+۰,۵ 0,۰۰ ی 0 L(Q(,***,‏ 
به بیان دیگسر» اگرجای دوبردار (با نمایه‌های مختلف) دا در تایی (+۵ ,۰۰۰ ,6) 
تصویض کنیم» مش‌دار ر] تخیبر علامت می‌دهد. حون همرجایگشت 0 حاصل‌ضسر بی از 
تر انهشهاست» می بینیم که (,» ,۰۰۰ ,»)0(1 طوع) ‏ (,ی» ,۰۰۰ ,)سل 


تا بع چندخطی ۲۱ ۲ 


دستهةٌ همه فرمهای عطی متناوب روی ۲ را با )7( ۸ نشان می‌دهیم. باید دوشن 
باشد که (۲) ۸ ذیرمدولی از (7) ۸ است. 

مثال ۰۱۳ تبلا" در این فصل نشان دادیم که دوی مددل "6 دقیقاً يك فرم «حطی 
متناوب ( باخاصیت ۱ <(,> ,6,۰۰۰ دجود دادد. همچنین درفضيةٌ ۲ نشان دادیم 
که | گر فر م د لخو اهی از ( ۸۳ با شدء آنگاه 

۰( ی مک L=‏ 

ب‌عبارت دیگر» (*)۸۳ -مدولی آزاد از رتبة ۱ است. گذشته از این فرمول صریح 
(۱۵-۵) دا برای (7 به‌دست آوردیم. برحسب نمادی که جدیداً به کاد می بریم» اين‌فرمول 
را می‌توان به‌صورت 


r9 ۰۰ Of en (۳۳-۵)‏ [(0 20 )2 و 


هم نوشت. دداینجا, ۴ ۰۰۰ گر توابع مختصی استانده دوی "۸ هستند ومجمو عبردوی 
!م جایگشت مختلف ی ازمجموعةٌ (7 ,۰۰۰ ,۱) گسترش دارد. اگر دترمینان ماتریس 4 
را به‌صورت 


det 4= 2 (sgn0)4(01, ۱( ۰۰۰ 4(on, n) 
بنو یسیم» آنگاه عبارت متفاو تی برای ( به‌دست می آور یم:‎ 
D(a, ۰۰۰, ع(به‎ 2,(sgn0)f 1(2.) ۰۰۰ ما6‎  (¥-ھ)‎ 

O 

= 2 (sgn 0( م0‎ ۰۰, Cen) 

که دد آن ,0 ۰۰۰ و[ ع< رل 
يك روش عمومی برای مر بوط ساختن فرمی متناوب به‌فرمی چندخطی وجوددادد. 
اگر ,7 فرمی محطی دوی مدول 7 باشد و 6 جایگشتی از (م ,۰۰۰ ,۱ با تعریف 
0 و Ng aJ SL‏ :0(1 ۳ 


تایع نای دیکر مر به‌دست می آیسد. | گر برحسب اتفاق رز متناوب باشد آنگاه 
(sgn o)L‏ = ير]۰ ا کون به‌ازای هر £ از (۲) ۸ تایع راب7 اذ (۲) ۸ دا بنابر 


(sgn 0)L, )۳۵-۵(‏ ;> ع ,7 
تعر یف می کنیم» بدین معنی که 
2,(SENO)L(Qg, ***, (۶-۵)‏ ع (۵ ۰۰۰۰ :7,()۵) 


۲ ۲ دترمینان 


لم٠‏ ,7 تبدیلی خطی اذ (7) ۸۶ دد (۸۳)۲ است. اگر £ در (۸۳)۲ باشده آنگاه 
ماج < رل,۰7 

امیات. فرض کنیم 7 جایگشت دلخواهی از 2 و۰۰ ,۱ با شد. دد این‌صودت 

)7, (0 Sg 0,,( 2: )987 (۰ ف‎ rer) 

01۸۰ وه ۰ * (sgn T)2,(sgn TO)L(Qr01‏ = 
اگر 6 همه جا یگشتهای r}‏ و۰۰ ,1( را (یکباد) احراز کند» ۲6 نیز جنین می کند. 
بنا بر این» 

(7,L)(Qr, ۰۰۰۱ a,,)= (sgn T)(7,L)(,, ۰۰۰۰ Q,), 

ولذاء T,L‏ فر می متناوت است. 

اگر £ در (۸)۲ باشد آنگاه به‌از ای هر 6 دادیم 

1), ۰۰۰۰ or) = (SEN O)L(Q,, ۰۰۰۰ Q,): 

LJ .7,L= F!L ار این‌دف‎ 

دد (۳۳-۵) نشان دادیم که تابع دترمینان ‏ اذ("۸")۸ عبارت است از 

۰( مج ی 9 ,۲ < رز 

دراینجا 1 ۰ ۰ +4 ۸۳ توابع مختصی استانده رودی KK‏ هستند. در بارة آخحرین مء یکتم 
مهمی هست که باید آن را متذ کرشویم. اگرK‏ هیا تی با سررشت‌نمای صفر و ا دد ٤‏ 
معکوس پذیر باشد» آنگاه ج فضای (۲) ۸ دا به‌دوی (۸۳)۲ می‌نگارد. در واقح» دد این 
حالت به‌کار بردن نگاشت (۱/۳۱) = ,7 به‌جای ‏ ازيك دید گاه» طبیعی تر است» زیر | 
,7 نگاشتی تصویری از (7) 1 به‌ددی (7) ۸ است؛ یعنی» نکاشتی است حطی از 
M'(w)‏ به‌ر وی A)‏ با این خحاصيت که r((L)=L‏ | گر وتنها اگر ,7 در (۲) ۸ باشد. 

قضیة ۰۷ فرضی کنیم ۸6 حلقه‌ای جابجایی با عنصرھمانی و ۰77 ۔مدولآ ذادی ۱( 
دک 77 باشد. اگر n‏ < م۲ نگاه (1۰< (۲) ۰۸ روک <r‏ ۸ نگ ( ۰/۱۳/۲7 دول 
آڏادی از دته (۴) است. 

اثبات. فرض کنیم ,8 ,۰۰۰ ,,8) پايسةً مرتبی برای 7 با پايسة دو گان 
fa}‏ ۰۰ ۳ باشك. اگر L‏ در (۲) 2 با شد» داد یم 
L= ZLB; BO Of, )۳۷-۵(‏ 


که در آن مجموع به‌ازای همه تاییهای (,ز ,۰۰۰ ,)= ل از اعداد صحیح بین ۱و 7 
محاسبه می‌شو د. ا گر 1 متناوب و دوئا از نمایه‌های رو مساوی با شنده آیگاه 


2۸ ۰۰۰۰ 6 


تا بع چندخطی ۲۳ ۲ 


اگر ۸ حا م» آنگاه در هرم‌تایی مانند ل عددی صحیح بايد تکرار بشود. از این‌رو» | گر 
برد م آنگاه () <(۲) ۸ ۱ 

حال فرض می‌کنیم ‏ > ۳ > ۱ اگر ے دد (۸۳)۲ باشد, مجمو ع دد (۳۷-۵) 
لازم ات تتها به‌اژزای آن متاییهای ل محاسبه شود که به‌از ای آنها > ۳ ۰ و متما یز 
هستند؛ زیرا همه جملات دیگر ه می‌باشند. هرم‌تایی از اعداد صحیح متمایز بین ۱ د 7 
جایگشتی از یك م تایی (. ,۰۰۰ ,از )= ل است که > و ۰ > این نوع 
شای از زایا يك مج بر از رو ره ,۰ نامیده می‌شود. تعداد چنین برها یی 


n n! 
(7) rrr)! 


ست ۰ 


ربر ثابت ل را در نظر می گیریم. فر ض کنیم وا مجموع همه جملاتی اذ (۳۷-۵) 
باشد که با جایگشتهای بر ل متناظرهستند. اگر 0 جایگشتی از ( ,4۱,۰۰۰ باشد» 


آگاه 
0۰ وق (sgn o)I(B;‏ = ۳9 و L(fBjg‏ 
پن 
L,=L(B; , ***,8;,)P, (۳۸-۵)‏ 
که در آن 


D,= Z(sgn Jf, ® ۰۰۰ Of, (۳۹-۵) 
۵۰۰۰ OF: 


از (۳۹-۵) ددم‌ی‌یابیم که همه ,2 ها متناوب هستند و به‌اذای هر ,7 دد (۸)۲ 


(۴۰-۵) «رط( 6 ۰۰۰ بر بخ L=‏ 


بر های 7 
r . / 11‏ تن 
ادعا این است که )7( فرم ر( پایه‌ای برای (۸۳)۲ تشکیل می‌دهند. قبلا" دیده‌ایم که 
اینها ( ۸۳۲ داپدید می‌آودند. بآسانی دیده می‌شود که این فرمها مستقل خطی هم‌هستند؛ 
زیرا» اگربرهای (,ز ,۰۰۰ ,)=1 و (,ز ,۰۰۰ ,ز) ‏ ل داده شدم باشند» آنگاه 


J‏ =[ و 


DXB. ***, اس‎ e )۴۱-۵( 


۴ دترمینان 


L= 26‏ 
گ 
را تعریف کنیم. از (۴۰-۵) و (۴۱-۵) نتیجه می گیریم 


er = LB. ***, 8.) 


بخصو ص» | گر L=o‏ آ نگاه به‌ادای هر بر [ دادیم » << رم ۰[ ] 


نتیجه. اگر ۰7 نعددل آذادی از دة ر باشد. آنگاه (7) ۸7 >-مدولی آذاد از 
دتبة ۱ است. اگر 7 عملگری خطی 7 باشد. عنصر پکتاهی چون ء دد کر یافت می‌شود 
که بهاژای هرفر؛ رخطی متناوب ر] ددق ۲ 
Ap):‏ ۰۰۱ نله < (مه 1 ۰۰۰۰ L(Tay;‏ 
البات. اگر ,7 دد (۸۳)7 باشد» آنگاه بوضوح ضا بطة 
a") = L(T 0 ۰۰۰, TQ,)‏ ۰۰۰۰ ,)سا 
فرع ورحطی متناوب م[ داتعریف می کند. فرض کنیم ۸ مو لدی برای (۱۳)۲/. که مدولی 
از رتبة يك است. باشد. هر دد (۸")7ء به‌طور یکتا بەصودت ۸ = رل به‌ازای يك 
۾ دد > قا بل بیان است. بویژه» به‌ازای ع معینی 6 = ,1. برای 41 =1 دادیم 


Lr =(aM)r 
=aMr 
= a(cM) 
=claM) 
سب‎ 0 Û 
طبیعی است كەعنصر در نتیجة اخیر را دترمینان 7 بنامیم. دد حالت ۸ = (وقتی که‎ 
7 ل وجود دارد) از (۳۹-۵) نتیجه می‌شود که دترمینان‎ = )۱, ٠۰۰۰, ۸( تنها يك بر‎ 
برابر دترمینان ماتریسی اس ت که 7 را در .هر پاية مر تب (,0 ,۰۰۰ ,48 نمایش دهد.‎ 
ببینیم چرا. دداية ار ,ن این ماتریس نمایش برابراست با‎ 


A4, = f (TB): 
و لذا‎ 
حوه) ر2 < (,۵ 7 ۰۰۰ 0 7)رط‎ (۱۰ 01) ۰۰۰ ۸4, on) 
= det ۰ 
از طرف دیگی‎ 
7)ر(1‎ 0 ۰۰۰ 7 ۵,( < (det 1(۳ **°*, Ba.) 
= det T- 


تابع چندخطی ۲۲۵ 


اهمیت این تذکرها دذاین است که با كمك قضيةٌ ۷ ونتیجة آن تعریفی برای دنرمینان 
عملگر های خحطى به‌دست می آودیم که بستگی به‌شنا حت دترمینان ما تر یسها ندارد. سپس 
می توا نیم دترمینان ما تر یسها را بر حسب دترمینان عملگرها؛ به‌جمای عکس این طریق» 
حال می‌خو اهیم قدری بیشتر ددمورد فرمهای خطی متناوب خاص رل که در 
(۳۹-۵) آنها دا به‌پایة ےر ,۰۰۰ ,,7) برای *7 مر بوط ساختیم گفتگ و کنیم. درك 
این کته مهم است که 0 ,هه D(a‏ دترمینان ما تریس FXF‏ معینی است. | کر 
> > ۱ اک > ۱ A= f (a),‏ 
یعنی» اگر 
>> ۱ وس ان 40 = a;‏ 
و بر متایی (,ز ,۰۰۰ و ز) باشدء آنگاه 


a,) = 2 (sgn 0)(4(1, ۲۳ 7 ۸4۳, Jor) )۴۲-۵(‏ وه و ۰ 0۰)ر(] 
(.ژ ,۸46۱ ۰۰۰ (ز ,4۱ 
det‏ = 
A(r, J) ۰۰۰ ۵۳, j,)‏ 
پس» (,» ,۰۰۰ ,»)ر0 برابر دترمینان ماتسریسی ۲ × م است که از ستونهای 
اه٠‏ ۰ ,ز ماتریسی ور ۷ مر که (وتاییهای مختصات) 0 ۰۰۰۰ 0 را به‌عنوان سطرهای 


" خود دارد» شکل می گیرد. نماد دیگری که گاهی برای این دترمینان مورد استفاده قرار 
می کر عبا رت است از 


(a, ۰۰۰۰ @,)‏ 
Dyjia,, o, (= a. ۴۳-۵‏ 
) ( ,:8 ,** ;3(6 ) ۱ ۳ 
برمبنای این نماد اثبات قضيةٌ ۷ نشان می‌دهد که هرفرم محطی متناوب ,رز می تواند نسبت 
ه‌پایه‌ای چون (,8 ,۰۰۰ ,,0) توسط معادلۀ 
)۴۴-۵( (0 و :)7 
(,۵ ,۰ ۰۰ .00 
,8 رم 6 سس 
N 8;,) (8B; 8;,)‏ ;3(8 ۳2 


پیان شود. 


۶ دذترمینان 


۷۰.۵ حلقة گر اسمان! 
بسیادی از خواص مهم دترمینانها و فرمهای چندخطی متناوب» به بهتر ینو جه برحسب يك 
عمل. ضرب روی فرمها؛ به‌نام ضرب خارجی» تشر یج می‌شوند. اگر ا و 6 بتر تیب» 
فرمهای « و وخطی متناو بی روی مدول ۲ باشند» آنگاه ضر بی وابسته به 1 و ۰8۸ یعنی 
ضرب تانسوړدی ‘LOM‏ وجود دارد. ولی» این ضرب فرمی متناوب نیست» مگ ر آنکه 
ه =[ یا ه = 1 با این وجود» داهی طبیعی برای تصویر این ضرب در ۸۳۰/۲۱ ٠‏ 
دست هست. به نظر می رسد که 
L.M =1,, (LSM) )۴۵-۵(‏ 
ضرب «طبیعی» فرمهای متناوب باشد. ولی» آیا این‌طور است؟ 
پبایید مثال خحاصی را در نظر بگیریم. فر ض کنیم مدل cK"‏ و f‏ 
توابع مختصی استانده روی 20۳ باشند. اگر زین آنگاه 
(ر 6۵ ۲۷ ع رز ۰ 1 
تابع (دترمینان) 
Of;‏ [ -ر [(ع, [ ع ررط 
است که با (۳۹-۵) تعریف می‌شود. حال فرض کنیم ۸ نمایه‌ای متفاوت با ¡ و ز باشد.در 
این صودت 
f OO „J‏ ر [(6, [)]7۷ << ۰ Dı‏ 
OS «0)‏ زور 7۷ OS OS‏ 7۲۷ = 
اثبات م بعد از معا دل (۳۶-۵) نشان می‌دهد که به‌ازای هرفر مر خطی مانند 1 وهر جا یگشت 
0 اد er}‏ ۰۰۰۰ ۱“ 
o 7,)(۰‏ 980 < (,),7 
از اين‌دد؛ (, 9 [(و6), )۲۳۷ = . ررر. با محاسبه‌ای مشا به 
۰( ار Dg < rf OS‏ 1۰ 
بنا براين داد یم 
۰( ۰ رل) ‘Saf‏ (ر (fic‏ 
تمام این مطا لب بسار نو ید دهنده به نظر می ر سند. اما گیری هم وحود وارو. بسا وجود 
محاسبه‌ای که هما کنون بها نجام رساندیم به اصطلا ح ضرب داده شده در( ۴۵-۵) شر کیت 
پذیر نیست. درواقع» اگر / نمایه‌ای متفاوت بان ز و ] باشد» آنگاه می‌توان با 


1, Grassman 


حلقة گر اسمان ۲۲۷ 


محاسبه‌ای شان داد که 
OOO)‏ )م۴7 = D,‏ ۰ رر(] 
و یز 
9L OL OS 1:‏ گ) ۶۳ < رگ ۰ ( ۰ روظ) 
پس عموماً 
(fee SN Sr SD‘ Self,‏ (ر ۰ ,) 
و می‌بینیم که اولین تلاش ما برای یافتن ضرب به‌عملی شر کت‌ناپذیر منجرشد. 
اگرخواننده برای نشان‌دادن شرکت‌ناپذیری» ارائةاثبات مستقیم دومعادله راامری 
سہتاً ملال آور یا بد نباید متعجب شود. خحصلت موضوع این است» و اینکه وجود دستوری 
عمومی کار دا به‌طو د قا بل ملاحظه‌ای ساده می کند هم نمو له است. 
فرض کنیم ر[فرمی مخطی و فرمی وخطی روی مدول 7 باشد. در ایسن صورت 
(sgn 0)(sgn (L.M)‏ )+۲ < ((/7,1(6()۲,۸))ر +7 
O,7‏ 
(sgn 0)(sgn r)r,,,(L.®$M,)‏ ,2 = 


که‌در آن ن برروی گروه متقارن ,ی متشکل‌ازهمهٌجایگشتهای (م ,۰۰۰ ,۰)۱ و ۲ برروی 
,رگ تغییر می کند. هر جفت 0 و » عنصر (7 ,6) اذ ورک را به‌دست می دهد کسه ۲ عنصر 
اول یہ ,۰۰۰ ,۱) را طبق 0 و ی عنص ر آخ ر آن دا طبق ۲ جای می گر داند. دوشن 
است که 


sgn (0, ۲( < (sgn 0( (sgn 7) 


(LIM), r) ج‎ LoS M,: 
بنا براین‎ 


T,,l(T,L)®(7,M)] > 22 Sgn (o, T)Trrsl(LEOM رمرم(‎ 


وس 

اما قبلا مشاهده کر ده‌ایم که 

۰( 24 )وب ,7 = )+ sgn (o, T)7,,.[(L9M)«e,‏ 
از این‌رف نتیجه می گیریم که 
(LRM): (۴۶-۵)‏ ,۲۱۵۱7 = [( ,)66۵ (م۲,1) ]+7 
ايى فرمول محاسبات جندی را ساده می کند. مشلا“ فرض کنیم يك سیر مانند 
ir)‏ و۰۰ TSG‏ ويك کسبر ما نند (ء J =) ery‏ در دست با شد. برای‌ساد گی 
کار» همچنین فرض کنیم 


۲۲۸ دترمینان 


وک i< SESS‏ 
در این صورت توابع دترمینان و | بسته 
D, =7,(E,)‏ 
D,=71.(E,)‏ 
را که در آنها Er‏ و E,‏ توسط (۳۰-۵) تعیین می شو سد حسواهیم داشت. را استفاده از 
(۴۶-۵) بلافاصله می بینیم که ۱ 
[(ر ۵7,6( )7 ]ربب رد . ,در 
۰ (رط(6)ر )رب ۳۱۵۱7 = 
چرن ‘E, 9E; = Ey‏ نتیجه می گیر یم که 
.رن ,۲۱9۱ < ره D,.‏ 
که .D, , DD,‏ گذشته‌ازهمة اینهاء حاصل‌ضرب ,دز و ر( باید رورر باشد. برای 
اصلاح وضع لازم است ضرب جدیدی به‌نام ضرب خارچی (یا ضرب گوه‌ای) فرم خعلی 
متناو ب رز و فرم 6 حطی متناوب ۸۸ دا به‌صورت 


۱ 
LAM = Tr (LOM) (۴۷-۵) 


۰ تعریف کنیم. دد این صورت» برای توابع دترمینان دوی "× دادیم 

۲,۸۵ < Dwr 
وانصاف این است که ب‌ضر ب صحیح فرمهای چندخطی متنادب دست يا فته با شیم.متأسفا نه‎ 
بر ای عمومی تر ین حالت تحت بر دسی فا قل معنی است؛ جرا که ممکن است در‎ )۴۷-۵( 
هیا تی با سررشت نمای صفر باشد» آنگاه‎ K حلقه × قادر به‌نقسيم بر !یا٣ نباشیم. اکر‎ 
بامعنی است و خبلی سرییع می توان شان داد که ضرب گوه‌ای شر کت‌پذیر است.‎ )۴۷-۵( 


قضی ۰۸ فرضی کیم کر هیأنی با سرشت نمای صفرد 7 فضایی بردادی بر ددق ٤‏ 
باشد. در این صورت ضرب خادجی عملی شرکت‌پذپسر ردق فرعها ی چند خطی ماو 
دوي 17 است. به‌بیان دیگر؛ اگرر: ۰11 د ۷ فرمهای چند خطی متناوبی «دي ۰17 بترئیب 
از درجات مه وه وم باشندها نگاه 


(LAMAN =LA(M AN): 


اثبات. ار )۴۷-۵( تمده می شود کس4 بسه‌ادای ھر دو اسکا لر دلخواه cd sc‏ 
۸ << ( ۸ ,7)1. از این‌رو 


حلت گراسمان ۲۲۹ 


AM) ۷‏ )2۱۶۱ << [ ۸۷ ( ۸۱2 ]۳۱۵۱/۱ 
و چون ۱۷/< ( 7,2۷ دادیم 


(۲0۵92/(/۱۲,۸۷),+,۲ << [ ۸۱۵۷ ۱/۱ -۱])1 7۱5۱۶ 
(LOM), (N):‏ م7 ]بمب E‏ = 
اکنون اذ (۴۶-۵) مشهود است که 
۰( 602۷ )یب ,27 [ ۸۸۷ ( ۱2 ,1) ]۳۱5۱۶۱ 
با محاسبه‌ای مشا به 
(16692 یب 7 AN)]‏ ۱۵۸ ۱/۱]77وام 
و O XLAM)AN ۸ N) «jlli‏ 


اکنون به‌حالت عمومی که درآن تنها فرض می‌شود × يك حلقۂ جابجایی با عنصر 
همانی است» بازمی گردیم. مسا له اول ما ایسن است که (۴۷-۵( را پا تعر یفی هم‌ارر که 
در حالت عمومی هم کار کند» عوض کنیم. ار و ۸ فرمهای چندخطی متناو بی» بتر تیب 
از درجات م و ی » باشند می‌صواهیم فرم چند خطی متناوب متعادف 2,۸۲۸ از درج 
rs‏ را که 

(5!) ۱۵۸ ( =7, , (LOOM) 

بسازیم. ۱ 
اکنون به‌یاد آودی چگونگی تعریف (1/026), ب,7 می‌پردازيم. به‌هر جایگشت 6 
از ( وم ,۰۰۰ ,۱) تأبع چند حطی 
(۴۸-۵) و (/0()69وو) 
را که در آن ۱ 


(LOM) ۲ QA’ (مب,ه‎ = (LOM (۵ g1: و 0 و‎ (r+)) 

مر بوط می ساردم و ترابع )۴۸-۵( را به‌از ای همه جایگشتهای O‏ جح می کنیم. (r+s)!‏ 
جا یگشت و جسود دار د؛ ام بەعلت متناوب بودن ر و M‏ بسیاری از توابع (۵ (¥A-‏ 
مساوی‌اند. در واقع حدا کثر 

(rts)! 


r!s! 





تابع متمایز (۴۸-۵) وجود دارد. بینیم چرا. فرض کنیم و ,8 مجموعصة جایگشتهای 
( ۳ ,4۱,۰۰۰ یعنی گروه متقارن از درجسۀ وم باشد. نظیر اثبات (۴۶-۵) ذیر- 


۰۵۰ دترمینان 


مجموعۀ 6 متشکل از جایکشتهای 6 دا که مجموعه‌های ,4۱,۰۰۰ و 
rs}‏ و ۱سل-) را در داحل خحودشان جای می کسردانند» حا می کنیم. به‌ بیان 
دیگر» 6 در 6 است» هر گاه ب4ازای هر [ بين ۱ و مس داشته باشیم سک Oi‏ > 5 (ازوماً 
نتیجه می‌شود که به‌ازای هر از بین ۲1۱و دس و >٣‏ زه > ۱-.) حال 6 ذیر- 
گروهی از , ,8 است» پس ار 6 و ۲ در G‏ باشند آنگاه 0۳7۱ نیز در 6 است. آشکاد 
است که ۱:6وام عضو دارد. 
حال بکاشت 
۲۸ ورگ 
تعر یف شده توسط 


۷)0( = (sgn 0()۵۵2/( و‎ 

در دست است. چون ر7 و ۸۷ متناوب هستند» به‌ازای هر + در 6 

4۰ = )¥( 
بنا براین» چون هر فرم وم خطی ۷ دوی ۷ ,۷ +( ۷ 

به‌ازای هر ۷ دد € و 7 دد ,ری دادیم (۱)۲< (۰۷۲)۳۷ 
این مطلب شان می‌دهد که بکاشت لا دوی هر هم-مجموعه (جپ) ۲6 از زیر گروه G‏ 
ثا بت است. اگر ,۲ و ۲۷ دد ,ی باشنده بسرحسب اینکه ۳۱ در 6 باشد یا نباشد 
هم-مجموعه‌های ۲,6 د 7,06 يا مساوی‌اند یا مجزا. هرهم-مجموعه‌شامل !و( عنصر است؛ 
از ايندو ۰ 
(4-s)!‏ 
r!s!‏ 

هم۔مجمو عة متمایز و جود دار د. اگ Sr+s/G‏ دستۀ هم ۔مجمو عه‌ها را شان دهد آنگاه ل 
تا بعی ړوی Sr+s/ G‏ تعر یف می کند؛ بدین معنی که بنا بر آ نچه نشان داده‌ایې تا بعی جون 
۷" روی‌آن مجمو عه و جود دار و که به‌از ای هر ۲ در Ss‏ 

۱ Y(T)= (TG): 
۱ اگر 77 هم.مجموعة جبی از 6 باشد» آنگاه به‌از ای هر ۲ در ]۰ )7( = ( 7 )بل‎ 
اکنون ضرب خارجی فرمهای چندخطی متناوب 7 و ۸۲ از درجه‌های م و و را با‎ 
قر ار دادن‎ 
LAM = (A) (۴4-۵) 


که در آن H‏ دودی وب رگ تخیبر می کند» تصر یف مسی کنیم. روش دیکر بیان تعر یف 
1|[ چنین است. فرض کنیم و مجموعةً دلخواهی ازجایگشتهای (وسلم ,»۱,۰۰ 


حلقهٌ گر اسمان ۲۳۱ 


باشد که از هر هم‌مجموعةً چپ € دقیقاً يك عنصر دا شامل است. دراین صورت 
LAM = 2 (sgno)(LOM). )۵۰-۵(‏ 
که در آن 6 بر روی ؟ تغییر می کند. واضح است که 

۳۱۵۱۲/۸۱۸ 7, (LSM) 


و از این روء تعریف جدید وقتی 6 هیا تی با سرشت نمای صفر باشد با (۴۷-۵) هم ارز 


است. 


قضباً 4 فرش کل حلفه‌اق جسابجایی پا عنصر همانی و 7 مدولی ددق ٤‏ 
باشد. دد این صودت خرب خااجی عملی شرکت پدیر ددی فرمهای چند خطی منداوب 
دوی / است. به پیان دیگر۔ اگرل ۰۸1 2۷ فرمهای چند عطی مننادبی دوق ۰17 بترئیب 
از درجات وہ و ع باشند؛ ۲ نگاه 

(LAM)AN =LA(M AN): 

اثبات. گرچه اثبات قضیۂ ۸ دراینجا به‌کاد نمی آیدء اما در چگونگی اثبات‌حالت 
عمومی الهام بخش است. فرض‌کنیم (1 ,5 ,)6 زیر گسروهی اذ ,ری ری متشکل اذ 
جایگشتها یی با شد که محموعه‌های 

یاه وال وم ریسا ره مور {N,v},‏ 
را داحل حودشان جای می گر دا نند. دراین‌صورت به‌از ای‌همه های واقح درهم_مجموعةً 
چپ مفر وضی اد( ,8 ,6)۳ توابع چند خطی ر ( 692۷ 192)(ع) مساوی‌اند. از 
متناظر ی (sg0)(L($)M ©9 N)‏ می گیریم. آ نگاه27 مستقل از نحو انتخاب نمایشگرهای 
ل است و ۱ 

۰( 607۷ 24ج )یب وب < ۲۱۱/۱ ۱ 
نشان خواهیم داد که ۸۷ ( M1‏ ۸ ) د ( ۲/۸/۱۸ هر دوبا ع متساوی هستند. 
فرض کنیم )1 G(r+s,‏ زیر گروهی از وزج و با شد که مجموعه‌های 


errs}, ره الیل‎ rst} 


را در دانعل عودشان جای می کسرداند . فرضص کنیم 7 مجم‌وعه‌ای از جایکشتهای 
(,او م۰۰ ۱,۰) باشد که شامل دقیقاً يك عنصر ازهر هم-عجموعةً چپ (0)۳1-5,۸ 
است. بنا بر (۵0-۵) 


(LAM)AN = Z(sgnT[(LAM)ON], 


۲ دترمینان 


که در آن مجموغ بر روی همۀ جایگشتهای ۲ در 7 سوشته می‌شود. حال فر ض کنیم 
G(r, 6(‏ زیر کروھی ار وگ بأ شد کد مجمو عه‌های 

۱,۰۰۰, ره رم و(‎ FFs} 
را در داعل خودشان جای می گسرداسد. گیر یسم ی مجموعسهةٌ دلخواهی از جایگشتهای‎ 
(وم ,۰ ۱,۰۰) باشد که شامل دقیفاً يك عنصر از هر هم-مجموعهٌ چپ (ی ,6)۳ است.‎ 
از (۵۰-۵) و آنچه در بالا نشان دادیم نتیجه می‌شو دکه‎ 


(LAM)AN = >, (sgn 0)(sgn r)[(L9M) 6۷1+ 


که در آن مجموع به‌ازای همه جفتهای ۲ , 0 در 7 < 6 محاسبه می‌شود. گر توافق 
کنیم که هر 6 دد ړېک دا با عنصری اد ,بربری» که دوی (وبم ,۰۰۰ ,۱ با 0 
توافق داشته و روی }یلم ,۰۰۰ را لولم) بسرابر عنصر همانی باشد یکی 
J,‏ & (2۷ 1692469 ] (0۴)طوو 2 = ۸۸۷ ( ۸۸ ) 
#« 0 


اما 


] )1602 697 ( ,[, = )924 692۷ ( ۰ 


بنا بر این 
sgn(To)(LOMON), ۰‏ زر = (LAM)AN‏ 


حال فر ض کنیم به‌از ای ,0 دد 6 ,۲ در 7 و ۷ دد (۸ ری ,6۳ داشته باشیم 

۰ 2 ,7۱0 
دداین صورت 0۷07 = ,۲۳۱ چون 6۷0۳۱ دد (1 ,و60۳ است نتیجه می‌شود 
که ,۲ و۲ در یك هم-مجموعةً چپ ( ,و ,)0 قر ار دارند. بنابسرایسن ۲ < ,۲ و 
.٥ = ۷‏ اما این مطلب ایجاب‌می کند که ,0 و پټ (به‌عنوان عناصری اد ,بر6) ددیکی 
ار هم-مجموعه‌های (6 G(r,‏ وافع شو ند؛ ار این‌رو 0 = , ۰0 پس» حاصل ضر بهای ۲6 
که با 


(rts)! (rs)! 


سس 


2 ۱(-1٩م)‏ 
جفت (6 ,) دد 6 < 7 متناظر ند» همگی متمایز هستند و در هم-مجموعه‌های متمایزی‌از 
(1 ,5 ,6)۳ قراد می گیر ند. چون دقیقاً ۱ 
(rts +r)!‏ 


rist! 


حلقه گراسمان ۲۳۳ 


هم_مجمو عةچپ G(r, S,1(‏ ددیبوبرگ وجوددارد» نتیجه‌می شو د که = (LAMAN‏ 
با استدلال مشابهی» همچنین £ -- (۸۷ ۸۸۶ ۰2 ۲7 


مثال ۰۱۳ ضرب خارجی با فرمو لهای معین مر بوط به‌محاسبهةٌ دترمینان مشهور به 
سطهای لا پلاس»ار تباط نز ديك دادد. گیریم × حلقه‌ای جا بجا یی با عنصر همانی و 7۱ علد 
صحیح مثبتی باشد. فرض کنیم >> ۱ و رآ فرم « حطی متناوب دوی ۳ تعر یف شده 


تو سط 
di,‏ ا ۸4۱ 
۱ : 86۱1 له ,20,۰۰۰ 
e Arr‏ 4۱ 


پاشد. اگر م۸ دی و 141 فرم کی حطی متناوب 


AD ° Ain 
۸ )0:۰۰۰, a,)= det ٤ : 


4+ ( a. Aan 
تابع دترمینان ”× است. این امر نتیجه‌ای فودی از این حکم‎ LAM =D باشد» آنگاه‎ 
است که ۸۱ ے فرم :7 نحطی متناو بی است و (چنانکه می توان دید)‎ 
۱ )1 ۱2/6۱۰۱۰۰۰۰ 6,( 2 ۰ 

حال ا گر 7,۸ دا به‌طرز صحیح توصیف کنیم» یکی از بسطهای لاپلاس برای دترمینان 
هر ماتریس ۸ ×۸ بر دوی × دا به‌دست می آودیم. 

در گروه‌جایگشتی ۾ک» فرض کنیم 6 زیر گروهی باشد که مجموعه‌های(م ,4۱,۰۰۰ 
و n}‏ و۰۰ {rt1,°‏ را دد داخحل خودشان جای بکرداند. هر هم-مجمو عه چپ € شامل 
دقبقايك جا یگشت 0 است که ۰۰0۳ ۰ >0۲< 0۱ 3 ۰۰۵ ۱(>۰--س)0.علامت 
این جایگشت توسط 


)+۱۰۰۰( ) = وووو و 
مشخص می‌شود۱. ضرب گوه‌ای 1۸ ۸ 1 با 
.١‏ فرمولی که در متن اصل ی آمده چنین است: 

sgno = (— ۷۳ 


که صحیح نیست, ذیر گرم عددی فردبین او وء و ع جایگشت هما نی باشد, برای هم-مجمو عة 


متسه 





۴ دترمینان 


)1 (۰ رت‎ :0,( 2, (SNgO)L( gı» ان‎ or) 4 (“or ا‎ eR 
معین می‌شود که در آن مجمو ع بردوی دسته‌ای از م‌هاء از هرهم-مجموعةً 0 یکی» محاسبه‎ 
می‌شود. بنا براین‎ 
)1: ۱26 ()۵:۰۰۰ ۰:۵ = 2 ساره‎ ۰ (1) ۰ ۰۰,۵, ( 
وک ل‎ 


١ 


و درآن 
FEY‏ | ره 
k= 0) (۰‏ 
به بیان دیگر 
r 8 4 ۱‏ 4 و 4١ e Aj‏ 
۱ ۰ اک 2 deta=‏ 
j >‏ 
4 ¢ و ۰ iy, Ary r+‏ و ۰ 5 Ai,‏ 


این يك بسط لاپلاس است. بسطهای دیکسر دا می‌تسوان با عوض کردن مجموعدهای 
(م ...را و (ر,. ۱,۰۰( با دو مجموعة مکمل متفاوتی از نمایه‌ها به دست 


آورد. 

چس 

eG = 0‏ ننها جایگشتی که هی تو اند دارای خاصیت هذ کور داشد. جایگشت هما نی € است. 
اما مطا بق اين فرمول ي 


: 
sgne = )-۱( = —1. 


فر مول صحیح باید 
r(r +4)‏ 
)3006 
باشد, که به‌طریق زیر اثیات می‌شود. برای چنین ټیی تعداد (۱-- 6۱) تعویض لازم است 
که 6۱ عنصر ابعدای جایگشت باشد. و نیز ۲ س 0۲ تعویض لازم است که 6۲ عدصر دوم 
جایگشت باشد. و به همین منوال ۶ 0۲ تعویض لازم است که ی عنصر مم جایکشت باشد. 
هس اذاین تعویضها )۱ )۰0 ۰ 00۰ بدون تغییی و ہا تر تیب درست درجای خودقر ار 
می گیرد. بدین‌سان 
۲۰۰ ۱(۲-) ۰۳۲۰ (۱-) عد 6جوو 
r+‏ 
ا 


ا ا 


دد تر‌جمه صورت صحیح این فر‌مول. و فین صورت دصحیح شده نتا بچ ھی دوط به آنآ مده اش 


حلتةٌ گراسمان ۲۳۵ 


اگر 7 یك >مدول باشده می تو انیم مدولهای‌فرمی گونا گون (۸۳)۲/ دا پهلوی 
هم قر ار دهیم و با استفاده ازضرب خاردجی حلقه‌ای تعر یف کنیم. برای ساد گی؛ این‌کاد 
را تنها برای حسالت -مدول آزادی از رتبة ۸ انجام می‌دهيم. در این صورت» به‌ازای 
محم مدو لهای A)‏ بدیهی هستند. حال ۱ 

AWM) = AWB ۸۲۸۳۲۵۰۰۰۵ ۸۳۸۲(‏ 
را تعریف می کنیم. اين يك مجموع مستفیم خحارجی است - مفهومی که قبلا از آن صحبت 
نشده‌است. عناصر (۸)۲ عبار تند از ۱+ تاییهای (یبظ ,1,,۰۰۰) با ,£ دد(۸7)7. 
جمع» و ضرب در ۰16 به‌همان صورت که برای ۱ہ تاییها انتظار می‌دود؛ تمر یف 
می شو ند.ضمناً ۱١/۸ )7( = K۸‏ گر (۸۳)26/ دابا إ n+‏ تايیهای( ۰ , (0,٠ ‘*O0,L,0,<*۰°*‏ 
که درآن £ اذ )K(‏ ۸ استء یکی بگیریم» آنگاه ()۳/ زیر مدولی اذ ( ۸)7 
می باشد و تجزیه به‌مجمو ع مستقیم 
AW= AN (7)08۰۰۰ © A)‏ 
به مفهو م معمو لی آن» بر قرار است. چون cA (PV)‏ _مدول آزادی از ر تبة (” )است» 
می بینیم که (7) ۸ نیز يك مدول آذاد است و 
(7) < = دت( (۸)7) 
ف اس 
ضرب خارجی يك عمل ضرب دد (7)| تعریف می کند: از ضرب خارجی دوی فرمها 
استفاده می کنیم و آن را به‌طور حطی بے (۸۱)۳۲/ سرایت می دهم . . اسن عمل» سبت به 
عمل جمع رودی (۸۱)۲/ پخش‌پذیر است و به AW)‏ ساختاد حلقه می بخشد. این حلقه. 
حلقة گراسمان روی * 7 است. این حلقه جا بجا یی پیست؛ مثلا؟ اگر ,زر و ۸ بتر تیب در 
۳ و ۸ باشندء آنگاه 
MAL.‏ ۳( - ) < ,7 


با این وجود. حلقَةٌ گراسمان در چندین شاه ریاضیات حائز اهمیت است. 


1 


فر مهای متعارف مقدماتی 





۶ مقدمه 


قلا“ اشاده کر ده‌ایم که هدف اصلی ما مطا لعةٌ تبدیلهای حطی روی فضاهای برداری با بعد 
متناهی است. تا اینجاء مثالهای حاص بسیادی از تبدیلهای خطی دیدیم و قضایا یی چند 
در بار تبدیل خطی کلی اثبات کردیم. درحالت فضاهای با بعد متناهی» از پایه‌های مر تب 
برای نمایش ماتریسی این گونه تبدیلها استفاده کردیم و این نمایش مسلماً به بینش ما در 
مورد رفتار آنها افزود. فضای بردادی (# ,1)7 متشکل از تبدیلهای حطی ازيك فضادر 
فضایی دیگر و نیز جبرخطی (7 , 7) منشکل از تبدیلهای حطی ازیك فضا درخودش را 
مورد بردسی قراردادیم. 

در دوفصل آتی» به بر رسی عملگرهای خطی مشغول می شو یم . بر نامه ما این است 
که تنها يك عملگرخطی 7 روی فضای بردادی با بمدمتناهی 7۲ را بر گزينيم و «آن را 
تفكيك کنیم (î‏ بفهمیم ور درون آن جه می گذد د.» دداین مر حلةٌ او لیف ساده‌تر ین راه آن 
است که هدف خود را به‌زبان ماتریسی بیان کنیم: برای عملگر خطی داده شدة 7 پاية 
مر تبی برای ۲ بیابید که نسبت به‌آن» ماتریس 7 شکل سادۂ منتخی را به‌خرد بگیرد. 

دداینجا تصویری از آنچه که در ذهن دادیم آورده شده است. شاید از نظرانجام 
کار ساده‌ترین ما تر یسهاء بعد از مضر بهای اسکالری ما تریس همانی» ماتر یسهای قطری 


۸ فرمهای متعارف مقدما تی 


° 0 0 ۰ ۰ ۵ 
0 C« 0 ۰ + ۰ ۵ 
E 0 Cu 0 
D= ۳ )۱-۶( 
۰ ۰ ۰ ‌ 
0 0 o0 اه اف‎ 


باشند. فر ض کنیم 7 عملگری خحطی روی يك فضای ,ربعدی 7 باشد. اگر می تو انستیم پا ی 
مرتبی چون ر ,۰۰۰ 46۰ = برای 7 بياپیم که در آن 7 توسط ماتریس فطری ‏ 
در (ع۱-۶) نمایش داده شود مسلماً اطلاعات قا بل‌ملاحظه‌ای ور باده 7 کسب می کر دیم. 
بەعنوان ê‏ برنعی اذاعداد سادة وابسته به 7 مثل رتبة 7 یادترمینان 7 ر امی توا نستیم 


با اندله کوش ششی فراتر از يك نگاه به‌ما تر یس 1 تعیین کنیم. همچنین می تو انستیم به‌طور 
آشکار برد وفضای پوچ 7 دا ترصیف کنیم. چون ط = [۲] اگر و تنها ۳ 
Ta, 3 CO e ++, 1 : )۲-۶(‏ 


برد برابر زیرفضای بدید آمده تو سط هی است که به‌ازای آنها هس 6 وفضای‌پو چ 
زیر فضای پدیدآمده توسط بقيةٌ په‌ها است. درواقع به نظر منصفا نه می آ ید که بگو ییم» اگر 
پایه‌ای جون 8 و ماتریسی قطر ی حون D‏ را می‌شنا ختیم که ( == ې [ 7]»می‌توانستیم به‌هر 
سوال احتمالی در مورد 7 باسانی پاسخ دهیم. 

۲ پا هر عملگر حطی 7 می تو اند توسط ما تریسی قطر ی دربایه‌ای مر نب» نما یش ‌داده 
شود؟ | کرچنین يست » برای کدام عملکر های 7جنین بایه‌ای وجرد وارو؟ در صودت و جود 
چگو نه می تو انیم جنین پایه‌ای را بیا بر ۳ گر جنین پایه‌ای وجود ند اشته باشدء ساده‌تر ین 
نو ع ما تریسی که تو نط آن می تو انیم ر ۱ نمایش دهیم کدام است؟ ا ينها بر ی ار 
سوّالاتی هستند که دراین فصل (وفصل بعدی) به آنها حو اهیم پرداخت. همچنان که‌از بر خی 
از مشکلات ۲ گاهی می‌يا بیم» شکل سوالات ما نیز پیچیده‌تر و ظریفتر خواهد شد.. 


۶ مقاد بر سر شت نما 


تذ کرات مقدماتی بخش قبل» نقطة 4 شروعی بر ای تلاش جهت: تجز یه و تحلیل عملگر حطی 
عمومی 7 به‌دست می‌دهد. ما مطلب کلیدی خود را از (۲-۶) می گیریم که پیشنهادمی کند 
بروارهایی را مورد مطالعه قراد دهیم که توسط 7 جدمضر بهای اسکا لری خودشان فرستاده 
ی ۱ 


تعریف. فرش کنیم 7 فضاپی بردادی برردی هبات ۸ و 7 عملگری خی ردق ۲ 
باشد. یك مقدار سرشت‌نمای 7 اسکالری چون ء در ۸ است که برای آن برداد غیرصفوی 
چون ۵ در 7 با خاصیت 60 < 70 وجود داشنه باشد. اگر ء یك مقداد سرشت نمای 7 


مقا د بر سر شت اما ۳۳۵ 


باشده آنگاه 


(الف) هر ۵ با خساصیت 0 = 70 لك بردار سرشت نمای 7 1 بسنه به‌عشدار 
سرش نماق Cc‏ ذ عیده هی شود. ۱ 
(ب) دسنهٌ هه 4 هاکه Ta = ca‏ فضای سر شت نماي واېجسله به ع ناهیده هی شود. 


مقا دیر سر شت ما درمواردی ر شه‌های سر شت نما ر یشه‌های راکد مقأدیر ویژه» 
مقادیرسره» یا مقادیر طیفی هم‌نامیده می‌شوند. دراین کتاب تنها از نام «مقادیر سرشت‌نما» 
استفاده خواهیم کرد. 

اگر 7 عملگری خطی وم اسکالری دلخواه باشد» مجموعة بردارهای » به‌طودی 
که 0 = »۰7 زیرفضایی از 7 است. این زریرفضاء فضای پوچ تبدیل خطی (07- 7) 
است. ع دا يك مقدار سرشت‌نمای 7 می‌نامیم» هر گاه این زیرفضاء زیرفضای صفر نباشد؛ 
یعنی» هر گاه (1ء - 7) يك به‌يك نباشد. درصو ر تی که فضای زمینةٌ 7 با بعد متناهی با شد 
(1- - 7) دقیقاً زمانی يك به‌يك نیست که دترمینان آن ه باشد. حال مطالب فوق را 


قضیة 1. ذرض کن 7 عملگری خطی ردق فضای با بعد متناهی ۲ د اسکالسو 
دلخواهی باشد. ۱ح6ام ذیر همارژ ند. 

(۱) 6 ك مقدار سرشت نمای 7 است. 

(۲) عملگر (7-07) منفرد (معکوس ناپذیر) است. 

.det (7 —c[)= ۰ )۳( 


معیار دترمینانی (۳) بسیار مهم است» زیرا به ما می گوید که کجا مقا ویر سرشت نمای 
T‏ را جستجو کنیم. جون det (7T —c1)‏ سېت به‌متخیر ٥‏ يك چندجمله‌ای در جه 7 است؛ 
مقادیر سر شت‌نما دا به‌صودت دیشه‌های این جندجمله‌ای به‌دست ۳2 . !اجازه بد هید 
این مطلب را با دقت بیان کنیم. 

اگر 8 پاية مرتبی برای 7 باشد و ی [7] =4 آنگاه (67-- 7) معکوس‌پذیرراست 
اگرو تنها اگرما تریس (۰7--4۸) معکوس پذ یر با شد. در نتیجه» تعر یف ریرمصداق دادد. 


تعر بف. اگر 4 مافریسی 72 بر(اگ هيات ۸ باشد. بك مقدار سرشت نمای 4 
در ۰7 اسکالری چون ی از ۸ است که ماتریس (67--۸4) منفرد (معکوس ناپدیر) باشد. 


چون ه یك مقدار سرشت‌نمای ۸4 است ا گرو تنها اگر ه < lı 1 )4-c[(‏ 
به‌طود هم‌ارز؛ اگروتتها اگر ه = (4 - 67) 061 پس ماتریس (4 - 7ون) با در ایه‌های 
چندجمله‌ای را تشکیل می‌دهیم و چندجمله‌ای (4 -- آه) ول ع< ‏ را درنظر می گیریم. 
بوضو ح مقادیرسرشت‌نمای ۸4 در" دقیقاً اسکا لرهایی چون م در هستند که =o‏ (c(گf.‏ 


۰ فره‌های متعارف مقدما تی 


بدین‌دلیل» ۶ چندجمله‌ای سرشت نمای ۸ نامیده می‌شود. تو جه بها ین نکته مهم است که [ 
جندجمله‌ای تکینی است که دققاً از در جه 7 است. این مطلب بساد گی از فرمول‌دترمینان 
ما تر یس ہر سب ددایه‌ها یش قا بل مشا هده است. 
لم. عاقوپسهای هتشا به چند جملهای سرشت نمای مسادق دار ند. 
الیات. اگر ۱4۲ ٥‏ = ور آنگاه 
det (zI—B) = det (xI—P AP)‏ 
det (P ۱۵7 — 4)P)‏ = 
det P7 '.det (zI— A) det P‏ = 
det (rI— 4۸A). O‏ = 
اين لم مارا قادر می‌سازد کهآ گاهانه چندجمله‌ای سرشت نمای‌عملگر 7 رابه-نوان 
چندجمله‌ای سرشت‌نمای هرما تریس ۸ ×۸ دلخواهی که 7 را درپایة مر تبی از ۷نمایش 
دهد تعر یف کنیم. عيناً همچون درو رد ماتریسها مقادیرسرشت‌نمای 7 ریشه‌های جند 
مد ار سرشت‌نمای متمایز داشته باشد. توجه بهاین کته مهم است که ممکن است 7 
هیچ مقدار سرشت‌نما نداشته باشد. 
مثال ۱. فرض کنیم 7 عملگری خحطی روی ۲ باشد که در پایهٌ مر تب استانده با 
ماتر یس 
| ك o‏ 


4= 


۱ 0 


نمایش داده می‌شود. جند جمله‌ای سرشت نمای 7 (یا (A4‏ عبارن است از 


.ل ی س =)4 det (aI—‏ 








#7 | مه 


چون این چندجمله‌ای دارای ريشةٌ حفیقی نیست» 7 هیچ مقدار سرشت‌نما ندادد. اگر ل 
عملگر ی تحطی روی ۲ باشد که درپایةمر تب استا نده توسط ۸4 نما یش داده‌می‌شو و» آنگاه U‏ 
دارای دومقدار سرشت‌نمای ز و و است. دراینجا نکته‌ای ظریف دیده می‌شود. در بحث 
مر بوط بهمقادیرسرشت‌نمای ماتر یس مفروض 4 باید مواظب باشیم که هیأت موردنظر را 
تصریح کنیم. دراین مثال ما تر یس4 دار ای هیچ مقداد سرشت‌نما در نیست. امادومقدار 
سرشت‌نمای ‏ و وس ور € دارو. 


مقا ه یرسرشت نما ۱ ۲۴ 


مثال ۰۲ گیریم 4 ماتریس ۳ × ۳ (حقیقی) 


۳ ۱ مس‎ ٩ 
۲۰ تس‎ 
۲ ۲ 0 


باشد. دراین‌صورت چندجمله‌ای سرشت‌نمای 4 عبارت است از 


۱ اتب ۳ ۶و 
۰( -2)( ۱ -¬2) = ۴ زو ۵e‏ - کون عد | ۱ س ۲ 
u‏ ۲ ید ۲ج 


از این‌ری مقادیر سرشت‌نمای 4 عبارتند از ۱ و ۰۲ 
فرض کنیم 7 عملگری خحطی روی ۸۳ باشد که در پایةٌ استانده توسط 4 نمایش‌داده 
می‌شود. بردادهای سرشت‌نمای 7 و ابسته به‌مقادیر سررشت‌نمای ۱ و ۲ را می یا بیم .دادیم 


ات آ ۳ 
اج ر ۲ | <- ]-- ۸ 
ج ل ۲ 


با يك‌نظر دوشن اس ت که 4-1 دارای رتبة ۲ است (و لذا پوچی 7 -- 7برابر ۱است). 
از اين‌ری فضای بردادهای سرشت‌نمای وابسته به مقدار سرشت‌نمای ۱ يك.-بعدی است. 
برداد (۲ ,۰ ,۱)< ۵ فضای پوچ 7-7 را پدید می آورد. پس» » = ,70 اگر و تنها 
اگر ۾ مضربی اسکالری از ,ج باشد. اکنون 


را درنظرمی گیریم. آشکاد است که رتبة 4-۲7 نیز ۲ است؛ بنأبراین فضای بردادهای 
شت‌نمای وابسته به‌مقدار سرشت‌نمای ۲دادای بعد ۱است. بدیهی است که ,۲۵ = 70 
اگروتنها اگر ۵ مضربی اسکالری اذ (۲ ,۱ ,۱) = ۵۷ باشد. 


تعر یف»فرضی کنيم 7 عملگری خطی «دق فضای با بد متناهی ۲7 باشد. گوييم 7 
8 شد نی است؛ هرگا: پایه‌ای برای 7 دجسود داشته باشد که هر برداد آڼ یك دار 
شت نماق 7 باشد. 


۲ فرمهای متعارف مقدما تی 


دلیل این نام گذاری باید روشن باشد؛ زیسرا» | کر پا يه مسرتبی جسون 
B= (QU, °°°, 0‏ برای 7۲ وجود داشته باشد که‌در آن هر ,» يك بردارسرشت‌نمای 
7 باشد» آنگاه ماتریس 7 در پایۂ مر تب 9 قطری است. اگر ٥۵,‏ = 7 دادیم 


۵ Oe 
a 


حتماً لازم بیست که اسکا لرهای 6 6۰۰۰۰ متمایز باشند؛ در واقع» ممکن است همگی 
يك اسکالر باشند (وقتی که 7 مضربی اسکالری از عملگرهمانی است). 

همچنین می توان تعریف کرد که 7قطری شدنی است هر گاه بردارهای سرشت‌نمای 
7 فضای 7۲ را پدید آودند. این تعریف تنها از نظر ظاهر با تعر یف قبلی متفاوت است. 
چرا که می توان بین هرمجموعة پدید آور نده‌ای از بردارهاء پایه‌ای انتخاب کرد. 

درمثا له‌ای ۱ و ۲ عمداً عملگرهایی خطی روی "۸ بر گزیدیم که قطری شدنی 
نباشند. در مثال ۰۱ عملگری خطی روی RY‏ دادیم که قطری شدنی نیست» جرا که مقادیر 
سر شت نما ندارد. درمثال ۰۲ عملگر 7 مقادیر سرشت لما دار و؛ درو اقع» چند‌ جملهای 
سرشت‌نمای 7› به‌طور کامل برروی هیأت اعداد حقیقی تجزیه می‌شو د: 
۲[ -)(۱-و) = گر. با این‌حال» 7 فطری شدنی نیست. بەهريك از دومقدار 
سرشت‌نمای 7 تنها يك فضای يك‌بعدی از بردارهای سرشت‌نما وابسته است. از این‌دف 
ممکن نیست بتوانیم پایه‌ای برای ۲( تشکیل دهیم که متشکل از بردارهای سرشت‌نمای 
7 باشد. 

فرض کنیم عملگرخطی ۲ قطری‌شدنی باشد. بعلاوه فرض کنیم ٥‏ ۰۰۰۰ ره مقادیر 
سر شت نمای مشمایو 7 باشند. در این صودت. پایةٌ مر تبی چون 9 وجود دادد که در آن 7 
توسط ماتریسی قطری با ددایه‌های قطری ره نمایش داده می‌شود و هريك از ,ها به تعداد 
دفعات معینی تکر ار می‌شوند. اگر تعداد دفعات تکر اد ,6 برابر ,۵ باشد» آنگاه (باانتخاب 
تر تیبی درست) ماتریس شکل بلو کی 


و < و ol‏ 
© + + ۰ ب ]6۷ [e‏ 
(۳۶) ۱ ۵ . تفه او ۱۳ 


o O eos رلره‎ 


مقا دیر سرشت نما . ۴۳ ۲ 


وارد که ور آن ,7 ما تریس همانی d;‏ >< 6 است. آازاین ماتر یس دومطلب مشاهده می‌شود. 
اول اینکه» چندجمله‌ای سرشت‌نمای 7 حاصل ضر بی ازسازه‌های خطی (احتمالا" مکرد ) 


است: 
. وه )۰ ۱۰۰(ه جع 


اگر هيات اسکا ثری 7 بستة جبری» مثلا" هیأت اعداد مختلط باشد» هر چند جمله‌ای بر 
روی ۳ دا می‌توان بدین صورت به سازه‌ها تجزیه کرد (ر. لے. بخش ۵.۴)؛ اماء ا گر ۴ 
بست جبری نباشد» وقتی که بگوییم چند جمله‌ای سرشت نمای 7 داد ای چنین تجزیه‌ای به 
سازه‌هاست. دادیم ویژ گی خاصی از آن دا ذ کر می کنیم. دومین مطلبی که اذ (۳-۶) 
مشا هده می‌شو د. این است که ,7 تعداد دفعاتی که ,€ بسه‌عنوان ريشة f‏ تکر اد می‌شو ده 
برابر با بعد فضای‌بردادهای سرشت نمای وابسته به‌مقدار سرشت نمای ,» است. علت آن 
است که پو چی هر ما تریس قظری برابر است با تعداد صفرهایی که دوی قطر اصلی خود 
دارد و ماتریس ڕ[[,٩-‏ 7] هم ر صفر دوی قطر اصلیش دادد. هرچند این دابطةً بین 
يعد فضای سرشت نما و چند گانگی مقدار سرشت‌نما به‌عنوان ریشه‌ای از f‏ در ابتدا 
جا لب به‌نظر نمی آید» اما راه‌ساده‌ای است بر ای تعیین اینکه آیا عملگر مفر وضی قطری‌شد نی 
است یا خحیر. 


لم فرش کئیم ۸= 70. اگر کر چند جملهاق دلخواهی باشد آنگاه 
f (c)a‏ > ,۵( 7) . ۱ 


ابات. تمرین. 


لم٠‏ فرضی کنيم 7 عملگسری خطسی ردی فضای با بد عتناهی 7 باشد. گيريم 
۰۰6 6:۰۰ مقادیر سرشت نمای عتماچز 7 د ,17 فضای برداد ماگ سرشت نمای دا بسته به 
هدار سرشت نمای Cj‏ پاشد. اگر ۰-1-۲۷ ۰۰ لا =W‏ ۱۳۲ آنگاه 

dimW = ...لژ‎ dimW 

دد داق» اگر ,7 پایۂ مرتبی برای ,7 باشد. آنگاه (,8,,۰۰۰,8) B=‏ پایۀ مرتبی 
براق 7 است. ۱ 

البات. فضای ۰۰۰# 7= ۷ زیرفضای پدید آمده‌توسطهمة بردارهای 
سرشت‌نمای 7 است. معمو لا وقتی که مجمو ع ۲[ از زير فضاهای , ۲۲ راتشکیل می‌دهیم» 
بەد لیل روابطی حطی که ممکن است بین بر دارهای فضاهای گونا گون مو جود باشد» 
انتظار دادیم که رز سل ۰ 8 .dimW > di mW (HF‏ این لم بیان می کند که 
فضاهای سرشت‌نمای وابسته به‌مقادیر سرشت‌نمای متقاوت مستقل از یکدیگر ند. 

فر ض کنیم که ( به‌ازای هر 1) بردادی چون ,8 اذ ,17 در دست باشد و نیز فرض 
کنیم ه = ,۰۰۰۳-8 8. نشان می‌دهیم که به‌ازای هر» ۰ = ,8. گیر یم زر چندجمله‌ای 


۴ فرمهای متعارف مقدمالی . 


دلخواهی باشد. چون ٥,8,‏ <,۰7 لم قبل می گوید که 
 )7(۰ =f (TB + ۰۰۰+ (TB,‏ = ه 
f (e (B ۰۰۰)‏ = 

چندجمله‌ایهای , ۰۰۰۰ دا طوری انتخاب می کنیم که 


رد ,۱ 


۱ سر f (e;‏ 
ا 1 (ره) 


دد این صودت 
;288 س o = f(T)‏ 
:8 = 


حال» فرض کنیم ,9 پاية مرتبی برای ,7 و 7 دبا لا (8 ,9,,۰۰۰) = 9 باشد. 
در این صورت ٩‏ زیر فضای ,۰۰۰4-7 7= ۳ را پدید می‌آورد. بعلاوه» به‌دلیل 
زیر 9 يك دنبالة مستقل حطی از بردارهاست. هر رابطةً حطی بین بردادهای 9 شکل 
ه ,1-6 ۰ 7 ۰ 2 را که درآن )0 نز کی حطی از بردارهای ,9 است» خواهد 
داشت. بنا بر آنچه که هم اکنون انجام دادیم.می‌دانیم که به‌ازای‌هر ز» ۰ = ,۰/0 چون‌هر ,9 
مستقل حطی است. مشاهسده می کنیم که تنها را بطة حعطی بین بردارهای ‏ رابطةً عطی 
بدیهی است. 1]) 


قضیلاً ۰۴ فرش کیم 7 عملگری خی ردی فضای با بد متناهی 7 باشد. گیریم. 
6 ۰ 6 هقادهر سرشت نمی هتماهز 7 و ,17 فضای وج (T—c1)‏ باشد . مطالب 
ذیل هم ارزند. 

(۱) 7 فطری شد في است. 

(۲) چندجمله‌ای سرشت نمای 7 عبارت است ۱ 


۳ وو)‎ - c^ 8 * وو)‎ e۴ 

و kidimW,=d,‏ ,۱,۰۰۰ ع< ۶. 

.dimW ۰ ۰۰ + ع #۲صز0‎ dimF (r) 

اثبات. قبلا"دیده‌ايم که (۲) اذ (۱) نتیجه می‌شود. اگرچندجمله‌ای سرشت‌نمای ‏ 
حاصل ضر ب سازه‌م‌ای عطی بساشد جنانکه درد )۲( هسم شسست» آنسگاه 
dim‏ = ,+ ۰۰۰ 4. زیرا مجموع رل‌ها برابر در جۀ چندجمله‌ای سرشت‌نماصت» 
و این در جه همان "زل است. بنابراین (۳) اذ(۲) نتیجه می‌شود. حال فرض کنیم (۳) 
بر قر اد باشد. پا بر تم بایسد داشته با شيم 7[ سل ه ۰ .سل ۲ ۰۷ پس» بسروادهای 


مقاد بر سرشتنما ۲۴۵ 
سرشت‌نمای 7 فضای 7 دا پدید می آودند. [] 


نظیر ماتریسی قضيةٌ ۲ دا می‌توان به‌صودت زیر تنظیم کرد. فرض کنیم ۸ ماتریسی 
ور <ور با در ایه‌های متعلق به‌هیأت ۴ و ,6۰۰۰/6 مقادیر سرشت نمای متمایز ۸ در ۴ 
باشند. به ازای هر » گیریم ,1۳ فضای ما تریسهای ستونی × (با درایه‌های متعلق به 7 
باشد که 
o‏ = 2( 7 -- ر) 
و فرض کنیم ,9 پايةٌ مر تبی برای ,17 باشد. ا گر پایه‌های ,۰۰۰۰8 به‌طور دسته جمعی 
به‌دنبال هم بیاینده دنبا له ستونهای ماتریسی چون ۲ 
۰( ,۰۰۰) عدل ۰ ۰ رب P={Py,‏ 
را تشکیل می‌دهند. ما تریس 4 دوی ۳ متشایه ماتسریسی قطری است اگر و تنها ا گر ٥‏ 
ماتریسی مربعی باشد. وقتی ٥‏ مر بعی باشد» معکوس پذیرهم هست و ۱۸ قطر ی‌است. 


مثال ۳. فرض کنیم 7 عملگری خحطی روی ٩۳‏ باشد که در پایة مر تب استانده با 


ما تریس 
و وت ۵ 
۲ ۴ - | << /م 
۴ وت ۳ 


نمایش داده می‌شود. می‌حسو اهیم با استفاده: از اعمال مختلف سطری و ستونی چگونگی 
محاسبةٌ چندجمله‌ای سرشت‌نما را نشان دهیم. 


o ۶‏ ۵ سب و ۶ ۶ ۵6 و 
س مت 7 ۱ = ز ات ای gg‏ ۱ 
۴ لیم زب ۲ ۳- ۴ رم ۶ ۳ب 
QQ‏ ۵ ۳ 
ات | ۱ | (۲--ون) < 


۶ فرمهای متعارف مقدما تی 


۶ يس 
+٢‏ ۲~ 
(z¬ ۲)) — + ۲(‏ = 
۲-۱۰( ۷ ون) = 


ابعاد فضاهای بردارهای سرشت نمای وابسته به‌این دو ممدار سر شت‌نما جیستند؟ دادیم 


=) - ۲( 


وب و ۴ 


وب و ۳ 
۲ ۲ ۱ - |=[ —4 
وت و ۳ 


می‌دانيم که - ۸ منفرد است و بسوضوح ۲ < دتبة (--۸۸). بنابسر این ۲ رتبة 
(7 -- ۸ ). بدیهی است که ۱ = ر تبه (۲ --۸). 
فر ض کنیم WwW. 4W,‏ فضاهای بردارهای سرشت‌نمای وابسته به‌مقا د یر سر شت نمای 
۱ و۲ باشند. می‌دانيم که ۱ = ٣7,‏ ال و ۲ = %7 1ل. بنا بر قضیۂ ۰۲ 7 قطری‌شدنی 
است. ارائۀ پایه‌ای برای ۳ که درآن 7 توسط ما تریسی قطری نمایش داده شود آسان 
است. فضای پوچ (7- 7) توسط برداد (۳ ,۱-- )٣,‏ = 6 پدیدمی اید ولذا ی ) 
پایه ای‌بر ای , 17 است. فضای پوچ ۲7۲ - 7 (یعنی فضای ‏ ۲7) متشکل است از بردادهای 
(م@ ,بت ب,ت) با شرط م۲۵ )۲۵ = ,م. از این روء به‌عنوان پایه‌ای برای ۲7۲ ملا" 
)° ,۱ ۲۰)< 0 
a= (r, 0,1).‏ 
اگر (+۵ ,به ,,») = 18 نگاه ۾[ 7] عبارت است از ماتریس قطری 


این واقعیت که 7 قطر ی شدنی است» بدین معنی است که‌ما تر یس اولیۀ 4 زيش 
فطر ی ( (بر روی ۸) متشابه است. ماتریس ط که ما را قادر به‌تغییر مختصات از پایۀې 
به پا ية استا ند مي‌سازد (مسلہا) ما تر یسی است که ترانهاده‌های 0 Cy <O‏ را به‌عنو ان 


مقا د یر سرشت نما ۲۴۷ 


بردارهای ستونی خود داد د؛ 


بعلاوه (7ط = 4P‏ بنا بر این 
۰( < و ۳۳۱۸4( 


ثمر ین ۱ 

۱ در هر يك از حالات زیر فرض‌کنیم 7 و ل دو عملگر خطی بتر تیب ړوی ۸ و 0۲ 
باشند که هر دو بترتیب در پایة مر تب استاندهٌ ۲ و پایة مر تب استانده 0۲ توسط ۸4 
نمایش‌داده می‌شوند. چندجمله‌ایهای سرشت‌نمای 7 و []» همچنین مقادیر سرشت‌نمای 
هر عملگر را بیایید» و نیز به‌ازای هر مقداد سرشت‌نما چون ٥‏ پایه‌ای برای فضای 
بردارهای سرشت‌نمای واسته به آن بیاپید. ‏ 


۱ ۱ ۳ ۲ 5 0 ۱ 
ک4 , = ۳۹ = 


0 ° س‎ ٩ ۱ ۱ ۱ 


۳ فضای بردادی «بعدی ۲ بر دوی ۲ داده شده است. چندجمله‌ای سرشت‌نمای عملگر 
همانی روی 7 جیست؟ چندجمله‌ای سر شت‌نمای عملگر صفر چیست؟ 


۳ ما تریس مثلثی شکل 4می > بر دی هیأت ۸ مفروض است. ثا بت کنید که مقا دیر 
سرشت‌نمای 4 درایه‌های قطری 4 یعنی اسکالرهای ,4 می‌باشند. 
۴ فرض کنید 7 عملگر حطی روی ۸۳ باشد که در پاية مر تب استانده با ماتر یس 
۴ ۳ 9 
۴ ۳ نس 
۷ ۸ ۳ 
نمایش داده می‌شود. با ار اه پایه‌ای برای ۳ که هر بردار آن يك بردادسرشت‌نمای 


7 باشد» ابت کنید 7 قطری شدنی است. 


۰۵ فرض کنید 


۴۸ ۲ فرهای متعارف مقدما تی 


لت وت وا 
آیا 4 بر دوی هیأت ‏ با ماتریسی قطری متشابه است؟ آیا 4 بر دوی هیأت ٥‏ با 


۶ ۰ فرض کنید 7 عملگری خطی دوی ۸۴ باشد که در پایة مرتب استانده با ماتریس 


o 0 0 ° 
d ۰ o 0 
° b 0 0 
° 0 € 9 


نمایش داده می‌شود. تحت چه شرایطی روی ۰2 ط» و ء عملگر 7 فطری. شدنی‌است؟ 


۷ دا عملگری خطی روی فضای بردادی ر بعدی 7 بگیرید و فرض کنید ور مقداد 
سرشت‌نمای حشما ود داشته باشد. ابت کنید 7 قطری شد‌نی است. 


۸ ۰ فرض کنید 4 و 8 دو ماتریس <70 بر دوی هیأت ۳ باشند. ثاب ت کنید که اگر 
(48 - ) معکوس پذیر باشد» آنگاه 7-4 نیز معکوس‌پذیر است و 


)1- 8 ۵(7۱ + 8)7 - AB) 4. 


٩‏ ۰ از نتیجۀ تمرین ۸ استفاده و ثابت کنید که اگر 4 و 8 دو ماتریس ۸× بر روی 
هیأت ۸ باشند»آنگاه مقادیر سرشت‌نمای 48 و 8۸ در ٣‏ مسادی هستند. 


۰ فرض کنید 4 ماتریس ۲ ×۲ متقادنی (4 = '4) با درایه‌های حقیقی باشد. ثابت 
کنید 4 بر روی ۸ با ماتریسی قطری متشا به است. 


۱ + اتریس ۲ مختلط × دا که ه N=‏ در نظر بگیرید. ثا بت کنید یا N=o‏ با 
N‏ بر دوی €٤‏ با ماتر یس 


متشابه است. 


چندجمله‌ایهای پوچساز ۲۲۹ 


۳ از نتبجٌ تمرین ۱۱ برای اثبات مطلب زیر استفاده کنید: اگر 4 ماتریسی ۲ × ۲ با 
در ایه‌های مختلط باشد آنگاه 4 بر دوی ٤‏ با ماتریسی از یکی از دو نو ع 


متشابه است. 


قیقی (مقدار) پیوسته دوی خط حقیقی؛ باشد. فرض کنید 7 عملگر حطی روی ۲ 
حفیعی 
تعریف شده توسط 


(۵ | ۵ 


باشد. ثا بت کنید که 7 دادای هیچ مقداد سرشت‌نما نیست. 


۴ ما تریس قطری 4ی ۸ ×" با چندجمله‌ای سرشت‌نمای 
*(به - وو) ۰ ِِ ۳( - وو) 
را که در آن ۰۰:6 ۰ متمایزهستند» درنظر بگیرید. فض‌کنید 7 فضای‌ما تریسهای 
ی < ور با شرط 84 = 48 باشد. ثابت کنید که بعد ۲ برابر 1-0- 4-۰۰۰ 


است. 


۵ فرض کنید 7 فضای ماتریسهای ۸ ×۸ بر دوی ٣‏ وم ماتریس ×۸ ثابتی بر روی 
۴ باشد. فرض کنید 7 عملگر خحطی «ضرب از چپ در 4» دوی 7 باشد. آیا این 
درست است که ۸4 و 7 مقادیر سرشت ES‏ دار ند؟ 


۶ جندجملها بهای بو چساز 


دد تلاش برای تحلیل عملگر خطی 7 یکی از مفیدترین مقولاتی که باید بدانیم» دوة 
چندجمله‌ایهایی است که7 را پو چ می‌سازند. به بیان دفیقتر» فرض کنیم ۲ فضایی بردادی 
برروی هیأت ۴ و 7 عملگری خطی دوی 7 باشد. ا گر م يك چندجمله‌ای بر.دوی رباشد» 
آنگاه (7)م نیز عملگری خطی روی ۲۷ است. اگر 4 چندجمله‌ای دیگری بر روی 7 
باشد آنگاه 

p(T7)+q(7)‏ = (۲)(+م) 


P(T)q(T).‏ = (7)(وم) 


۲۵٥‏ فرمهای متعارف مقدما تی 


از این‌ری دستۀ چندجمله‌ایهای م که 7 دا پوچ می‌سازند» بدین معنی که 
۰ ( 27 
يك اید آل در جبر جندجمله‌ای [۳]2 است. این اید آل ممکن است اید آل صفر باشد» 
بدین معنی که ممکن است 7 توسط هیچ چندجمله‌ای غیر صفری پوچ نشود. اماء اگر بعد 
فضای ۷ متناهی باشد» این آمر نمی‌تواند روی دهد. 
فر ض کنیم 7 عملگری خطی روی فضای م بعدی ۲ باشد. ۲+۱ توان‌اول 7 دا 
مورد نظر قر اد می دهیم : 


TR Poa TE 


این دنبا له از ۲1-۱ عملگر در )۲ ,)7 فضای عملگرهای خطی روی 7 تشکیل 
می‌شود. بعد فضای (7 ,1)7 برابر ۲و است. بنا براین» این دنباله از ١م‏ عملگرباید 
وابسته نحطی باشد؛ یعنی» به‌ازای چند اسکالر ,ع که همگی صفر نباشند» دادیم 


cl ی‎ ۰ ۰ ۰۵۴ =o 
از این دی ایدآل چندجمله‌ایهایی که 7 دا پوچ می‌سازند شامل چندجمله‌ای غير صفری‎ 
ی‎ EÊ 1۲ از در جه‎ 
بنا بر قضيةٌ ۵ از فصل ۰۴ هر اید آل چندجمله‌ایها متشکل از هماً مضر بهای چند.‎ 
جمله‌ای تکین ثابتی است که مولد آن اید آل است. پس عملگر 7 با چندجمله‌ای تکینم‎ 
چندجمله‌ای مفروضی بر روی ۴ باشد, آنگاه‎ f با عاصیت زیر در تناظر است: اگر‎ 
ه = (7) اگرو تنها اگر عم = ۶ باشد» که در آن چ نيزيك چندجمله‌ای برر وی" است:‎ 


تعریف. فرضی کلم 7 عملگوی خطی ردی فضای بردادی با بعد متناهی 17 بوددی 

هبات ۶ باشد. چندجمله‌ای مینیمال 7 عبارت است از (یکتا) ولد تکیین ایدآل چند 
جمله‌اپهایی بر ددی 7 که 7 دا پوچ می‌ساز ند. 

نام «چند جمله‌ای مینیما ل» از این واقعیت ر پشه می کیرد که مو لد هر ایدآل جنك. 


جملها يها ب جندجمله‌ای تک از درجۀ مینیمم در آن اید آل مشخص می‌شود. ار بدان 
معنی است که چندجمله‌ای مینیمال م برای عملگر حطی 7 به‌طود یکتا با سه حاصیت زیر 


معین می‌شو د: ۱ 
(۱) م چندجمله‌ای تکینی بر دوی هیأت اسکالری ‏ است. 
(۲) ۰ < (7)م. 


E (۳)‏ برروی زر که 7 را پوچ می‌سازد کمتر از در جة م نیست. 
اگر 4 ماتریسی ۸×۸ بر دوی جر باشد. چندجمله‌ای مینیمال 4 را به طریقی 
مشا به» به عنوان یکتا مو لد تکین اید آل همه چندجمله‌ایهای بر دوی ۶۴ که 4 را پوچ 
می‌ساز ند تعریف می کنیم. اگر عملگر 7 در پایة مرتبی توسط ماتریس 4 نمایش داده 


چندجملهایهای پوچساز ۲۵۱ 


شو ده آنگاه 7 و ۸4 جندجمله‌ای مینیمال مساوی دادند. این بدان حاطر است که (7) 7دد 
آن پایه با ماتریس (4) ر نمایش داده می‌شود و بنا براین» ه = (7) اگر وتنها اگر 
o‏ = (۸4۸) . 

از تذ کراخیر درمورد عملگرها وماتریسها نتیجه‌می گیر یم که ماتریسهای متشا به‌دادای 
چندجمله‌ایهای مینیمال مساوی هستند. این حکم از تحار یف نیز دوشن است. دیرا به‌ازای 
هر چندجمله‌ای ر 

J(PIAP)= ۳۱ (۰ 

کته اساسی دیگری هم درمورد چندجمله‌ایهای مینیمال ماتریسها هست که باید 
متذ کرشویم. فرض کنیم 4ماتریسی ۸ × ور با درایه‌های متعلق به‌هیأت 7 باشد. فر ض کنیم 
۴ هیا تی باشد که جر را به‌عنوان یك زيرهیأت شامل است. (مثلا 4 ممکن است‌ماتریسی 
با درایه‌های گویا باشد. درحالی که هیأت اعداد حقیقی. یا 4 ممکن است ماتریسی با 
درایه‌های حقیقی باشد» ور حا لی که F‏ هيات اعداد مختلط.) می‌توان 4 دا به‌عنوان 
ماتریسی ۶۸ ×۸ برروی ۳» یا به‌عنوان ماتریسی ۸× ۸ برروی ۴ محسوب کرد. درظاهر» 
ممکن است به‌نظرر سد که بر ای 4 دو چندجمله‌ای مینیمال متفاوت به‌دست می آید. خوشبختا نه 
این‌طور نیست؛ وپاید ببنیم چرا. تعریف چندجمله‌ای مینیمال 4 ددصور تی که به‌عنوان 
ماتریسی ‏ × ۸ برروی هیأت ۳ محسوب شود.چیست؟ همهٌچندجمله‌ایهای تکین باضرایب 
متعلق به ٣ر‏ که 4 دا پوچ می‌سازند در نظر می گیر یم و آن راکه با کوچکترین درجه‌است 
انتخاب می کنیم. اگر ر چندجمله‌ای تکینی بردوی ۳ باشد: 
a )۲-۶(‏ + بت ز 

و 

آنگاه ۰ < (4) f‏ صر فاً بیان می کند که رابطه‌ای خحطی بين توانهای 4 در دست است: 
(۵-۶) ره ما ۰۰۰ ۱ هر 
درجۀ چندجمله‌ای مینیمال» کو جچکتر ین عدد صحیح مثبت م است که يك رابطة عطى 
بەصو رت (۵-۶) بین توانهای ‏ ش ۰۰۰ "4 ودجود داشته باشد. بعلاو بنا بر یکتایی 
جند جمله‌ای مینیمال به ازای اين م يك وتنها يك رابطه به‌صورت (۵-۶) بر قر ار است؛ 
بدین معنی که» وقتی ورجة این چندجمله‌ای مینیمال» )»ء تعیین شود» اسکا لرهایی یکتا چون 
1 ۰۰۰۰ دد ۳ یافت می‌شو ند که در (۵-۶) صدق کنند. اینهاء ضر ایب چندجمله‌ای 
میتیمال هستند. 

حال (به‌اذای هر۸) دد(ع-۵) دستگاهی متشکل از م معاد لعطی بر ای«مجهو لهای» 
,۵ 0-۰ دادیم. چون درایه‌های 4 در ۸ قرار دادنده ضرایب دستگاه معادلات 
(۵-۶) هم در هستند. بنابراین» اگردستگاه بهاز ای ۵ 2 دد ۳ جوابی‌داشته 


باشد» به ازای ,۰۰۰۰۵ ,ه در ٣ہ‏ نیز دارای جوابی است. (ن لد. انتهای بخش ۰۴۰۱) 
3 کذورن با ید روشن باشد که دو جندجمله‌ای مینیمال مساوی هستند. 


۲ فرم‌های متعارف مقدما تی 


تااینجا چه مطا لبی در بار چندجمله‌ای مینیمال عملگری خطی روی فضایی: بعدی 
آموخته‌ایم؟ تنها حیزی که می‌دانیم این است که در جه آن از ۲« تجاوز نمی کند.معلو م 
می‌شود که این تخمین سبتاً ضعیف است. چراکه ایسن درجه نمی‌تواند بیش از 7 باشد, 
بزودی ابت می کنیم که این عملگر به وسیلۀ چندجمله‌ای سرشت‌نمایش پوچ می‌شود. 
ابتدا» به‌مشاهدة حکمی مقدماتی تر می پر داز یم. 


قضية ۳ فرضی کم T‏ عملگرق خطی ردي فضای بردادی 7بعدی ۶۲ باشد [ یا 
4 ماٹریسی ر × 7 باشد]. چندجملهابهای سرشت نما دمینیمال 7[ با2 ]۰ داداق دیشه‌های 
مساوی ولی احنمالا با چندگا نگہهای منفاوت هستند. 

اثبات. گیر یم ر جندجمله‌ای مینیمال 7 وم يك اسکالر باشد. آ نچه را که‌می خو اهیم 
نشان بدهیم این است که ه = (6)م اگر و تنها اگر » يك مقدار سرشت‌نمای 7 باشد. 

ابتدا فرض کنیم ه = (6)م. دداین صورت 

p= ه)‎ -- 0(0 

که در آن ې يك‌چندجماه‌ای است. چون م 008 > ۾ و80. تعریف چندجمله‌ای مینیمال 
م تصریح می کند که ه ود( 7). بردادی‌چون 8 انتخاب می کنیم که چ7(8)و۔ گیریم 
0( )و = 0. دداین صودت 


= (7)8 
= (7 —c1)q(7)8B 
= (7T —c1)« 


و بٽا براین» ° يك مد ار سرشت‌نمای T‏ است. 

حال فر ض کنیم € سك مقدار سرشت نمای eT‏ مشاا” 0 = Ta‏ ر ۰ “O‏ باشد. 
همان‌لو که دریکی از لمهای پیش متذ کرشدیم 

p(c)a:‏ < ۵( 7)م 

جون ه < (7) نز و ۰ چ“ دادیم ۰ .p(c(=‏ 0 

فر ض کنیم "7 يك عملگر حطی فطری‌شدنی و ۰٥‏ ۰۰۰۰ مقأدیر سر شت‌نمای»تمایز 
7 باشند. در این صودت باسائی دیده می‌شود که جندجمله‌ای مینیمال 7 عبارت است از 
چندجمله‌ای 

P=) ۰ (a - (۰‏ 
| گر » یك بردار سرشت نما باشد» ۲ نگاه یکی از عملگرهای ]عس ‏ ۰۰۰۰ رن -- ]7 
بردار ۵ دا به ه می‌فرستد. بنا براین به‌ازای هر بردار سرشت نمای 6۵ 
(T—c1) ۰۰۰ )7 —c,l)a= o.‏ 


چندجملهابهای پوچساز ۲۵۳۲ 


پایه‌ای برای فضای ر مینه و جود دار د که متشکل ار بردادهای سر شت‌نمای 7 است؛؟اذاین‌دو 
P(T)=(T—e) ۰۰۰ (Tel) =.‏ 

ما حصل کارمان چنین است. ا گر 7 يك عملگر خطی قطری شدنی باشد» آنگاه چندجمله‌ای 

میئیمال 7 حاصل‌ضر بی ازسازه‌های حطی متمایز است. به‌طودی که بزودی خواهیم دید 

این خاصیت مشخص کننده عملگرهای قطری شدنی است. 


مثال ۰۴ سعی مسی کنیم چندجمله‌ایهای مینیمال عملگرهای مثالهای ۰۱ ۲ و ۳ را 
بيا یم . ما ۲ نها را به‌عکس تر تیب فوق موزد بحت قر ار می‌دهیم. قبلا معلو م شد که‌عملگر 
مثال ۳۲ قطر ی شد نی و با جندجمله‌ای سرشت‌نمای 
۲(۲ -)(۱-ه) = [ 
است. از بند قبل بر می‌آید که چندجمله‌ای مینیمال 7 عبادت است از 
۰( ۷ --۱()۵0 -- ون) عد حز 
حواننده می‌تواند با بررسی مستقیم کاملا" اطمینان یا بد که 
۰ < (۸4-۲7)(--4) 
درمثال ۰۲ عملگر 7 نیز چندجمله‌ای سرشت‌نمای ۲(۲ - نو)(۱ -ي)  <‏ را دادد. 
اما این 7 قطر ی‌شدنی فیست و لذا نمی‌دانیم که چندجمله‌ای میئیمال آن (۲ --ور)(۱ - وو) 
است . در این حالت دربارة چندجماه‌ای مینیمال جه می‌دانیم؟ به و اسطهٌ قضة ۳ می‌دانیم 
که ر یشه‌های این جند‌جمله‌ا ی همان ۱ و ۲ هستند. اليته احتما لا" باچند گانگیهایی دیگر.پس 
م رامیان چندجمله‌ایهایی به‌صودت (۲ -نه)*(۱- )۰ ۱ < ۰ ۱ < 7 جستجومی کنیم. 
چندجمله‌ای (۲ - :ی)( ۱ -ه) را آزمایش می کنیم: 


اس ۱ ۱ س إ۱ ۲ 
ات هو ۲ إس ۱ ۲ | << (۲7 --7()۸۸--۸4) 
۷ ۲ ۲ اس ۲ ۲ 

س 9 ۲ 

ج 0 ۳۲ | << 

س و ۴ 


از این‌رو» درجۀ چندجمله‌ای مینیمال اقلا ۲ است. پسء باید (۲-یو)۱(۲-- ے) با 
۳۳ — ون ) (۱ سس وو) را پیازماییم. دومی که چندجمله‌ای سر شت نما است» انتخا بی محتمل 
به‌نظرمی‌دسد. باسانی‌می‌توان محاسبه کر د که ه = ۲7(۲--4)(--۸). پس؛ چندجمله‌ای 
مرنیمال 7 همان جندجمله‌ای سرشت‌نمای آن است. 

در مثال ۰۱ عملگر عطی 7 روی ۸٣‏ داکه در پا يه استانده تو سط ماتر یس 


۴ فره‌های متعارف مقدما تی 


=4 
0 ۱ 
نمایش داده می شود مورد بح قرار دادیم چند جمله‌ای سر شت نم سل ارو است که‌هیچ 
ريشة حقیقی ندار د. برای تعیین چند جمله‌ای مینیمال 7 راکنار می گذار یم و حواس خحود 
را روی 4متمر کزمی کنیم. به عتو آن ماتریسی مختلط» 4 دادای مقا دیرسر شت‌نمای 7 وس 
است.هر دو ریشه باید درچندجمله‌ای مینیمال ظاهرشوند . پس چندجمله‌ای مینیمال بر 
۱ ارو تقسیم پذیراست. بآسانی می تو ان‌نشان‌دادکه ه = 7 4. بنا براین» چندجمله‌ای 
مینیمال e+!‏ است, 


قضیلا ۴ (کیلی-همیلتن)۰۱ عملگر خطی 7ردی فضای بردادی بد متناهی 1 داده 
شده است. اگر گر چندجمله‌ای سرشت نمای 7 باشد. آنگاه ه = (7) کر« به بیان دیگره 
چند جملهاق مینیمال 7 چند جمله‌ای سرشت نمای 7 را عاد مي‌کند. 

اثبات. بعد‌ها دواثبات دیکسر از این قضیه. مستقّل از اثبات ارائه شده در اینجا 
عرضه خو اهیم کر د. اثبات حاضر هر چند کو تاه ولی احتمالا" فهم آن مشکل است. گذشته 
از احتصار» اين اثبات این حسن را هم دار د که کار بردی آموز نده و یام له* غیر بدیهی از 
نظر يه عمومی دترمینأنها که در فصل ۵ گسترش یافت» عرضه مې کند. 

فرض کنیم × حلقهٌ جابجایی با عنصرهمانی متشکل اذهمةٌ چندجمله‌ایهای از 7 
باشد. بدیهی است که × در واقع جبری جابجایی با عنصر هما نی برروی هيات اسکا لری 
است. پایة مر تبی چون (مه ,۰۰۰ ,40 برای ۷ انتخاب می کنیم و 4 دا ماتریسی 
می کبریم که 7 رادران پا ره نمایش مي‌دهد. در این صو رت 


To = > An ۱> > ۰‏ 
این معادلات را می‌توان به‌صورت هم ارز | ۱ 
Aj1) = e. EFE‏ — ۵,۲ بخ 
نیز نوشت. فرض کنیم 8 عنصری از K***‏ با درایه‌های 
آرر 4 — By =0,T‏ 
باشد. وقتی ۲ < ۱« 
پم سب 4 سب 7 


B= 
— AI T — AI 





1. Cayley-Hamilton 


چندجمله‌ایهای پوچساز ۲۵۵ 


det B= (T— A4 1)(T — A41) — ۷۷ 
= TT— (A, FANT H(A Ar — 44 )1 
= f )7( 
که در آن  چندجمله‌ای سرشت‌نما است:‎ 
f = 0۲ - (tr A4)»+ det 4. 
درحالت ۲ < ۾ نیزروشن است که‎ 
det B= f(T) 
چراکه ر دترمینان ماتریس 4 ]ې است که درایه‌هایش چندجمله‌ایهای‎ 
(aI — 4), =0, — A 


J 


می با شند.۱ 


می خو اهیم نشان دهیم که (TS‏ برای‌اینکه (7( £ عملگر صفر باشد لازم و 
کافی است که به‌از ای ۸ ,۰۰۰ .(det B)a, = ه٥») =١,‏ طسق تعر یف 8 بردادهای 
0 ۰ ,60 درمعاد لات 


2 ر۵ررظ‎ ê \<i<R (۶-ء۶)‎ 
۱ 


صدق می کنند. وقتی ۲ = م . نوشتن (۶-۶) به‌صودت 
0 ¢ 4 سب 4 -- 7 
Al T— Al‏ سب 
الها م بخش أست. در این حا أت» الحاقی كلاسيك» یعنی «adj B‏ عبارت است ازما تریس 
|T - ArT‏ یم 
B=‏ 

Al T— Al 
2 
این قسمت از اثبات اندکی تصحیح شده است درمتن اصلی دراین دابطه بجای رھ :ز4‎ ۱ 
است که یا تصحیح اين اشتہأه» شکافی در اثبات پهو جود ھی یلم خوشبخقا نه 5 استفاده ار‎ ۳ 

(«I - ۸4( < det (I — 4)‘‏ اول ع< f‏ و Aj,‏ - ی رآ = را( --7ه) 

نتیجه‌مطلو ب؛یعنی» (7) (-1 1) 084 =“( 4 --11) det )(< de‏ به‌دست‌می آید._م. 


۲۶ فرمهای متعارف مقدما ئی 


9 det 2 


0 8 0 
(det ۸ - | ۱ 
0 0 
۳ ‌ ۱ 
و.‎ 


از این‌دی دادیم 


درحالت کلی» فر ض کنیم 8 [20 دراین صودت بنابر (۶-۶) به‌اژای هر جفت ۰1 : 


وبا مجمو ع گیر ی روی » دادیم 


حال 8(1 01) = 8 و اذاین‌دو 


۱ 11 = det B - 


غ 


ره( (det‏ 2 که 
سر 
(det (۵, \<k<n-۰0‏ = 
قضیۂ کیلی- ۳ همیلتن» عمدتاً بدین خحاطر در این مر .حله مقیل است که حیطة جستجو بر اي 
چندجمله‌ایهای مینیمال عملگرهای گو نا گون را محدود می‌سازد. اگر ماتریس 4 داکسه 


مايش 7 در پا يه مر تبی است بشناسیم» آنگاه می تو انیم چند‌جمله‌ای سر شت‌نمای آن 1 
را محاسبه کنیم. می‌دانیم که چندجمله‌ای مینیمال م چندجمله‌ای 7 را عاد می کند و هردو 


چندجملهایهای پوچساز ۲۵۷ 


ر یشه‌های ساوی دار ند. هیچ ددش حاصی برای محاسبة دقیسقی ریشه‌های چند جمله‌ایها 
(مگر درصورت کو چك بودن درجه) در دست نیست؛ اما ا گر ر به‌سازه‌ها تجز یه شود: 


dı2 ۳ Cp ۰ ۰ “€ و ) ۰ ۰ )= کل با فرص متمایز بودن‎ e) 
)۷-۶( 
کاخ‎ 


< d; < )۸-۶( 


p= ۱(۱ه--وو)‎ ۰۰۰ (u—ceF, \<r Kd, 
این تنها چیزی است که درحالت عمومی می‌توان ابراذ کرد. اگر ر چندجمله‌ای (۷-۶) با‎ 
۸× ۸ در جۀ م باشد» آنگاه به‌ازای هر چندجمله‌ای م نظیر (۸-۶) می‌توانیم ماتریسی‎ 
بیابیم که را به‌عنوان چندجمله‌ای سرشت‌نمای خو د و س دا به‌عتوان چندجمله‌ای‌مینیمال‎ 
خود دادا باشد. این مطلب را حالا اثبات نمی کنیم. و لی» می‌خواهیم این واقعیت را‎ 
تأ کید کنیم که علم به‌اینکه چندجمله‌ای سرشت‌نما شکل (۷-۶) دا دادد؛ تصریح می کند‎ 


که چندجمله‌ای مینیمال به‌شکل (۸-۶) است وهیچ چیزدیگر ی درمورد م ابراز نمی کند. 


مثال ۰۵ گیریم 4 ماتریس ( گویای) ۴ × ۴ 


0 ۱ 0 ۱ 

۱ o ۱ 0 
4= 

0 ۱ o ۱ 

۱ o ۱ o 


باشد. توانهای 4 بساد گی قا پل محاسبه اند: 


۲ ° ۲ 0 

9 ۲ o ۲ 
A= 

۲ o ۲ 0 

0 ۲ 0 ۲ 

0 ۴ o ۴ 

۴ 0 ۴ 0 
A = 


4 
O 
€ 

0 


۵۸ ۲ فر مهای متعارف مقدما لی. 


پس ۴۸ = 4۲؛ یعنی» | گنت (۲ — ))۲ + e)‏ = چ۴ - p=‏ آنگاه ه = (4) 
چند جمله‌ای مینیمال ۸ باید م را تقسیم کند. این چندجمله‌ای مینیمال بوضوح اد درجهٌ ۱ 
نیست» چرا که این مطلب بدان معنی اس ت که 4 مضربی اسکا لری از عنصرهمانی است. 
از این‌ری نامزدهای چندجمله‌ای مینیمال عبار تند از: م۰ (۲-+ه)رن (۲ --یو)یس. و 
۴ ب آون. سه چندجمله‌ای در جۀ دوم دا می‌توان حذف کر ده زیر با يك‌نظر آشکار است که 
۸4 ۲ — 4 › 4 ۲ 4 و۲۸ 4. با بر این ر چندجمله‌ای‌مینیمال ۸ است. بخصوص 
0 ۷ و ۲ س مقادیر سرشت‌نمای 4 هستند. یکی از سازه‌های رو ٣ي‏ و ۷ ي باید 
دو بار در چندجمله‌ای سرشت‌نما تکر اد شود. آشکاد است که ۲ س ر تب (2۸۸ )۰ در تیه 
فضایی دوبعدی از بردارهای سرشت‌نمای وابسته به‌مقدار سرشت‌نمای ه وجود دادد. 
اکنون از قضيد ۲ باید روشن باشد که چندجمله‌ای‌س‌شت‌نما (۴ س رو )ارم است» ونیز اینکه 
4 بردوی هیأت اعدادگویا با ما تریس 


o 9 0 0 
O 0 0 0 
0 0 ۳۲ 0 
0 o س و‎ 


متشا به است. 


تمرين 
روی 7 کدام است؟ جندجمله‌ای مینیمال عملگر صفر چیست؟ 


۴۲ فرض کنید م. ط» و ء عناصرهیأت ٣‏ و 4 ماتریس ۳۳ زير برروی جر باشد: 


0 0 € 
A4A=| ۱ 9 
o ۱ d 


ا ہت کنید چندجمله‌ای سرشت‌نمای 4ر عبارت است از c‏ سوط س آبوی س ي و این 
چندجمله‌ای مینیمال 4 نیز هست. 


۳ فر ض کنید ۸ ما تریس حقیقی ۴ < ۴ 


چندجمله! بهای پوچساز ۲۵٩‏ 


۱ ۱ 1 ! 

0 0 سب 3 — 

۱ ۲ تب | 7 
0 سس ۱ ۱ 


باشد. نشان دهیدچندجمله‌ای‌سرشت‌نمای ۰4 ۱(۲ -- )از است که چند جمله‌ای‌مینیمال 


آن نیز هست. 
۴ ]یا ما تریس 4 از تمر ین ۳ برروی هیأت اعداد مختاط با ما تر یسی قطری متشا به است؟ 


۵. فضای برداری «بعدی ۲ وعملگر خحطی 7 روی 7 داده شده‌اند. فرض کنید عددصحیح 
مثبتی جون م مو جود است که 0 .T—‏ ٿا بت کنید 0 = 7۳۳ . 


ته 


۶ ماتر یسی ۳ ۳ بيا پید که چندجمله‌ای مینیمال آن "يې باشد. 


۷ فرض کنید ۸ عددی صحیح مثبت و 7 فضای چندجمله‌ایهای برروی ۸ که درجة آنها 
حدا کثر 7 است باشد (جندجله‌ای ه را نیز در ۲ قرار دهید). فر ض کنید ] عملگر 
مشتق کیری روی 7 باشد. چندجمله‌ای میئیمال (] کدام است؟ 


۸ فر ض کنید ۲ عملگری روی ۸۲ باشد که هر بردار را به‌موازات مصور وها بروی 
محو زر رها تصوی رکند: 3 ,2۰ < (۷ .P(u,‏ شان دهید که P‏ حطی است. جند جمله‌ای 
مینیمال ۲ چیست؟ 

4 فرض کنید 4 ماتر یسی × ۸ با چندجمله‌ا ی سرشت‌نمای 

d d 
/ < ۱(,مسسوه)‎ ۰۰۰ )9-- e 
باشد. شان دهید که‎ 
cd ۰۰۰ 1۵ << (4). 
۸4 فرض کنید 7 فضای برداری ماتر یسهای ۸ × م برروی هیأت ۳ باشد. فرض کنید‎ ۰ 
يك ماتر یس ۸ × 7۱ ثابت و 7 عملگر خطی روی ۷ تعر یف شده توسط‎ 
T(B) = AB 


باشد. نشان دهید که چندجمله‌ای مینیمال 7 برابرچندجمله‌ای مینیمال ۸4 است. ` 


۸ ماتریسهای 4 و 8ی 7 < 7 برروی هیأات ۴ داده شده‌اند. بنابر تمر ین ٩‏ در بخش 


۲۶۵ فرمهای متعارف مقدما یی 


۶ دوماتریس ۸8 و84 دادای مقادیرسرشت‌نمای مساوی‌اند. آیا چندجمله‌ایهای 
سر شت نمای آنها هم مساوی‌اند؟ ۲ با جند جمله‌ایها مینیمال آنها مساو یا د؟ 


۶ بر فضاهای با با 


دراین بخش به‌معرفی چند مفهو م می پرداز یم که در تحلیل عملگر های خحطی مفید و اقع 
خو اهند شد. از این ایده‌ها برای بەدست آوردن سرشت‌نما یی عملگرهای قط ر ی شد تی 
(و مثلثی شو فده ) بر حسب جند جمله! يها ی مما لشان استفاده حو اهیم کرد. 


تعر بف. فر ض کنیم 7 فضایی بر دار ی و 7 عملگری خطی دوی ۷۶ باشد. اگر ۲۳ 
زیرفضایی از 7 باشد» گوییم 17 تحت 7 پایا است» هر گاه به‌ازای هر برداد ۾ در ۲ 
برداد 70 هم در 7 باشد؛ یعنی» هر گاه ( 7)7 مشمول ۲۷ باشد. 


مثال ۶. ۱ گر7 عملکر حطی دلخواهی روی 7 باشده آنگاه ۲ تحت 7 پایاست» 
همین‌طور است زیر فضای صفر. برد 7 وفضای پوچ 7 نیز تحت 7 بايا هستند. 


مثال ۰۷ هیاأت ۳ وعملگر مشتق گیری «روی‌فضای[:۲: متشکل از جندجمله‌ایهای 
برروی زر مفر وض‌اند. فرض کنیم عددی صحیح مثبت و 7۲ زیر فضای جندجمله‌ایهای از 
در جهٌ حدا کثر ۸ باشد. دراین صودت ۲۲ تحت ( پایاست. این امردقبقاً طریق دیگر بیان 
این مطلب است که (7 «کاهش‌دهندة در جه» است. 


مثال ۰۸ دراینجا به‌تعمیمی بسیار مفید ازمثال ۶ می‌پردازيم. عملگرخطی 7 دوی 
7 مفروض است. فرض کنیم [اعملگر خطی‌دلخواهی روی 7 باشد که با 7 جا بجامی‌شود؛ 
یعنی 7[ = 70. همچنین فرض کنیم ۲7 برد ل و ۷ فضای پوج ل باشد. ۲۲و ۸ هردو 
تحت 7پایا هستند. | گر دربرد ]باشد» مثلا 1 = آنگاه (8 0)7 = (8 700 = 70 
و ازاین‌رو» 70 در برد ل قرارد دادد. اگر ۾ در × باشد, آنگاه 

07)7 0( < 7 )00( =7)0(= o; 

پس» 70 متعلق به 7۷ است. 

نوع خاصی از عملگرهایی که با 7 جابجا می‌شوند» عملگری چون (7)ع = 0 
اس ت که در آن £ يك جند جمله ای است. مثلا ممکن است داشته باشیم. -- =T‏ [] که 
در آن ع يك مقدار سرشت‌نمای 7 است» فضای پوچ ل برای ما آشناست. می بینیم که‌اين 


مثال» این حکم (بدیهی) را شامل است که فضای‌بردارهای سرشت‌نمای 7و ابسته به‌مقداد 
سرشت‌نمای ع تحت 7 پایا است. 


مثال ۰٩‏ فرض کنیم 7عملگری‌خطی‌روی8۲ باشد که در پایةٌ مر تب‌استانده باما تریس 


زور فقضاهای پابا ۲۶۱ 


اب و 
س4 
0 ۱ 
نمایش داده می‌شود. دد این صورت تنها زیرفضاهایی از ۲ که تحت 7 پايا هستند» 
عبار تند از ۸ و زیرفضای صفر. هرزیرفضای پایای دیگری لزوماً با ید دارای بعد يك 
باشد. اماء اگر ۲۷ زیر فضا یی باشد که توسط بردار غیر صفر 0 پدید می آید» این حکم که 
W‏ تحت 7 پا ياست به‌معنی این است که 0 يلك برداد سر شت نماست. و لی 4 هیچ مقد ار 
سرشت نما ی حقیقی ندارد. 
هر گاه زیرفضای ۷ تحت عملگر 7 پایا باشد» 7 عملگری خطی چون 7 دوی 
فضای ۳ القا می کند. عملگر خطی ,م7 طسق (»)7 = (0)ج 7 به‌ازای هره در 17 
تعریف می‌شود و لی 7 با "7 کامله" متقاوت است. ديرا دامنه آن ۲۷ است له ۳. 
وقتی بعد ۲ متناهی با شد» پایایی ۲۲ تحت 7 تعبیر ما تریسی ساده‌ای دارد و شاید 
بهتر با شد که آن را در اینجا ذ؟ ر کنیم. فرض کنرم پا يه مر تب 0 ,۰۰ 0۳9۰۰ =$ را 
برای ۲ جتان انتخاب کرده با شب م که :40,۰۰۰ = ۲ يا ية مر تبی برای ۲۲ باشد 
dim (‏ <ع). گیریم 4T],‏ واز آ نجا 


Ta; = 3 4,0 a; <‏ 
] 
چون ۲] تحت 7 پایاست. به‌ازای ۲ >[ برداد ره 7 به ۷ تعلق دارد. این بدان معنی 
است که 
Qis j< )٩-۶(‏ مر 


بەعبارت دیگر هر گاه مک زو محر زه 0= Aij‏ 
از نظرظاهر» 4 به‌صورت بل و کی 


4= )۱۰-۶( 


است. که‌در آن‌8 ما تریسیم × مس )ماتربسی(۱-۳) PX‏ وما تریسی(٣-۸) (n—r)X‏ 
است. خواننده توجه داردکه بنا بر (۰)۹-۶ ماتریس 8 دقیقاً ماتریس عملگر القا شدغ پ7 
در پایة مر ثب ۲ است. 

اکثر اوقات» بحث در خصوص 7 و م7 دا بدون استفاده از صودت بلسو کی 
ماتریس 4 دد (ع۰۶ ۱( انجام می‌دهیم. . اما به‌اين کته که روابط معین بین م7 و 7 
چگونه از این صورت بلو کی دیده می‌شو ند بأ پل تو جه کرد. 


لم. فرض کن 17 زپرفضابی پایا از 7 باشد. چندجملهای سرشت نمای عملگر 


۷ فره‌های متعارف مقدما لی 


تحدپدی ,م7 چند جملهاق سرشت نماق 7 ۱ عاد می‌کند. د نیز چند جمله‌ای عینیمال ۾ 7 
چند جملدای مپئیمال 7 ر۱. 
الباث. داد یم 
B €‏ 
A=‏ 
۲۸ 0 
که در آن [7] =4 و بو[ 7]< ظ. به واسطةً صودرت بلو کی این ما تریس 
det (z1 - A4) = det (xzI— B) det (aI — (۰‏ 
این تساوی. حکم در حصوص چند جمله! یهای سرشت‌نما را اثبات می کند. تو جه داشته 
با شید که J‏ برای فمایش ماتریسهای همانی با سه اند از مختلف» به‌کار رفته است. 
امین توان ما تریس 4 دارای صو رت بلو کی 
E‏ 
A =‏ 
D*‏ 0 
است که در آن 6 ماتریسی (7-۳) × ٣‏ است. بنا براین» هر چند جمله‌ای که 4 دا پوچ 


سازد 8 دا نیز (و ایضاً و دا) پوچ می‌سازد. از این‌ری چندجمله‌ای مینیمال 8 چند 
حمله‌ای مينیمال 4 را عاد می کند. 0 


مثال ۰۱۰ فرض کنيم 7 عملگری خطی روی فضای با بعد متناهی ۰۲ 7 زیرفضای 

پدید آمده توسعط همه بردارهای سرشت‌نمای 7 و CC‏ 6۰۰۰۰ معا دیرسرشت‌نمای متمایز 
۲ باشند. به‌ازای هرق گیریم ,17 فضای بردارهای سرشت‌نمای وابسته بهمقدار سرشت.- 
نمسای ری و :9 پاية مسرتبی برای ,7 باشد. لدم پیش از قضيتة ۲ می گسو ید که 
8 ,۰۰۰ ,9) = 9۷ پایة مرتبی برای 17 است. بویژه ۱ 
dimW =dimW (FF ۰۰۰ + dim ۰‏ 


فرض کتیم (به ,۰۰۰ ,») = 9 به صورتی باشد که چند هی نخست آن پایسه 9 
چندتای بعدی پایه 8› و به‌همین نحو بقیه را تشکیل دهند. با این قرار 


زو هه ,اد و ,0 -< 0 7 


کهدر آن(6 ,۰۰۰ Cg:‏ و6 ,+ 0 و و ۰ I‏ 1) واین‌ددحالی 
است که ,ع به‌تعداد ,۲ زل بار تکرار شده باشل. . 
حال ۲۲ تحت 7 پایاست» چراکه به‌ازای هري در # دادیم 


a= سامت‎ is 00 


زیر فضاهای پایا ۲۶۳ 


Ta= ۵0 + a سل‎ 00 


بردارهای دیگسری جسون ۰۵ ۰۰۰ 0 را در 7 به‌تصوی اتخ اب می کنیم کسه 
an}‏ و ۰ ۰ 0 =$ پایه‌ای برای ۲ باشد. ماتریس 7 سیت به 8 صو رت بلو کی 
(۱۰-۶) را دارد وما تر یس عملگر تحدیدی Ty‏ سست به پا يه 9 پر ابر با 


7 O eee O 

[e 1 4 + ۰ O 
B= : 

۰ ۰ 

0 o 4 


ست. جندجمله‌ای سر شت‌نمای 8 (یعنی» جند‌جمله‌ای سرشت‌نمای 7) عبارت است از 


۲( ) ۰۰۰ ° )€ — 2( = و 
که در آن e << 01100 W;‏ از ایسن کا شنه» ۾ چندجمله‌ای سر شت‌نمای 4 از 7 را عاد 
می کند. بنابراین» چند گا نگی cC;‏ به‌عنو ان ریشه‌ای از f‏ حداقل بر ابر :0101۳7 است . 
این مطا لب باید قضيةٌ ۲ دا دوشن کرده باشند. قضیاٌ مذ کور صرفاً بیان می کند که 
7 قطری شدنی است ا گر و تنها اگر ۸ کہ یا ا کرو تنها اگر << رن سل و سل .ع. دد 
حا لت قطری نشدنی این مطا لب كمك زیادی نمی کنند» جراکسه ماتریسهای € و در 
(۱۰-۶) دا نمی‌شنأسیم. 


تعریف. فرض کیم 17 زیرفضایی پاپا اذ 7 د 4 بردادی اذ 7 باشد. 7- هادی ې 
در 17 عبادت است از عجموعة (۲7 :)رک متشکل اذ همۀ چند جملهابهای ع (بردوق 
هیأت اسکالری) که »(7)ع متعلق به 17 باشد. 


جون عملگر 7 در بیشتر میاحث ا بت است» معمو لا" زيرنماية 7 را حذف می کنیم 
و می‌نویسیم ( ۲۲ .S(a;‏ مو لفین معمو لا" این دسته از چندجمله‌ایها دا «پر کننده» (اپدال 
پرکننده) می نامند. «هسادی» اصطلاح متداول‌تری است که موزد تر جیح کسانی است که 
عملگر نه‌چندان مهاجم (7)ع دا در تصور دارند که با ملایمت برداد ۾ دا به 17 سوق 
می‌دهد. درحالت حاص W= {o}‏ هادی را 7 بوچساز ی می‌نامیم. 


لم. اگر 17 ژیرفضای پاپایی برای 7 باشد. آنگاه 17 تحت هرچند چملهای دد 7 
پاپاست. ی به ا(اق هر ۾ در ۰7 صادی ( ۲۲ :)86 ادا لی در چېسر چند جملها ق 


اثبات. اگر 6 در 17 باشد. آنگاه 78 متعلسق به 17 است. در نتیجه 


۳ فرمهای متعارف مقدما نی 


9 زو )1 هم در ۷ است. به استقر |» به ار ای هر ع/ برداد 1*۸0 در ۲۲۷ است. بادر 
نظر گر فتن تر کیبات خطی» د يده می شود که به‌از ای هر جندجمله‌ای 7 ۸0( 17) 7 متعلق به ۲۷ 
است. 

| گر ۳7 دیر مجمو عة دلخواهی از ۳ با شد» تعر یف Sa; Ww)‏ بامعنی است. ا گر 
7 یك زیر فضا باشد. آنگاه ( ۷ زہ)؟ هم زیر فضایی اذ [ے]٣‏ است. زیرا 


807 +7(1) [۰< (2()7 +1 [ء) 
درصورتی که ۷ تحت 7 نیز پایا باشد. چ را يك چندجمله‌ای دد ( ۲7 :9)0, می گیریم؛ 


یعنی » فر ض می کنیم ۵( 2)7 در W‏ با شك. اگر / يك جد جمله ای د لخواه با شد» I‏ 
[0( 7(]2)7) 7 دد ۷ است. چون 


) 2()7( < [ )7(8207( 


1 متعلی به S (a; WwW)‏ إست. پس مجمو عةٌ هادی» عمل ضرب در هر چند جمله‌ای دلخو اه 
را پذیر است. 1) 


یکتا مولد تکین اید آل (۲۲ :)6 7 هادی م در س (7 بوچسان رر حالت 
{o}‏ = 17) نیز نامیده می‌شود, 7-هادی » در 17 چندجمله‌ای E‏ مانند و با کمتر ین 
درجه است که »(7)ع دد 7 باشد. چندجمله‌ای / دد (۲۲ :)6 است اگروتنها اگر ع 
چندجمله‌ای ‏ را عاد کند. توجه کنید که هادی ( 17 :)6 همواده چندجمله‌ای مینیماك 7 
را شامل است؛ از این‌دی هر 7 هادی چندجمله‌ای مینمال 7 را عاد می کند. 

به‌عنو ان اولین مثال از چگونگی استفاده از هادی ( ۲7 :)که عملگرهای مثلثی 
شو نده ر اسرشت‌نمأیی می کنیم. عملگر حطی 7 مثلثی‌شو نده نامیده می‌شو ده هرگاه پاية 


مر تبی و جود داشته با شد که در آن "7 با ما تر یسی مثلئی نمایش داده شود 


لم٠‏ فرض کلیم 7 فضایی برداری با بعد عتناهی برردی هیأت ۸ و 7 عملگرق 

خطی وی 7 باشد که چندجمله‌ای مینپمال 7 حاصل‌ضربی از سازه‌های خطی به‌صورت 
*(ین )۰۰۰ )= ور با فرض ره در ۴ 

باشد. همچنپن فرض کنيم 17 زپرفضاپی سره ( K7‏ ۲7) ۱( 7 باشد که تحت 7 پاپاست. 
بردادق چون 0۵ در 7۲ وجود دارد که 

(الف) 0 در 7 لست 

(ب) بهاذای يلك مقداد سرشت نمای » اذ عملگر ۰7 برداد »( 67- 7) مشعلق 
به 77 اسٹ. 

امبات. آ نچه را که (الف) و (ب) بيان می کنند این است که 7 مادی در W‏ 
يك چندجمله‌ای خحطسی است. گیر یم 0 بردادی در ۲ باشد که در 7 نباشد و چ بر ابر 
7 هادی 6 در 17 باشد. در این صورت ع چندجمله‌ای مینیمال م از 7 را عاد می کند. 


زیر فضاهای پابا ۲۶۵ 


چون 68 در ۲7 قر اد ندارد» چندجمله‌ای چ ثابت نیست. بنا براین» 

-¬م) ۰۰۰ (١‏ = )= و 
که در آن حداقل یکی از اعداد صحیح ,ع مثبت است. [ را طوری انتخاب می کنیم که 
ه <ر .e;‏ دداین صورت c;(‏ ¬( چندجمله‌ای ۽ را عاد می کید 

۰( ه) = و 
بنا بر تعر یف ع» برداد 0<:)7(0 نمی تو اند در ۳ باشد. اما 
8)86 = 

متعلق به 7۷ است . ۱ 


قضی ۰۵ فرض کیم /فضایی بردادی پا بعدمتناهی برددی هیأّت ۸ و 7 عملگری 
خطی دوق 7 باشد. در ای صورت 7 عذلثی شونده است اگ و تھا اگر چند چملهای 
مینپما ل 7 حاصل‌ضربی اذ چند جمله‌ایهای خطی برردی ۶ باشد. 
اثبات. فرض کنیم چندجمله‌ای مینیمال» به‌صورت 
(e— ce)‏ ۰۰۰ ۱( -ه) P=‏ 
به‌ساز‌ها تجزیه شود. با به کار بستن مکسرد لم بالا» به‌پاية مر تب ره ,۰۰۰ ,0 < 9 
دست می یا بیم که در آن نمایش ماتر یسی 7 بالامثلئی است: 


Fl e og OE Or )۱۱-۶( 


(۱۱۶) صرفاً بیان می کند که 

Tay =a jo ۰۰۰ زرم‎ ۱ > > )۱۲-۶( 

یضی» ر 7 دد زیر فضای پدید آمده تسوسط یم ۰۰۰۰ ره قراد دادد. برای یافتن 
۰0 ۰۰۰۰ ,0 با به‌کاد بردن لم درمورد زیر فضای (ه) = اول » دا به‌دست‌می آودیم. 
آنگاه م دا درمودد ‏ 1۲ فضای پدید آمده توسط ۰0 به کار می بندیم تسا په را به‌دست 
آو دیم. سپس لم را درمورد + ۰۲۲ فضای پدید آ مده تو سط 0 ۶ ب به کار می بندیم» و 


۷۶۶ فره‌های متعارف مقدما آی 


به همین طر يق ادامه ۸ی دھیم. يك کته را هم يا ید متذ کرشویم. پس از اینکه 0 »+ ++( “n‏ 
را يافتيم این‌روابط مثلث گونۀ (۶- ۱۲) به‌اذای 1 ,۱,۰۰۰ = ز» هستند که‌متضمن‌پایا 
بودن زیرفضای بدید آمده تو سط ۰۰0 0:۰ تحت عملگر 7 هستند. 
اگر 7 مثلئی شو نده باشده بدیهی است که چندجمله‌ای سرشت‌نمای 7 به‌صورت 
1 

ینس )۰ ۱۰۰( ن) = ef‏ دد F‏ 
است. اکنون به‌ما تر یس‌مثلئی (۱-۶ ۱( تو جه کید درا یه های قطر ی ,۰۰0 ۰ 0 مقادیر 
سرشت نما هستند که ,ی به تعداد , بار تکرار می‌شود. اما اگر ز بتواند بدین صورت 
تجز یه شود چندجمله‌ای مینیمال م نیز این طود تجزیه می‌شود. چرا که و چند جمله‌ای ‏ 
را عاد می کند. ۴1 


نتیجه. فرضی کم ر بك هیأت بستة جبری. چون هبات اعداد مخقلط باشد. هر 
حافرسی 1 7 بر داي ۰ با ہك مافریس حثللی بر ردی ۸ متشا ہہ است. 


قضیا ۶. فضای بردادی با بعد متناهی 17 پر دوی هیأت ۶ و عملگرخطی 7 ددق 
7 داده شده‌اند. 7 قطری شدنی است اگر و ثنیا اگر چند جملهای مینیمال 7 به‌صورت 
(یه- )۰۰۰( -ه) P=‏ 
باشد که در ای 6 ۰ ۰۰ عناصری هنما هز ۱ 7 هسنند. 
اليات. قبلا گفته ایم که | گر 7 قطری شدنی باشد» چندجمله‌ای مینیمال آن حاصل- 
ضر بی از سازه‌های خطی متمایز است (د. لك. بحث پیش از مثال ۴). برای اثبات حا لت 
عکس» ۷ دا زیر فضای بدیدآمده تو سط همه بردار های سرشت‌نمای 7 می گیریم و 
فرض می کنیم ۷ 7. بنا بر لمی که در اثبات قضيۀ ۵ به‌کار رفت» بردادی چون ې که 
در ۷ نیست و نیز مقدار سرشت‌نمایی چون ,ع از 7 وجود دار ندکه بردار 
در 17 قرار می گیرد. چون ۵ در 17 است؛ 
عم 
که دد آن ,6,0 = :0 >1 > ۱ و بنابر این به‌از ای هر چندجمله‌ای , بردار 
+-h(c")Bs‏ ۰ 260 ۵( 
در ۲7 قر اد دادد. 
حال» يك چندجمله‌ای چون ‏ وجود دارو که c;4‏ -- ون) ع< وز. همچنین 
۳( ره — (e‏ = (ر6) ¬ 4 


پس“؛ُ دادیم 


زیر فضاهای پایا ۲۶۷ 


q(7)a— q(c,)a = h(T)(T —c,1)a = ۷ (۰ 
اما 7(8)متعلق به ۲7 است و چون‎ 
o = p(T )a= )7 —c;1)q(T)« ۱ 


برداد 7(0)م در 7 قرار دادد. بنا براین» ۵(ر0)6 هم در ۲7 است. چون 0 دد 7]دیست. 
0 مد (رع)7. این مطلب متنا قض پا این واقعبت است که 7 ر یشه‌های متمایزی دارد. O‏ 


درانتهای بخش ۰۷۰۶ اثبات متفاوتی از قضية ۶ ار اثه خواهیم کرد. قضية ۶ علاوه 
بر اینکه نتیجة زیبایی است. از نظر محاسباتی نیز مفید است. فرض کنیم عملگر حطی 7 
که در پایةٌ مرتبی با ما تریس 4 نمایش داده می‌شود در دست باشد و بخواهیم بد انیم که 
آیا 7 قطری شدنسی است يا نه. چند جمله‌ای سرشت‌نمای ‏ دا محاسبه می‌کنيم. | گر 
بتو انیم f‏ دا به‌سازه‌ها نجز یه کنیم : 

1 d ۰ 

f = (6-ه)‎ ۰۰۰) 

دو دوش متفاوت برای تعیین اینکه آیا 7 قطری شدنی است يا نه» در اختیار دادیم. يك 
دوش این است که ببینم آیا می‌تو انیم به از ای هر » تعداد 4 برداد سرشت نمای مستقل» 
و ابسته به‌مقدار سرشت‌نمای ,ع» بيا بیم یا نه. روش دیگر» بر دسی این مطلب است کهآ یا 
( آ -۰۰۰)7۲(:-7) عملگر صفر هست یانه. ۱ 

قضیةٌ ۵ اثبات متفاو تی از قضيۂ کیلی-همیلتن به‌دست می‌دهد. قضية اخیر درمودد 
ماتریسهای مثلثی آسان است. از این‌دف به واسطة قضية ۵ نتیجه را برای هر ماتریس 
دلخواه بر ړوی هیا تی بستهةً جبری» به‌دست می آود یم. هر هیأت زیرهیاً تی از يك هیأت 
بست جبری است. با دانستن این قضیه» اثباتی برای قضیهٌ کیلی-همیلتن برای ماتریسهای‌بر 
روي هیا تی دلخو اه بەد ست می آ ید. اگر در این بحصت» دست کم قضيه بنیادی جبر (میأت 
اعداد مختلط بستۂ جبری است) را بپذیریمآنگاء قضیۂ ۵ اثباتی از قضيةٌ کیلی-همیلتن 
برای ماتریسهای مختلط هم فراهم می آورد و این اثبات مستقل از اثباتی است که قبلا" 
ارائه کردیم. 


ثمر .بن 


٩‏ فر ض کنید 7 عملگری خحطی روی ۸۲ باشد که ماتریس آن در پاي مرتب استانده 


است. 


(الف) ثابت کید تتها زیرفضاهای ۸ که تحت 7 یایا هستند. ۲۲ و ذیرفضای 


۲۶۸ فرمهای متعارف مقدما تی 


۳ 


۴ 


.۴ 


۵ 


۶ 


( ب ) اگرماتریس عملگر خطی ل روی ٤"‏ در پایةٌ مرتب استانده ۸4 باشد‌نشان 
دهید 7] دارای زیرفضاهای پایای يك بعدی است. 


فرض کنید 7 ز یرفضای پا یایی برای 7 باشد. بدون رجو ع به‌ما تریسهاء ثا بت کنید که 
چند جمله‌ای مینیمال عملگر تحدیدی Ty‏ جندجمله‌ای مینیمال 7 7 را عاد می کند. 


ع را يك مقدار سرشت‌نمای 7 و 17 را فضای بردارهای سرشت‌نمای وابسته به‌مقدار 
سرشت‌نمای 6 بگیرید. عملگر تحدیدی Tg‏ جیست؟ 


فرض کنید 
o ۱ 0‏ 
۲ ۲ بت ۲ A4A=|‏ 
۳ ۴س ۲ 


2 اعداد حقیقی با تا او 


هر ما تریس 4 با این خاصیت که ۸4 = 4۲ با ماتریسی قطری متشابه است. 

. فرض کنید 7 يك عملگر خطی قطری شدنی روی فضای برداری ۾ بعدی 7 باشد. 
اگر ۲۲ زیر فضایی باشد که تحت 7 پایاست؛ ا بت کنید عملگر تحدیدی ی 7قطری. 
شد نی است. 

» فرض کنید 7 عملگر حطی دوی يك فضای برداری با بعد متناهی برروې هیأت‌اعداد 


مختلط پاشد. ا بت کنید 7 قطر ی شدنی است ا کرو تنها اک 1 تو سط ياك جند جمله‌ای 
بر روی ٤‏ با ریشه‌های متمایز» پوچ شود. 


٠‏ فرض کنید 7 عملگری خطی روی 7 باشد. اگر هرزیر فضای ۲ تحت 7 پایا باشد» 
آنگاه 7 مضربی اسکالری از عملگر همانی است. 


. فررض کنید 7 عملگر انتگرال نامعین 


(TIN) = | ۵: 


" روی فضای توابع پیوستۀ روی فاصلةٌ [۱ ,ه] باشد. یا فضای تسوابع چندجمله‌ای 


مثلث بندی همزمان؛ قطری سازی همزمان ۲۶۹ 


تحت 7 پايا است؟ فضای توابع مشتق‌پذیر چطور؟ فضای تو ابعی که در ۱/۲ < مه 
صفر می‌شوند چطور؟ 


۰ فر ض کنید 4 مأتریسی ۳ × ۳ با درایه‌های حقیقی باشد. ثا بت کنید که اگر ۸4 پر 
روی ۸ با ما تریسی مثلثی متشابه نباشد, آنگاه 4 بر دوی 0 با ماتسریسی قطظری 
مشا ده است. 


۰۹۹ این حکم در ست است يا غاط : اگرماتریس مثلثی ۸4 پا ما تر یسی قطر ی متشا به با شد» 
آنگاه ۸4 حود قطر ی است. 


۳ فرضکنید "7 عملگری خطی روی يك فضای بردادی با بعد متناهی بر دوی هیأت 
بستةٌ جبری جزه و ر يك چندجمله‌ای برروی بر باشد. ثابت کنید عم یك مقدارسرشت.- 
نمای (7) 7 است اگر و تنها اگر (۶) << ع. در اینجا 7 يك مقدار سرشت نمای 7 


است. 


۳ فرض کنید 7 فضای ماتر یسهای م × مر بر روی ٣‏ وھ ماتریس۸ × ۸ ثابتی بردوی] 
باشد. فر ض کنید 7 و ل عملگرهای حطی دوی 7۲ تعریف شده توسط 
T(B) = AB‏ 
U(B)= AB— BA‏ 
باشند. 
(الف) این حکم درست‌است با غلط: گر 4 (بر روی (F‏ قطر ی شدنی با شب 
آیگاه T‏ قطر ی شدنی است. 
(ب) این حکم درست است یا غلط: اگر 4 قطری شد نی باشد» آنگاه U‏ بر 
قطری شد نی است. 


۶ مثلث بندی همزمان؛ قطر ی سازی همزمان 

فر ض کنیم ۲ فضایی با بعد متناهی و و خانواده‌ای از عملگرهای خطی دوی ‏ باشد. 
می خو اهیم بدائیم کی می‌تو انیم عملگرهای واقع در 7 را به‌طور همزمان مثلث‌بندی کنیم 
با قطر ی ساریم؛ یعنی» پایه ای چون 9 بيا بیم که همه ماتریسهای ی[ TT‏ دد cg‏ مثلئی 
(یا فطر ی) با شند. در مورد قطر ی سازی» لازم است ې حانو اده‌ای ازعملگرهای جا بجا۔ 
شو نله باشد: به‌ازای هر 7 و ل در # 71<- ۰77 این مطلب؛ از این واقعیت ناشی 
می‌شود که همة ما تریسهای قطری جا بجا می‌شو ند. البته» این نیز لازم است که هر عملگر 
در و عملگر ی قطری شدنی باشد. برای مثلث بندی همزمان» هر عملگر دد 9 با ید مثلثی- 


۷۵۰ فرمهای متعارف مقدما تی 


شو نده باشد. لازم نیست که ګ خانواده‌ای جابجا شونده باشد؛ هرچند» این شرط ( که هر 
7 به‌تنهایی می تو اند مثلث‌بندی شود) برای مثلت بندی همز مان کافی است. این نتا یج» از 
تغبیراتی جز ئی در اثبات فضایای ۵ و ۶ حاصل می‌شو ند. 

زیرفضای س تحت (حخحانو اد عملگرهای) GF‏ پایاست» هر گاه ۲۷ تحت هر يك از 
عملگرهای واقع در 9 پایا باشد. 


لم. گیربم 57 خا نواد؟ جاپجا شوندها ی از عملگرهای خطی مثلثی شونده دوق ۲7 
باشد. فرض کنیم 177 (پرفضاپی سره اذ 7 باشدکه نحت تو پاپاست. بردادی چون ۾ در 7 
وجود دارد که 

(الف) 0 دد 7 نیست؛ 

(ب ) به ا(اي هر 7 در ۰97 برداد 70 در ژپرفضای پدیداعده فوسط ې د 17 قرا 
دارد. ۱ 

۱ثبات. به دلیل مشاهدة ذیل هر گاه قرض کنیم 97 فقط شامل تعدادی متناهی عملگر 
باشد از عمومیت مسأله نکاسته‌ایم. گيريم (,7 ٠۰۰,‏ , 7) يك زیرمجموعةً مستقل حطی 
ما کسیمال 7 یعنی پایه‌ای برای زیرفضای پدید آمذه توسط و باشد. اگر » بردادی‌باشد 
که برای آن شررط (ب) به‌از ای هر ;7 برقرار باشد آیگاه (ب) بهاز ای هر عملکری که 
تر کیبی خطی از T° eT‏ پاشد نیز بر قرار است. 

بنا بر لم قبل از قضية ۵ (همین لم برای تنها يك عملگر) می‌توانیم بردادی چون 
8 (که دد 17 نیست) و اسکا لری چون ٥‏ بیابیم که ,6( ,7) متعلق به 17 باشد. 
گیریم 4 دسته همه بردادها یی چون 6 در 7 باشد که 67(6-- 7( متعلق به 17 است. 
در این صورت ,7 زیرفضایی از 7 است که به‌طور سره بزر گتر از 17 می‌باشد. از این 
گذشته» ,7 بحت #7 پایاست؛ ذیراء» اگر 7 با ,7 جابجا شود آنگاه 

)7 ۱-6) ( < T(7 6 (۰ 

اگرم دد 7 باشدء آنگاه 6,(6--,1) در 7 است. چون 7 تحت هر 7 دد 9 پایاست» 
7-07(۵) 7 متعلق به 17 است؛ یعنی» به‌ازای هر 8 دد 7 و هر 7 دد ۰9 78 در 
7 قرار دادد. 

حال 17 زیر فضایی سره از )7 است. گیر یم U,‏ عملگر حطی روی ,۲ با شد که از 
تحدید 7 به زیرفضای ,7 حاصل می‌شود. چندجمله‌ای مینیمال ل چندجمله‌ای مینیمال 
7 دا تقسیم می کند. بنابر ایسن مي‌توانیم لم قبل از قضیةٌ ۵ دا در مورد این عملگر و 
زیرفضای پایای 17 به‌کاد بندیم. بردادی چون پم در ,۲7 (و نه در ۷ و اسکا لری چون 
به دا به‌دست می آوریم که 6((/6--1) در # باشد. توجه کنید که 

(الف) 8 متعلق به 17 نیست؛ 

(ب ) بث(-,7) دد ۷ است؛ 

) پ ) بل ([:»--1۷) هم در 17 است. 


مثلث بندی همز مان؛ قطری سازی همزمان ۲۷۱ 


فرض کنیم 17 مجم ر عة همه بردادهای 8 در ,۲ باشد که 1(8 = )7) دد 1۷ 
است. در این صورت ۲ تحت 9 پا پاست. م قبل از قضيۀ ۵ را در مورد ‘U,‏ تحد ید 
م7 به 7 بهکار می بندیم. ا گر بدین طریق ادامه دهیم به‌بردادی چون ,8 ع< 0 ( که در 
۷ نیست) خواهیم رسید که 6(۵-,7) ,“°° j=),‏ در 1۲ است. [] 


قضی ۰۷ فرض‌کنيم 7 فضاپی بردادی با پد متناهی پر ردی هپأت ۸ د 7وخا نواد 
جا بجا شونده‌ای از عملگرهای خطی مثللی شونده دوی 7 باشد. بسابة مرتبی برای 7 
وجود داردکه دران ډاچه. هرعملگر داقع در 97 فوسط ها فرپسی عشلشی نماپش داده می‌شود. 

اثبات. با در اعتیار داشتن لمی که هم اکنون اثبات شد چنانچه و جایگزین 7 
کگردد آنگاه این قضیه همان اثبات قضيةً ۵ را خواهد داشت ۰[ ] 


نتیجه. گيریم ۶ خانواد؟ جابجاشونده‌ای از ماتربسهای ۸ ×2 بر روق هبات بستة 
جبرق F۴‏ پاشد. ماثرچسی 7 7 ناعنفردی چون ره با دراپه‌هاق حنعلن په ۸ وجود داردکه 
به اذاق هر مافریس 4 دد ۰9 حافربسی یرام Yt‏ دی است. 


قضی ۰۸ فرض‌کنيم 37 خا نواد جا بجا شونده‌ای از عملگرهای خجطی فطرق‌شد نی 
ردی فضاق بردادی با جود حثناهی 7 پاشد, پایة عرقجی برای 7 دجود داردکه درا پایه: 
هر عملگر داقع در 97 توسط ماتربسی قطری نماپش داده می‌شود. 


اشات.همچنان که‌قضیة ۶ ر ابا اقتباس از لم قبل از فضیةه برای‌حا لت‌قطری شدنی ثابت 
کردیم» می توا نیم این قضیه را هم با اقتباس م قبل از قضیة ۷ برای حالت قطری شدنی 
اثبات کنیم. و لی» در این مر حله ساده‌تر آن است که با استقرار رو ی بعد 7 به‌پیش برویم. 

اکر = بعسد (۲) چیزی برای اثبات یاقی نمی‌ماند. قضیه دا برای فضاهای 
بردادی با ابعاد کمتر از ۸ فرض می کنیم و 7 را فضایی ۸ بعدی می گیریم. عنصری چون 
7 ار #7 انتخاب می کنیم که مضربی اسکا لری ازعنصرهمانی نباشد. اسکا لرهای ,6۸۰۰۰۰6 
را مقادیر سرشت نمای متمایز 7 و (به‌ازای هر 1) ,۷ را فضای پوچ ,»7 فرض 
می کنیم. نمایه‌ای چون و دا تثبیت می کنیم. دد این صورت ,17 تحت هر عملگری که با 
7 جا بجا شود پایاست. ,7 را خا نوادةٌ عملگرهای خطی روی ,17 می گیریم که از تحدید 
عملگرهای در 7 به‌زیر فضاهای (پایای) ,۲7 حاصل بشوند. هرعملگر متعلق به ,7و قطری- 
شدنی است. زیرا چندجمله‌ای مینیمال آن» چندجمله‌ای مینیمال عملگر متناظرش دد 9 
راعادمی کند. چون 0110۷ >, 011017 عملگرهای واقع دد ,97 می‌توانند همزمان‌قطری 
شو ند. به‌پیان‌دیگر ,7 پایه ای چون ,9 دادد» متشکل از بردارهایی که همزمان بردادهای 
سرشت نمای هر يك از عملگرهای متعلق به ,9 هستند. 

چون 7 قطری شدنی است» لم قبل از قضیة ۲ می گوید که (,8 ,9,,۰۰۰) =8 
پایه‌ای برای 7 است. این همان پایه‌ای است که در جستجویش هستیم. [] 


۷۲ فرمهای منعارف مقدما تی 


تمر .لن 
۱ ۰ ماتریس حقیقی معکوس پذیری چون ۶ پیا بيد که AP‏ و م۳۱ هر دوقطری۔ 
شد نی باشند. در اینجا 4 و B‏ ما تریسهای حفیفی زیر هستند. 
۲ ۱ ۸س ۱۳۰ 
(الف) كا .B=‏ 
o ۲‏ سم 9 
۱ ۱ 6 ۱ 
(ب) E‏ ۳ 
a ۱ ۱ ۱‏ 


۰ فر ض کنید #7 حخحا نو ادم جا بجا شو نده‌ای ار ما تر یسهای مختاط ۳ ۳ باشد. خا نو اد GF‏ رل 


ما تریس مستقل خطی را می‌تواند شامل باشد؟ در حالت "× م چه می‌توان گفت؟ 


۳ را عملگری خطی دوی فضایی 7 بمدی بگیرید و فرض کنید 7 دادای ۸ مقداد 


۴ 


سرشت نمای متمایز باشد. ثابت کنید هر عملگر خطی که با 7 جا بجا شود یك چند۔ 
جمله‌ای بر حسب 7 است. 


فر ض کنید ۸4 ۰8 0. و 7 چهار ما تریس مختلط ۸„ × 1۱ باشند که ( با یکدیگر) جا بجا 
می‌شوند. فرض کنید بر ما تریس ۲۸۱ < ۲۶۱ 


4 B 
C D 


E=— 


.detE = det(4D — 8C) باشد. ثابت کنید‎ 


فر ض کنید 7 يك هیأت. بر عددی صحیح مثبت» و۳۵ فضای ماتر یسهای ¬ × 1 بر دوی 


۴ باشذ. ا گر 4 ماتسریس × 7 ثایتی بر دوی ٣ہ‏ باشد؛ 7 دا عملگر عطی دوی 
7 تعر یف‌شده‌توسط 84 -- 48 = ( )7 بگیر ید. خانواد‌عملگرهای‌خطی ړ 7 دا که 
با تغییر 4 روی همه ماتسریسهای قطری» حاصل می‌شود در نظر بگیر یسد. ثا بت کنید 
عملگرهای واقع دد این خانواده همزمان قطری شدنی هستند. 


۶ خجزبه به مجموع مستقيم 
همچنان که به تحلیل خود از يك تك عملگر خطی ادامه می‌دهیم؛ ایده‌هایمان دا به‌طریفی 
استادانه تر کمتر ہر حسب ما تر یسها و پیشتر برحسب زير فضا ها-تنظیم می کنیم. در آغاذاین 


فصل هدف خود دا بدین صورت تشر یح کردیم: یافتن پایۀ مرتبی که در آن ماتریس 7 


نجز یه به مجموع متقیم ۲۷۳ 


شکل سا دة حاصی به جرد بگیرد. اکنون؛ هدف خود را باصورت دير تشر یح می کذیم : 
تجز یه فضای زمینة 7 به‌مجموع از زیر فضاهای پایا برای 7 بهطوری که عملگرهای 
تحدیدی روی این زیر فضاها ساده باشند. 


تعر لف. گرم 1۷۰۰۰۰ (چسر فضاهاپی از فضاق بردادی 7 باشند. گویي 
W6 <° WwW,‏ مستقل هحسنند, هرگاه 
o‏ = 0 سا ۰ ۰۰ a, a‏ دد W,‏ 
اپجات کند که ES‏ ,ها صر پاشند. 
به‌از ای ۲ k=‏ معنی استقلال همان {o}‏ بودن اشتر اك است» بسه‌عباردت دیگر 
۰ و 17 مستقل هستند ا گر و تنها ا گر (4< + ۱۲7۲] ,7 .گر ۲<< استقلال 
۰۰۰۰۲۲ 1۲ پبا نگر مطا لب بسار پیشتری از (6) <- ,]۲۲۱۲۱۰۰۰ است. این 
استقلال بيان می کند که هر Ww;‏ با مجمو ع E‏ فضاهای دیگر W,‏ تنها در بر داد صفر 
شر يك است. 
اهمیت استملال درنکتة ر بر نهفته است. گیر یم 1-17 + + W=W‏ ر یر فضای 
بدید آمده توسط ,»17۰۰۰۰ باشد. هر برداد » در 17 را می‌توان به‌صودت مجموعی 
چون 
Wı ssa, a= at °°° 4a,‏ 
نوشت. ا گر ۰۰۰۰۲۷ ۲7 مستقل باشند» آنگاه این عبادت برای .0 یکتا است؛ ذیرا اگر 
0۷۰۰۰۷ <قل». رم دد ر ۷ 
آنگاه(0 — (a,‏ ++ ۰ (0-<,ه) = ه وازذاین‌دوه = ;8 رم ,۰ ۱,۰۰ ز. 
پس» وقتی که ۰ »۰ ۰ ۲۰ مستقل باشند» به همان طریقی که با بردارهای RF"‏ بەمثا به 
k‏ تاییها یی از اعداو ر فتار می کر دیم» می تو انیم پا بردارهای 17 نیز به‌صودت k‏ تا ییهای 
(+0 و 9 00۰ در Ww;‏ رفتار کنیم. 


ام. فرش کم ۲ فضاپی بردادی با بعد مثناهی پاشد. , 17۰۰۰۲7 دا زپ 
فضاهاپی ۱ذ 7 می‌گيريم د فرض می‌کليم ,۰-77 ۰۰ , 17 = 17. احکا) زیر هم ارژند. 

(الف) ۰۰۲۲ 17۰۰۰ مسقل هسنند. ۱ 

( ب ( بډ اذاي هر کرک ۰۳ دادیم 


WNW H<“ +Wy (= {°}: 


(پ) گر پاپ مرتبی برای ۰17 > > ۱ ۰باشد؟ نکامد نان( ۰,9 ۰ 9,,۰) = 9 
پاپ عرثیی براق 7 است. 


ابات. (الف) را فسرض می گیر یسم . رض کنیسم ۵ بترداری در اشتر اه 


۴ رمهای متعارف مقدما تی 


(ر7 سا ۰ W; (Wt‏ باشد. در این صورت بردادهایی چون ,۰۰۰۰0 /0» 
که 0 در ,7 است؛ و جود دار ند که - +۰ 8 a‏ 2 0. چون 
و ج ول ۰ ۰۰ سل و سل 0 ) لت رن 0 
واذطرفی, ۰۰۲۲ ۰ ۰ 7[مستقل‌هستند با ید داشته باشیم ه سس و لد 6-۱ = ° 7 ,0 < ۰6۱ 
و۰۰۰4 لو < هم 6 Wil‏ 
و دا بزر گترین عدد صحیح ز می گیریم که و عترم» در این صورت 
ودره =a , ۰ ‘+a,‏ و 

پس )سز ۰٠۰٠۰‏ س یوت = ر بردار غير صفری دد ( ,۰۰۰۳7 WNW‏ 
أاست. 

تااینجا می‌دانیم که (الف) و(ب) یکی هستند» ببینیم چرا (الف) و(پ) هم‌ارزند. 
(الف) دا فرض می‌گیریسم. فرض نسم ,8 پایه‌ای برای ,7 ۸ >> ۱ باشد و 
(,8 ,9,,۰۰۰) = 8. هر دابطةً خطی بین بردادهای 8 صودت 

6۰۰۰1 6 < 

را واروکه درآن ;8 تر کیبی حطی از بردارهای متعلق به ,@ است. چون , 1۲۰۰۰۰۰1۲ 
مستقل هستند» هر ;8 برابر ه است. جون هر ,9 مستقل است. رابطه‌ای که بین بردارهای 
واقع در ٩‏ دار یم رابطه‌ای بدیهی است. 

اثبات این که (ب) حکم (الف) را ایجاب می کند به تمر يسن (تمرین ۲( ادجاع 


می‌شو د. 1 


اگر هر یك از (و در نتیجه همة) شرایط لم اخير برقرار باشد» گوییم مجموع 
1-۰۰۰ ۲ - ۳[ مستقدم است با ۲7 مجموع مستقیم , 17۰۰۰7 است و 
می نو یسیم 
=W 8۰۰ ۰‏ ۱۲ 
حو اننده ممکن است دد نوشتارهای دیاضی این‌مجموع مستقیم را با عنادین مجمو خ‌مستقل 
یا مجموع مستقيم دددنی , 17۰۰۰0۲۲ هم با بد. 


پایه‌ای برای 7 باشد. اگر ,۲7 زیر فضای يك بعدی پدیدآمده توسط ,ې باشد آنگاه 


۲ 17 6۵۰۰۰ BW, 


مثال ۰۱۳ فرض کنیم ۸ عددی صحیح مثبت. ۲ زیر هیأتی از اعداد مختلط و ر 


تجز یه به مجموع. مستقبم ۲۷۵ 


فضای همه ما تسریسهای ۸ ×۸ بر دوی ۳ باشد. گیریسم , 17 زیسرفضای همه ما تریسهای 
متقارن. یعنی ماتریسهایی چون 4 با شرط 4 = ام و 7 زیسرفضای همه ماتسریسهای 
متقارن کج یعنی مسارسهایی چون 4 با شرط ۸4 س = مر باشند. در این صودت 
,6۵17 ۷= ۲. اگر 4 ماتریسی دلخواه در 7 باشد عبارت یکتایی که 4 را به‌صورت 
مجمو عی از ماتریسها یکی دد , ۲۷ و دیکری در ,۰۲۷ بیان کند عبادت است از 


A= A4 A 


4 =-(4+4( 
۱ 
A =4 — A4). 


مثال ۰۱۳ فرض کنیم 7 عملگر نحطی دلخراهی روی فضای با بعد متناهی 7 باشد. 
گیریم ۰6 6۰ مقادیر سر شت نمأی متما وسز cT‏ و ,۲۲ فضای بردارهای اف 
و ابسته بدمقدار سرشت‌نمای ,ع باشند. در این صودت ‏ ۰۰۰۰۲۲۷ ۲۷ مستقل اند. به لم قبل 
از قضيةٌ ۲مر اجعه کنید. بخصو ص» ا گر 7قطری‌شدنی باشد»آنگاه 6۵۲ ۰۰۰ 7= 7: 


تعریف. اگر 7 فضایی بردادی باشد. یك تصویر" 77 عملگری خطی چون £ ردی 
4 ابیت E" = E“‏ . 


فر ض کنیم 5 يك تضویر باشد. ۸ را برد E‏ و ۸۷ را فضای‌پوج £ می گیریم. 

۱ برداد 8 در برد ۸ است اگر و تنھا اگر 8 = ۱.۳8 گر و < ۰8 آنگاه 
0 ,0 < ,۲۵ < 6 ۰ بعکس» ا گر £8 = ۰۵ آنگاه (مسلماً) 6 دد برد ٤‏ قر اردادد. 

.۲ <- 6۷ ۲ 

۳. عبارت یکتای ۾ بەصو رت مجموعی از بردارهای در ۸ و × عبازن است از 
Ea+(a— Ea)‏ = 0. 

از (۰)۱ (۰)۲ د (۳) ساد گی دیده می‌شودکه اگر ۸ و ۷ دو ذیرفضای 7 باشند 
و ۷ ۵ اد ۳ يك و تنها يك عملگر تصویر £ وجود داردکه بردش ۸ و فضای پو چش 
۷ باشد. این عملگرء تصویر روی ۸ در راستای ۸ نامیده می‌شود. 

هر تصویر £ (به‌طود بدیهی) قطری شدنی است. اگسر (,ه ,4,۰۰۰ پایه‌ای 
برای ۸ د (ببه ,۰۰۰,ببیه) پایه‌ای برای × باشد آنگاه پاي (به ,۰۰۰ ,)=$ 
ما تریس E‏ را قطری می کند: 

I 0 
تن‎ 


1 این اصطلاح را يك عملگر تصویری یا په‌طور خلاصه یك تصویری می‌ناهند.م. 


۷۶ فرمهای متعارف مقدما تی 


در اینجا 7 ماتریس همانی ۲ است. این موضوع به تسیر بسرخی از اصطلاحات 
در بارهٌ تصویرها كمك می کند. خواننده باید حالات گونا کون در صفح "۸ (یا فضای 
۲بعدی (RT‏ را بردسی و حود را متقاعد کن که تصویر روی ۸ در داستای ۰2۸۷ هر برداد 
را با تصویر کردنش به‌مواز ات ۸۷ در ۸ می‌فر ستد. 

از تصو رها می توان در تشریح تجز یه به محموعهای مستفیم فضای 7 استفاده کرد. 
زیر ا» گیریم ,0۰۰۰0۵۲۲ 1۲ ۷. به ازای هر ز عملگری چون ری دوی 7 تعریف 
می کنیم. فرض کنیم ۾ در 7 باشد؛ مثلا فرض کنیم رو ۰۰۰4 ان a=‏ بو در ر 17۲ 
با شد. بنا به تعر یف می گیر یم ره = ۵رک. دد این صورت رل قاعده‌ای خوش تعر یف است. 
ساد گی‌دیده می شود که E;‏ خحطی است» برد E;‏ بر ابر W,‏ است و E = E,‏ .فضای پوچ 
,£ برابر است با زیر فضای 


(W °° ‘WW; °°°“ +W,) 
چیزی جز ه ره نیست؟ یعنی» 0 عملا مجسوعی از بردارهای‎ E,» = زیرا» حکم ه‎ 
واقع درفضاهای ,7 با ز1 است. برحسب تصویرهای ,£ به‌ارزای هر ۾ دد ۲ دادیم‎ 
0 < ۵۷۲۰۰۰ -E,a:. 
مطلبی که (۱۲-۶) بیان می کند این است‎ 


.۰۰ سل I=‏ 
توجه نیزداشته باشید که اگر زع آنگاه ه = ٤‏ 8› ذیرا برد ٤‏ ذیرفضای ر 17 است 
که مشمول در فضای پوچ ,8 است. اکنون یافته‌های خود را خلاصه و عکس قضیه را 
بیان و اثبات می کنیم. 


قضيه ۰۹ اگر 0۵۲ 6۰۰۰ 1۲ -< 7 آنگاه ‏ عملگرخطی 8,۰۰۰٥8,‏ ددق 
۲ وجود دار ند که 

(۱) هر یك تصویر است 8 = آقر)؛ 

i$ هرگاه ز‎ EE;  ه‎ )۲( 

I= ۲۰۰۰+ )۳( 

(۴) برد ٤‏ براجر ,17 است. 
بعکس اگر ۰۰۰ »کر عملگرهاچی خطی روی 7 باشند که در شراپط (۰)۱ (۰)۲ د 
)۳( صد کنند و گر Ww,‏ برد ری باشد» آ یکاہ OB,‏ ف OE‏ ۲۲ << ۲, 

اثبات. تنها بايد حکم عکس دا اثبات کنیم. فر ض کنیم ,۰۰۰0/5 عملگرهایی 
حطی روی ۲ باشند که سه شرط اول را برمی آور ند وهم‌چنین فرض می کنیم E, sy W;‏ 
باشد. در این صورت قينا 


; ۰۰۰۲۲ سل 1۷ < ۲ 


تجز به به مجموع مستقیم ۲۱۷/۷ 


زیرا» بنا بر شرط (۳) به‌ازای هر ۾ دد ۳ دادیم 
,رسد ۰ ۰۰ س 0 a=‏ 
و E,‏ هم در 17 قرار دادد. این عبادت برای » یکتاست. ذیرا اگر 
و۰۰۰ 0 a=‏ 
و ,0 دد ,۲۷ باشد» مثلا" E0,‏ = مه آنگاه با استفاده از (۱) و (۲) دادیم 


3 
Ea < 2 E,0; 
Em, 


k 
ظرظ 2 ج‎ 
= Ej, 
= E;§; 
= 0۰ 


این مطلب نشان می‌دهد که 7 مجمو ع مستفیم , هاست. "] 


مرلن ۱ 
٩‏ فرض‌کنید 7 فضایی بردادی با بعد متناهی و ,17 زیرفضابی از ۲ باشد. ثابت کنید 
زیرنضایی چون ,7۲ از ۲ وجود دادد که 6۲۲ 1۲< ۲. 
۳ فرض کنید 7 فضایی بردادی با بعد متناهی د ۰۰۰۲۲۷ 17,۰ زیرفضاهایی از باشند که 
۰۰۰ لس 1۲ 7 و بعد( 17) 4-۰۰۰4 بعدل 7) = بعد(۲). 
ثابت كنيد 01۲ 6۰۰۰ 7= 7. 


۴ تصویر ٤‏ را بیا بید که ۲( دا بروی ذیرفضای پدید آمده توسط بر داد ۱۸ )١,‏ در 
راستای زیرفضای بد ید آ مده تو سط بر دار (۲ +۰۱ تصو یر کند. 


۴ این حکم درست است یا غلط : ا گر E,‏ و E«‏ تصو پر هایی بر دی زیر فضا ها یی مستقل 
باشند» آنگاه EFE,‏ يك تصویر است. 


۵ اگر ع يك تصویر و ار يك چندجمله‌ای باشد آنگاه ۳-۴[ = (£) ]. مقادیر ۾ و 
ظ برحسب ضر ایب 7 چه هستند؟ 


5:4 این حکم درست است با غلط : اگر عملگری قطر ی شد‌ابی تنها دار ای مقاد یر سر شت 


۲۷۸ فرمهای متعارف مقدما تی 


نمای go‏ ۱ باشد» يك تصو پر أست. 


۷ ۰ ثا بت کنید که | کک £ تصویر روي ۸ در راستای 7۷ باشد» آنگاه (I—E)‏ تصو پر 
روی ۸۷ در راستای ۸ است. 


۸ ۰ فسرض کنیسد E۰ 8E)‏ عملگ ر هایی خطی رزوی فضای ۲ باشند و 
4E, =7‏ | 
(الف) ات کید ۳ که اکر به‌ از ای ژد داشته باشیم هھ = E, E,=‏ آیگاه بە‌ازایهر 
E = E,‏ 
( ب ) درحالت ۲ = م» عکس (الف) را اثبات کنید؛ یعنی»› اگر 7 < )8 )8£ 
«EI=E,‏ و E,‏ = رل آنگاه E Ex = o‏ 


۰7 فرض کنید 7 يك فضای بردادی حقیقی و 7 و ی خود توان روی‎ ۰ ٩ 
را نیز‎ (I+E) `. معکوس‌پذیر | ست‎ )[ + E( یعنی يك صو یر با شد. ثا بت کنید‎ 


مود 2 


۰ فر ض کنید ۴ ذیرهباتی از اعسداد مختلط (یا» هر هیا تی با سرشت‌نمای صفر) و ۲7 
يك‌فضا ی بردادی‌با بعدمتناهی بردوی باشد. فر ض کنید ٤,۰۰۰۰‏ تصویرهایی 
از ۲7 باشند و رد ٤,‏ ۰۰۰4 ل . ثابت کنید به ازای زت .E;E, = o‏ 
(داهنمایی: از تابع رد استفاده کنید و از ود سؤ ال کنید که رد هر تصویر چیست.) 


۳7 SWEET TEPE EKA EFF 
همچنین فرض کنید که ,۰۰۰6۲ @ , = ۲. ثابت کنید فضای دو گان *7 به‎ 
تجز يه می شود.‎ p* سس‎ ۲ @ ۰ OPV; مجموع مستقیم‎ 


۶ مجهوعهای مستقیم با با 


ما در وهلهة نخست به تجز یه به‌مجمو ع مستفیم 617 0۰۰۰ 7= ۰۲ که در آن هر يك 
اد زیر فضاهای ,7 تحت عملگر عطی مفروض 7 پایا باشد» علا قه‌مندیسم. با در دست 
بودن چنین تجزیه‌ای از ۰۳ 7 به‌وسيلةً تحدید» عملگری خحطی چون ,7 روی هر ,۲۲ الا 
می کند. پس» کنش 7 عبادت از این است که اگر بو بروادی از 7۲ باشد بردارهای 
یکتایی چوڭ ,۰۰/0 را با ره دد ۷ را دار یم که 

.رل هه “=a‏ 


و در این صورت 


مجموعهای ستقيم ایا ۲۷۲۹ 


Ta=T (a ۰۰۰ 7 ره‎ 


این وضعیت را با گفتن اینکه 7 مجموع مستقیم عملگرهای ۲ ۰۰۰ ,7 است توصیف 
می کنیم. در استفاده از این اصطلاح» با ید به حا طر داشت که 4T,‏ عملگرهایی ےی ړوی 
فضای ۲ نبستند» بلکه عملگرهایی خحطی روی ز یر فضاهای مختلف , 17 هستند. این حقیفت 
که ,7© ۰۰۰ و ۲۲ < 7 ما را قادر می‌سازد که به‌هریم در ۰۲ ۸تایی یکتایی چون 
یه ,۰۰۰ ,») از بردادهای په واقع دد ,7 (بنابر په ۰۰۰ ,و =») را 
به‌طر یقی وابسته سازیم که بتو انیم اعمال خطی در 7 را با کار دوی تك زیرفضاهای , 17 
انجام دهیم. اين‌ و اقعیت که هر ,۳ تحت 7پایاست. اجازه می‌دهد که به کنش 7به‌صو رت 
کنشهای مستقل عملگرهای ,7 روی زیرفضاهای , 17 بنگریم. هدف ما مطالمةً 7 با یافتن 
تجز یه به‌مجمو ع مستقیم پایایی اس ت که درآن عملگرهای ,7 از نوعی ابتدایی باشند. 

پیش از ذكريك مثال» اجازه دهید به‌نظیرما تریسی این وضعیت بپردازیم. فرض کنیم 
پایةٌ مر تبی چون ,9 دا برای هر, 17 انتخاب» وبرای اینکه 9 متشکل از اجتماع ,ووهاپاية 
مر تیی برای ۲ باشد آنها دا بتر تیب ,۰8 9۰۰۰۰ مرتب کرده باشیم. از بحثی که‌دد بارة 
نظیر ماتریسی یك زیرفضای پایای تنها کردیم بسادگی مشهود است که | گرم [7] =4 و 

۷ [,7] = ,4 آنگاه ۸ دارای صورت بل وکی 


۸4 O ۰ ۰ ۰ O 
0 A4 وا مه‎ 
۸4 <[ , : )۱۴-۶( 


۰ 
۰ 
۰ 


ج 
2 
< ۰ ۰ 


است. دد (۰)۱۴-۶ 4 ماتریسی رل × ,7(4 صل = ,4) است و ه‌ها نمادهایی برای 
بلوك‌های مستطیلی شکل از اسکا لرهای ه با اندازه‌های مختلف هستند. بعلاوه» بهە‌نظر مناسب 
می‌رسد که (ع۱۴-۶) دا با گفتن اينکه 4 مجموع مستقیم ماتریسهای ,4 ۰۰۰۰ است 
توصیف کنیم. 

بسیادی از اوقات زیر فضای ,17 دا با تصویرهای وابستة #٤,‏ (فضيیةً )٩‏ توصیف 
خواهیم کرد. بنا براین» ضرودت دارد که بتوانیم‌پایایی زیر فضاهای , 17 دا بر حسب ,و ها 


بیان کنیم. 


قضی ۰۱۰ فرض کنیم 7 عملگوی خطی ردی فضای 7د ,۲ 317۰۰۰۰ یز 
“E,‏ ۰۰۰ به صو( تی که در قضیة٩‏ ۲هدهاند. پاشند. دران صورت» شرطی لازم و نی 
براق اينکه هرزپرنضای ,17 قحت 7 پایا پاشد این است که 7 با هريك اذ تصویرصاق 
£ جابجا شود؟ پینی» 


۸۵ فره‌های متعارف مقدما آی 


TEZ ET, I=\, ece“, Rk. 
الباٽت. فر ض کنیم 7 با ھر ,£ جا بجا شود و 0 دد ,۱۷ باشد. وراین صودت‎ 
Ea =a 
Ta=T(E;«) 
= E;(Ta) 
که نشان می‌دهد »7 ددبرد ,8 قرار دارد؟ یعنی» ,17 تحت 7 پایاست.‎ 
۰7 £= اکنون فرض می کنیم هر تحت 7 پايا باشد» نشان‌خواهیم داد که 7غ‎ 
گیریم ۾ بردادی در 7 باشد. دراین صوزت‎ 
0 Eat ۰۰* مسا‎ 
Ta=TE at ۰***۰ FTE,a. 
چون 50 در ,7 که‌تحت 7 پا ياست قراردارد» باید به‌ازای‌بردادی چون ,8 داشته باشیم‎ 
دراین صورت‎ .7 )1,۵( = E8, 
E;TE,a=E;E;B;, 
۳ اگر زا‎ 
۳ اگر ز < ز‎ 
وبنابراین‎ 
آر 0 < 0 رب‎ Eat ۰۰۰ FE;TE,Q 
= E;B; 
< 5 0 ۰ 
0 .E,T <7 E, این دابطه به‌ازای هره در ۲ برقر اد است و از این‌دف‎ 
اکنون عملگری قطری شدنی چون 7 دا بهزبان تجزیه به مجمسوع مستقیم پايا‎ 
(تصویرهایی که با 7 جابجا می‌شوند) توصیف می کنیم. این مطلب بعدها كمك شایانی‌در‎ 
فهم چند قضیة عمیق تجزیةٌ فضاها خوآهد کرد. خواننده ممکن است تصو ر کند که توصیفی‎ 
که در صددعرضهً آن هستیم» درمقایسه با فرمو لبندی ماتریسی» بااین بیان ساده که بردادهای‎ 
سرشت‌نمای 7 فضای زمینه دا پدید می آودند سبناً پیچیده است. ولی بايد در نظرداشته‎ 
باشد که این اولین نظراجمالی ما به‌روشی بسیار مور است که به‌وسيلةً آن می‌توانیم‌مسائل‎ 
مختلفی در رابطه با زیرفضاهاء پایه‌ها ماتریسهاء و نظایرآنها را به‌محاسبات جبری‎ 


عملگرهای خطی» تحصو یل کنيم. با اند کی تجر به» کار آیی» و ظرافت این دوش استدلال 


مجموعهای مستتیم پایا ۲۸۱ 


قضية ۱ فرضی کنبم 7 عملگری خحطی دوق فضای بىد متناهی 7 باشد. اگسر 7 
قطری شد لی و ۰6 6۰۰۰۰ حشادیر سوشت نمی حشما پر "7 باشند» آ یکاہ عمگرها پې حطلی 
چون E, E «E,‏ روگ ۲ دوجود دارند که 

T=c E+ ۰۰۰ + ره‎ (1) 

I= E ۰۰۰ FE, (1) 

j ‘E;Ej=o )۳( 

E) E = E, )۳(‏ وك تصویر است)؛ 

(۵) برد ,۰ فضاق سرش نماي 7 واپسنه به ;ع است. 

بعکسی ‏ ار k‏ اسکا لوحتم چو 6 6۰۰۰۰ ko»‏ عملگر ی غېرصدر Ey ۰ ۰ “E,‏ 
موجود باشند که شرایط (۱) (۰)۲< (۳) دا برآددند ۰ آنگاه 7 فطری شدفی است؛ 
۰6 ۰۰۰۰ 6 حقادهر سرشت نمی عنمایز 7 هستند« و شرابط (۴) د (۵) نیز برفراد ند. 

الہات. فرض کنیم "7 قطری شدنی و با مقادیر سرشت‌نمای متمایسز ٤٥‏ 6۰۰۰۰ 
باشد. گیسریم ,1۷ فضای بردارهای سرشت‌نمای وابسته به‌مقدار سرشت‌نمای ,‌ باشد. 
همان‌طور که قلا" دیده‌ایم 


م۲ ۵ ¢+ +۰ ۲۲« ۳ 

گیر يم ,5 ۰۰۰۰ همچون درقضيهةٌ ٩‏ تصویرهای وابسته به‌این تجزیه باشند. دداین 
صودت (۰)۲ (۰)۳ (۰)۴ و (۵) برقرارند. برای اثبات (۱) به‌شر ح زیسرعمل می کنیم. 
به‌ازای هره دد ۳ 

مر ۰۰۰ a= E a+‏ 
و اداینر و 

Ta=TE a+ ۰۰۰ 1-7 0 ۱ 
۱ و من‎ Jc, Era: 


به بیان دیگر» ,رب ۰۰۰ ل 68 < 7. 

حال فر ض کنید عملگری خطی‌چون 7 همراه با اسکا لرهای متمایز ,6 وعملگرهای 
غیر صفر ٤,‏ که (۰)۱ (۰)۲ و (۳) دا برمی آور ند داده شده باشند. چون به‌ازای ij‏ 
ه = ر ]رل دوطرف زرط ۰۰۰ + E‏ =[ راکه در ,۴ ضرب کنیم بلافاصله 
E;‏ = 7 دا به‌دست می آودیم. با ضرب من ۰۰۰ cE‏ = 7 دد ٤,‏ خواهیم 
داشت ,یره = ,]7 که نشان می‌دهد هر برداد دد برد 8 ددفضای پوچ (آ,ع -- )نیز 
هست. چون فرض کر ده‌ایم که ‘E; o‏ این مطلب ثا بت می کند کسه بر داری غیر صفر در 
فضای پوچ (7,» -- 7) وجود دادد؛ بدین معنی که ,ع يك مقدار سرشت‌نمای 7 است. 
بعلاوه» ,ها کل مقادیر سرشت‌نمای 7 هستند؛ زیر ا» اگر ع اسکالری دلخواه باشد آنگاہ 


۲ رمهای متعارف مقدما تی 


5( )1 ۰۰۰ ۷( ) < 1-7 
لذا اک ه = ,و( [ن - 7) بايد داشته باشیم .(c,—cJE,« =o‏ ا گر » برداد صفر نباشد» 
اه وم هست که ه جر » و از اين‌رو به‌ارای این ز دادیم هد 6 .C—‏ 
مما "7 قطری‌شدنی است» ديرا نشان داده‌ایم که هر بردار غیر صفر در بر د dE,‏ بك 
برداد سرشت‌نمای 7 نیزهست و این واقعیت که ,1 .۰ و I=‏ نشان می دهد که 
این بردارهای سرشت نما 7 را پل ید می آ ود ند. نچه برای اثیات باقی می ما ند این‌است 
که فضای بو ج (T7 —c)‏ دقیفاً برد E;‏ است. اما این موضوع واضح است» چراکها گر 
0 -<- بو ۰7 آنگاه ۱ 
3 
o.‏ = 0ر یط (رع - ره) 
۱ ز 
از این‌رو 
به‌ادای هر [» o‏ = ۵, ل] (ره س- ر6) 
و آنگاه 
O, Jji.‏ << ۲,۵ 
چون ٤»‏ + ۰۰۰ +64 = » و به‌ادای دز ه = »۰£ پس دادیم E۵‏ = »۰ 
که حود شان می‌دهد که ۵ دد برد E;‏ است.۱ ] 


بخشی از قضيهةٌ ٩‏ بیان می‌کنددکه برای عملگری قطری شدنی چون 7 اسکا ثرهای 
6 ۰ مب و عملگرهای Ey, ۰۰۰ “E,‏ په‌طور یکتا به‌وسیبلة شرایط (۰)۱ (۲) ۰۳۸ 
این شرط که ,مها متمایز ند واین شرط که ٤,‏ ها غیر صفر ند» تعیین می‌شوند. یکی ازخواص 
جا لب تجز یه رگن ۰۰۰ T=c E‏ این است که ا گر ع چندجمله‌ای دلخو اهی 
بر روی هیأت ۸ باشد» آنگاه 


)۵ ۰۰۰ )<< (207 
جزئیات اثبات را به‌خو اننده و امی گذادیم. بر ای مشاهده چگونگی اثبات این مطلب. تنها 
دیا ژ مند به‌محاسبهةً cT"‏ به‌از ای هر عدد صحیح م؛ هستیم. به‌عنو آن نمو نه 
k‏ 7 
T= cerE,2,cjE;‏ 


i= j١ 


k k 
رس‎ 2 C;€;E;E; 


اکر اص 


k 
نت‎ EE 


غ 


kË 
= 6: ۰ 


دز 


مجموعهای ستقیم پایا ۲۸۳ 


لازم است خواننده این را با (4)ع که در آن 4 ماتریسی قطری است مقایسه کند؛ زیرادد 
این‌صودت (2)4 چیزی جز ماتریسی قطری با ددایه‌های‌قطری (,,ش)ع» ۰۰۰۰ (ممشاع 
یخو اهد بود. 
درحا لث خاص» مایلیم بدانیم هنگام به‌کاد بردن چندجمله‌ایهای لاگرانژ متناظر با 
اسکا لرهای Cy ۰۰۰۰ CC,‏ 
P= 1] (z—e)‏ 
C;(‏ ¬ ز6) زک 


چه رخ می‌دهد. دادیم “p;(C:)=8;;‏ یعنی 
1 
P;(T) = 2 E;‏ 
E;‏ = 
پس» تصویرهای E;‏ نەتنها با T‏ جا بجا می شو ند بلکه جندجمله‌ایهای بر حسب T‏ هسسك . 
ازاين گونه محاسبات با چندجمله‌ایهای برحسب 7 می‌توان برای ارائ اثباتی‌دیگر 
از قضيهةٌ ۶ که عملگرهای قطری‌شدنی را برحسب چندجمله‌ایهای مینیما لشان سرشت‌نمایی 
می کند» استفا ده کرد. این اثبات کاملا" مستفل از اثبات قبلی است. 
اگر 7 قطری شدنی باشد» 1 ۰۰۰ ,ید 7 آنگاه به‌ازای هر چند. 
جمله‌ای ۽ 
بر (ره)ع ۳ ۰ HF‏ ظ(6)ع < (7)ع 
پس» ه = ( 8)7 اگر وتنها ا گر به‌ازای هرز ۰ = (,٥)ع.‏ بخصوص,. چندجمله‌ای مینیمال 
7 عبارت است از 
۰(بن —( ۰۰۰ p= (a — cC)‏ 
حال فر ض کنیم 7عملگری حطی با چند جمله ای مینیما ل( - ه) ۰۰ (ژره --2) =7 
باشد و ,» ۰۰۰۰ > عناصرمتمایزی ازهیأت اسکا لری. چندجمله‌ایهای لاگرانژ داتشکیل 
می‌دهوم 
1 (ره- 2) و 


از فصل ۴ یادآودی می کیم که رر8 = (رع)2 وبه‌ازای هر چندجمله‌ای چ با در جۀحدا کثر 
(k— ۱)‏ دادیم 


e 


)۵( ۰۰۰ 4 رم(ه)ع =8 
اکر چ را چندجمله‌ای اسکا لری ۱ وسپس چندجمله‌ای ي بگیریم» دادیم 


۴ فرمهای متعارف مقدما تی 


+p‏ .۰ معا 
(۱۵-۶) ۱ 
Ph ۰ eyPy‏ 6 ع< ند 
(خحوانندم زيرك توجه خواهد کرد که ممکن است استفاده از ے درست باشد» چرا 
که ۸ ممکن است ۱ باشد. اما گر ۱= ۰ 7 مضربی اسکالری از عنصرهمانی است و 
لذا قطری‌شدنی.) حال فر ض کنیم ( )رم = «E;‏ بنا بر (۱۵-۶) دادیم 
JAE Ee EE‏ 

)۱۶-۶( 

T=ce Et °*** e,Ey 
توجه کنید که | گر زعچة» آنگاه ور بر چندجمله‌ای مینیمال م بخش‌پذ یراست» چراکه‎ 
وو)ها را به‌عنوان ساژه‌ای شامل است. پس‎ -- c,( همه‎ ۳ 
EE Sê, ij. )۱۷-۶( 
اما این مطاب‌از‎ ۰,٥ مطلب دیگری را که باید نشان دهیم این است که به‌ازای هرز‎ 
این واقعیت نتیجه می‌شوو که م چندجمله‌ای مینیمال 7 است» و از این رو نمی تو انیم‎ 
داشته باشیم ه = (7),م» چراکه درج ,م از درج ص کمتر است. این نکتۀ آخر» همراه‎ 
با ( ۰۱۶-۶ (۱۷-۶). واین امر که ,ع‌ها متمايزند؛ ما را قادر می‌سازد که قضيةٌ ۱۱ دابه‌کاد‎ 
]1 بندیم و نتیجه بگیریم که "7 قطری‌شدنی است.‎ 


ثمر .ین 

۸ فرض کنید £ یك تصویر ۲ و 7 عملگری عطی دوی ۲ باشد. ابت کنید که برد £ 
تحت 7 پایاست ١‏ گر وتنھا اگر 7 = ع 7. همچنین ثا بت کنید که برد وفضای پوچ 
£ هردو تحت 7 پایا هستند ا گر وتنها اگر 7 < 7. 


۳ . فرض کنید 7 عملگری خطی روی ۸۲ باشد که ماتریس آن درپايةٌ مرتب استانده 


2 


است. فر ض کنید ,17 ذیرفضایی از ۸ پدید آمسده توسط برداد (ه ,۱) = باشد. 
(الف) ثابت کنید , 7 تحت 7 پایاست. 
(ب) ثابت کنید هیچ زیرفضایی از ۲7 وجود ندارد که تحت 7 پایا و مکمل 
7 با شد: 
BW:‏ ۲۷ << 1۲ 
(با تمرین ۱ از بخش ۵.۶ مقا يسه شود.) 


۵ 


مجموعهای مستتئيم پايا ۲۸۵ 


» فرض کنید 7 عملگری خطی روی فضای برداری با بعد متناهی ۲ باشد. فرض کنید 


8 برد 7 و ۸۷ فضای پوچ 7 باشد. ثا بت کنید ۸ و ۷ مستفل هستند ار وتنها اگر 
REN‏ << ۳. 


۰ فرض کنید 7 عملگری خحطی روی 7 باشد ونيز 6۲۲ ۰۰۰ @ ,7= ۷ که هر , ۲۷ 


تحت 7 پا يا ست. فر ض کنید T;‏ عملگر ( تحدیدی) القا شده روی 2 باشد. 

(ا لف( ثابت کنید ),7( det‏ ۰۰۰ )ڊ7( .det (7) = det‏ 

(ب) ثا بت کنید که‌چندجمله‌ای سرشت‌نمای ۶ عبارت است ارحاصلضرب چند- 
جمله‌ایهای سرشت‌نمای f‏ + ه 64 ۳ 

(ب) ا بت کنید چند جمله‌ای مینیمال ST‏ جک رین مضرت مشتر ك چند جمله‌ایهای 
میئیمال eT‏ + و 6۰ 7 است. (داهنمایی: احکام متناظر مر بوط به‌مجم‌وع مستقیم 
ماتر یسها را اثبات کنتید سپس آنها را به کار بل یل ۰( 


فرض کنید 7 عملگری خحطی قطری‌شدنی روی "۸ باشد که در مثال ۳ از بخش ۲.۶ 
مورد بحث قرار گرفت. چندجمله‌ایهای لا گرانژ دا به‌کاد گیرید تا ماتریس نمایش 4 
را به‌صودت ۲ +£ = 4 1= ,]1 و E) E) =o‏ بنویسید. 


4 دا ماتریس ۴ ×۴ درمثال ۵ از بخش ۳.۶ بگیرید. ماتریسهایی چون ,۰۰ و 


بر بیا بید که 


تمه وله << و و هس ij «E;Eg‏ . 


۰ در تمرینهای ۵ و ۶ تو جه کنید که (به‌از ای هر ز) فضای بردارهای سرشت‌نمای و ابسته 


به‌مقدار سرشت‌نمای C;‏ تو سط بردارهای ستو نی ما تر یسهای مختلف E;‏ با ji‏ پدید 
می آید. یا این امرتصادفی است؟ 


۰ فر ض کنید 7 عملگری خطی روی 7 باشد که با هرعملگر تصویری روی ۲ جا بجا 


شود. دزمودد 7 چه می‌توان گفت؟ 


فر ض کنید 7 فضای بر داد ی توا بع(با مقد اد ) حقیقی پیوسته روی فاصلة[ | -ل ,۱ -- ] 
از خط حقیقی باشد. همچنین فر ض کنید , ۲7 زیرفضای توابع‌زوح» (ه) f‏ < (ه -) هه 
و ے7 زیرفضای توابع فرد» () -- = (ے و باشد. 

(الف) شان دهید , #@, 7= ۲. 

(ب) اگر 7 عملگر انتگرال نامعین 


۲۸۵ فرمهای متعارف مقدما تی 


Ff) = 1 70 7 


باشد» آیا ,17 و , 1۳ تحت 7 پایا هستند؟ 


A.S‏ مات با 


کوشش ما دداین بخش این ات که ی 7 روی فضای با بعد متناهی ۷ را ار 
9 تجز ية 7 به‌مجموعی مستفیم ار عملگر ها یی که به‌معنایی ابتدایی هستند » مطا لعه کنیم. 
می‌تو انیم این کار را دربرخی از حالات خاص معین» مثلا" هنگامی که چندجمله‌ای مینیمال 
7 برروی هیأت اس لری F‏ به‌حاصل‌ضر بی از حندحجمله‌ایهای تکین متمایز از درجة ۱ 
تجز یه شو د» ازطریق بردارها ومقادیرسرشت‌نمای 7 انجام دهیم. درحا لت کلی چە می تو انیم 
۲ نیم؟ درصورتی که سعی کنیم 7 را با استفاده ازمقادیر سرشت‌نما مطا لعه کنیم با دومساً له 
روبرو خحواهیم شد. اول آنکه 7 ممکن است حتی‌يك مقدارسر شت نما هم دل‌اشته باشد؛ 
این وضع درواقع نقیصه‌ای است از هیأت اسکالری» بدین معنی که این هیأت بستۀ جبری 
نیست. دوم حتی | گر چندجمله‌ای سرشت‌نما به‌طورکامل برروی 7 به‌حاصل‌ضربی از چند۔ 
جمله‌ایهای درجةّ ۱ تجزیه شود ممکن است برای 7 به‌اندازهٌکافی برداد سرشت‌نماجهت 
پدید آ وردن فضای 7 موجودنباشد؛ واضح است که این‌دوضع تشیصه‌ای از 7 است.وضعیت 
دوم با عملگر 7 روی ۳۳ (جر هیاتی دلخواه) که در پاي استانده توسط 


نمسایش داده می‌شود تشر یسح می گردد. چندجملهای سرشت‌نهای ۸4 عبنادت است از 
(۲(۲)4-۱ )که بوضوح چندجمله‌ای مینیمال 4 (یا 7) نیز هست. پس» 7 قطری- 
شدنی نیست. و اضح است که این‌واقعه به‌دلیل اینکه بعد فضای پوچ (۲ - 7) يك است. 
رخ می‌دهد. از طرف دیگر فضای پوچ (-۲4) و فضای پوچ ۲7(۲--7) با هم 7 
را پدید می آورند؛ اولسی زیرفضای پدید آمده توسط ,ع و دومی زیرفضای پدید آمده 
توسط ,6 9 6 است. 

این دوش کم وبیش روش عمومی درهو رد دومین مسا له است. و جند جمله‌ای 
مینیمال 7 به‌صورت زير تجز یه شود (به‌عاطر داشته باشید که این فرض است) 


۴ -2) ۰۰۰ ان و) =7 


۴ 6 6 عناصر متمایز F‏ باشند» گام شان حو اهیم داد که فضای ۳۲ مجموع 


قضیه تجز یه او لبه ۸۷ ۲ 


ر 2ے Fi‏ 4 

مسقیم فضاهای پوچ عملکرهای (7رع--7) + ۰6 ۱۰۰۰۰ ز» است. این فرض در ورد 
م با این حقیقت هم‌ارز است که 7 مثلثی‌شو نده است (قضیه ۵)؛ گرچه» عام به‌این‌واقعیت 
هم کمکی به‌ما لخر اهد کر د 

قضیه‌ای راکه اثبات می کنیم» عمو می تر ازمطلبی است که تشر یح کر دیم» حراکه‌این 
قضیه به نجز يه او له چند جمله‌ای مینیمال مر بوط است» واه سازه‌های ادلی که ور کار 
وارد می شو ند همگی از در جه یکم باشند خواه نباشند. برای خو اننده مفید است که‌حالت 
خحاصی راکه سازه‌های اول از درجهةٌ ۱ باشند وحتی به‌طسور اخحص اثبات تصو یری گونة 
قضيةٌ ۶ راکه حالت خحاصی اداین قضیه است» بەتصو ر آورد. 


قضب ۱۳. (قضی تجزی؟ او لیه). فرضی کنبم 7 عملگری خطی دوی فضای بردادی 
بعدمتناهی 17 برردی هبات ره د ر چندجمله‌ای میلیمال 7 


p= ۱ ۰۰۰ زور‎ 

باشد. دراینجا ,مها چند جملهایدای تکیین تحویل نا پذیر لمایزی برردی ۲ و ,مرها اعداد 
صحیح ملہتی هسنند. گیري .7 فضاق پوچ ( 77 kK‏ ,۰۰۰ ,= باشد. در این 
صورت 

VW 6 ۰۰۰ BW, )۱( 

(۲) همةٌ ,ها تحت 7 پاپا هسنند. 

(۳) اگرر7 عملگر القا شده توسط 7 «دی 17 باشد. آنگاه چندجمله‌ای مینیمال 
,7 عبارت ۱ست ا( بو . 

ایبات. طرح اثبات چنین است. | گر تجزیه به‌مجمو ع مستقیم (۱) معتبر باشده چچگو نه 
می تو آنیم تصویرهای ,ی» ۰۰۰۰ ۳ وابسته به‌این تجزیه را به‌دست آودیم؟ تصو یر ,10 
زوی ,17 عنصرهمانی و دوی دیگر ,ها صفراست. يك چندجمله‌ای چون رم می‌یا بیم 
که (۸,)7 دوی ,۷ عنصر همانی و دوی ,۳ های دیگر صفر باشد و بعلاوه 
1=( 7+ ۰۰۰ -+-(7),] وغیره. 

به‌از ای هرق فر ض کنیم 





۰ ۶ ]1 = ۶ رز 
PD; j#i‏ 


چون م۰ ۰۰۰۰ ,ر جندجمله‌ایهای اول متمایزی هستند» چندجمله‌ایهای f‏ ۰ ۰۰ رل 


سیت به هم اول می با شند (قضية ۰۱۰ فصل ۴( پس» چند جملهایها یی چون 82۱ ° 8° 
و جود دار ند که 


2.1 8: ۱۰ 


بعلاوه تو جه کنید که | گرر رنه آنگاه i;‏ بر جندجمله‌ای P‏ تقسیم پذ بر است» زرا رل 


۲۸۸ فرمهای متعارف مقدما تی 


هر ۳۳4 رأ بهعنو ان سازه‌ای در بردارد. ان حواهیم داد که جال جمله ابها ی رل حد ,۸ 
هم به‌همان طریقی که در اولین بند اثبات تشریح شد» عمل می کنند. 

فرضص کنیم .E=h,(T)= f,(T)8,(T)‏ چون ۱< ,| + ۰*۰‘ واه و 
به‌از ای دز رگ را عاد می کند» دادیم 


E+ A +F-E,= I 
.E,Ej= o و هر گاه ز نز‎ 
پس» ,هب تصویرهایی هستند که با تجز یه ای به‌مجموع مستقیم از فضای ۳۲ در تناظر‎ 
باشد؛ آنگاه ,0 << ,0؛‎ E, در ,7 بیزهست. زیرا اگر 0 دد برد‎ ٣٤, که هر برداد در برد‎ 
و لذا‎ 
7)ر‎ (۰۰ < p(T) ۵ 
= p(T) f 7),ع7(8),‎ (۰ 


mo 


چرا که ,چ ص بر چندجمله‌ای مینیمال 2 تقسیم پذ یر است. بعکس» فرض کنیم » در فضای 
پوچ ۳(۰)م باشد. اگر وه آنگاه رع بر از تقسیم‌پذیر است و لذا 
0 > 0( 7)رع(7) ‘f‏ بعنی» به‌از ای ادن 0 < ,۵ .۰ اما دداین صودرت» ضروری‌است 
که ۾ = »,8 یعنی» 0 در برد ٤,‏ باشد. این مطلب اثبات حکم (۱) داکامل می کند. 
به‌طورحتم واضح است که زیرفضاهای ,7 تحت 7 پایا هستند. اگر ,7 عملگر الا 
شده توسط 7 روی ,۳ باشد» آنگاه‌بدیهی است که ه = :(,7),م؛ چراکه بنا بر تعریف» 
(0,)7 رویز یر فضای , 17 برابره است. این مطلب نشان می دهد که چندجمله‌ای‌مینیمال 
,7 چندجمله‌ای ارو را عاد می کند. بعکس» فر ض کنیم 4 ك چندجمله‌ای باشد که 
٥‏ = ( 7)ع. دداین‌صودت ۰ = (7), [(7)ع.پس , [ع بر چندجمله‌ای‌مینیمال 7 یعنیم» 
تقسیم پد یسر است؛ یعنی»  ,‏ م چندجمله‌ای , [8 را عاد می کند. بساد گی‌دیده می‌شود که 
7 هم چ را عاد می کند. از این‌رف چندجمله‌ای مینیمال ,7 عبادت است اذ ام 7] 


نتیجه. اگر ,5 ۰۰۰ تصویرهای وا بسنه به‌نجزیه اولبه 7 باشنده ۲ نگاه هر ,£ 
پلف چند جملهای پرحسبپ 7 است و لذا اگر عملگر حطی ہا 7 جاپجا شود. نگ ۲ 
با هرك اذ ,ها جا بجا می‌شود. د دد ننېجه هرژپرفضای ,17 فحت 17 پاپاست. 


برحسب نماد گذ اری اثبات قضیۂ ۰۱۲ نظری می‌کنیم به‌حالت خاصی که در آن‌چند. 
جمله‌ای مینیمال 7 حاصل‌ضر بی از چندجمله‌ایهای درجۀ یکم باشدء یعنی حالتی که دد آن 
هر ,صم به‌صو دت رن ¬ ي =7 است. جال برد E;‏ عبارت است از Ww,‏ یعنی فضای پد 


فضيهة نجز یه اولیه ۲۸٩‏ 


1~ 7). فرض می کنيم ٥8,‏ ۰۰۰ لقن = (. بنا برقضیة 0۱۱ عملگری 
قطر ی‌شدنی است که آن را جزء قطری‌شد نی 7 می‌نامیم. بەعماگر ط - 7= N‏ توجه 
کنید. دادیم 
7 م.. T=TE‏ 
D=c E N -+C,E,‏ 
لذا 
N= (Te MEH °<“ H(T—e)Ey‏ 
حواننده باید تاکنون بە‌قد ر کافی با تصویرها آشنایی پیداکرده باشد که ببیند 
NT =(T—e TEH ۰° -H(T - (۲۸‏ 
ودرحالت کلی ۱ 
مک ( لب - )۷ ۰۰۰ 5۱۷ (,--7)< N‏ 


وقتی به‌ازای هرازه ,< آنگاه ه = ۰۷ چرا که دداین صورت عملگر (آبی--7) 
ړوی برد ٤,‏ برابر ه است. 


تعریف. فرش کیم ۷ عملگری خعطی ردی فضای بردادی 7 باشد. گسویيم N‏ 
بوچ‌توان ست ۰ هرگاه عدد صحیح می چون 7 وجود داشنه باشد که ه < 7۷ 


قضيهة °۴۳ گیریم T‏ عملگریخطی ددق ذضای پودادق بمدمتدا هی ۲ پرردی هبات 
۳ ہاشد. فرض کن چندجمله‌اق میلیمال ۰7 برددی 7 بەحاصل‌ضرہی ۱ز چندجملهپیای 
خطی تجزبه شود. دد این جورت عملگری فطریښدنی چون ( ددي 7۲ د عملگر چرچ 
نوا نی چون N‏ دی 7 وجود دارد که 

7 < (1-۷ )۱( 

(۲) 2۷ < ۰72۷ 
عملگر قطری‌شدنی ( د عملگر پو چتوان 2 توسط (۱) د (۲) به‌طوریکتا نعیپین می شو ند 
9 هربك ۱ ۲ نیا پث چند چملهای پرحسب 7 است. 

البات. قریباً مشاهده کردیم که می توا نیم بنو یسیم 71-۷ -< 7؛ دراینجا D‏ قطر ی۔ 
شدنی و ۷ پوچ توان است و نیز و و N‏ نه‌تنها جا بجا می‌شوند بلکه چندجمله‌ایهایی 
بر حسب 7 هستند. حال فر ض کنیم +( = 7 را هم دادیم که در آن '( قطری‌شدنی 
و ۸۷۲ پوچ توان است و ۸۷0 = "۷ '(. ثابت خواهیم کرد که "0 =0 و ۷ < ۷. 

چون "رز و ۸۷۱ با یکدیگر جا بجا می‌شوند و 4-۷« 7 می بینیم که "از و۷۱ 
با 7 هم جا بجا می‌شوند. پس. از و "۷ با هر چندجمله‌ای برحسب 7 جابجا می‌شوند؛ 
ازاین‌رو آنها با ر و × نیز جابجا می‌شوند. حال دادیم 


۰ ۲۹ فرمهای متعارف مقدما تي 
۷۲+ < 4۷ 


 < ۷ - ۷‏ -] 
واین چهارعملگرهمه با هم جا بجا می‌شو ند. چون ‏ وا هرو قطری‌شدنی هستند و باهم 
جا بجا می شو ند همزمان نیز قطری‌شدنی هستند و (] - ر] هم قطر ی‌شدنی است. چون 
۷ و N‏ هردو پو چ توان هستند وبا هم جا بجا می‌شوند» عملگر (۷--2۱) پو چ‌تران 
است؛ زیر ا؛ با استفاده از این حکم که ۸ و "۷ با هم جا بجا می‌شوند 


(N —NY = 3 (JY (N) 


ولذا وقتی که م به‌اندازغکافی بزر گت باشدهرجمله دراین بسط (۷- ۷۱ ) برابره است. 
(درواقع مین توان هرعملگر پو چ‌توان دوی فضایی بعدی باید ه باشد. دراینجا اگر 
۸ تم فرض شو د) م به‌اندازة کافی بزر گك هست و از اینجا نتیجه می شود که 27 ۲ هم 
بها ند ازهکافی بزر گث است؛ اما این مطلب از عبارت بالا آشکار نیست.) حال او - و 
عملگری قطری‌شدنی‌است که پو چ‌توان نیزهست. چنین عملگری بوضصوح عملگر صفر است؛ 
زیرا به‌علت پو چ توان بودن ری هست که > وجندجمله‌ای مینیما لش به‌صودت ي 
باشد. اما در این صودت. چون این عملگر فطر ی‌شدنی است» چندجمله‌ای مینیمال آن 
نمی تو اند دیشه‌ای مکرر داشته باشد؛ اد این‌دی ۱ = ر وجندجمله‌ای مینیمال جیزی جز كه 
نیست» واين حود حا کی است که این عملکر ه است. پس» می بینیم که D=D'‏ و 
NEN"‏ 


نتیجه. گر ۲ فضاپی پردادی با بعد منداهی پو ردق هیأت جسن چبری ره عشلا 
هبات اعداد مخشلط» باشد. در اپ صورت هرعملگ وی 7 وی 7 می‌ذواند به‌صورث 
مجموع يك عملگرقطری‌شد نی ( وپك عملگر پو ج‌نوان ۷ که با پکدیگر جا بجا می شو ند 
نوشنه شود. اپن عملگرهای ( د ۷ پکنا هستند و هریك از نها پلف چندجمله‌اق برحسب 
7 استث. 


از این نتایج مشهود است که مطا لع عملگرهای حطی روی فضاهای برداری بردوی 
هیا تی بست جبری» اساسا به‌مطا لعةٌ عملگر سای پو چ‌توان تحویل می‌شود. برای فضاهای 
برداری برروی هیا تھا یی که بستجیری نباشند» هنوزذهم لازم است جانشینی برای بر دارها 
ومقاد بر سر شت نما بيأ بیم. کته بسیارجا لب در اینچاست که این دو مسئله می تو انند همزمان 
مورد بررسی قراد گر ند واین مطلبی است که در فصل بعد به‌انجام آن خو اهیم پرداعت. 

درخاتمه این بخش» مایلیم مثا لی عر ضه کنیم که برحی از ایده‌های فضيةً تجز یاو له 
را تشر یح می کند. چون این مثال با معادلات دیفراسیل سروکار داد واذاین نظر به‌طو ر 
مطلق جبر خطی دست » ارایةٌ آن را به‌انتهای بخش م وکول کر دیم. 


قضی تجزية او لیه ۲۹۱ 


مثال ۴ در قضبهٌ تجز یه او لیه‌لاز نیست که فضای بردادی ۲ با بعد متناهی باشده 
ونیز در قسمتهای (۱) و(۲) لازم بیست که و چندجمله‌ای مینیمال 7 باشد. اگر 7عملگر ی 
حطی روی فضای برداری دلخواهی باشد و اگر چندجمله‌ای تکینی چون م و جود داشته 
باشد که ه <(۰)7 آنگاه با اثباتی که ارائه کردیم» قسمتهای (۱) و (۲) قضيةٌ ۱۲برای 
T‏ هم معتبر هستند. 

گیریم (رعددی صحیح مثبت و ۲ فضای همة توابع # بار به‌طور پیوسته مشتقپذ یر 
f‏ روی حط حقیقی باشد که در معاد له دیفراسیل 


df Ny df 
gf Fn ga بل‎ E Far سل‎ 0, = 0 )۱۸-۶( 
ابتهای مشخصی سین گرا 9 فضای توابع‎ da ° cd. صدق می کنند. در | یندا‎ 
ربا د به‌طو ر پیوسته مشتی‌پذ پر ر | نشان دهد ] نگاه ۳۲ فضای جوابهای این معاد لةدیفر انسیل»‎ 
زیر فضایی اد ے٣ است. ا گر ( عملگر مشتق گیری را نشان دهد د ر جندجمله‌ای‎ 
p= tage <. Faata, 
باشد» آنگاه ۲ فضای پوچ عملگر ()م است؛ ریرا (۱۸-۶) بساد گی بيان می کند کسه‎ 
بنابراین» 7 تحت ( پایاست. اکنون و را به‌عنوان عملگری خحطی روی‎ .p(D)f =o 
زیر فضای ۷ محسوب می کنیم. دراین صورت ه < (()م.‎ 
اگر توابع مختلط (مقداد) مشتق‌پذیر مورد بحث باشند» آنگاه ,0 و 7 دو فضای‎ 
9ب می توانند اعداد مختلط دلخواهی باشند. اکنون‎ Cee ‘de, برداری مختلط هستند و‎ 
با فرض اینکه ۱ 6۰۰ اعداد مختلط منمایزی با شند می او یسیم‎ 
7 =)¬- (` ۰۰ --وو)‎ (۴ ۰ 
با شد» آنگاه قضيهةٌ ۲ بيان می کند که‎ (D—c;1) فضای پوچ‎ W, گر‎ | 
V=W O 0© ¢ BW, 
به بیان دیکر ا گر ر درمعادلة دیفرانسیل (۱۸-۶) صدق کند آ نگاه 7 بەطور یکتا به‌صودت‎ 
[ وت هه ا [ع<‎ 
صدق می کند.‎ (D—c;1)' [, < ۰ قا بل توصیف است و هر رگ در معاد له دیفرانسیل‎ 
بنا بر این مطا لعه جو ابهای معا د له (۰)۱۸-۶ به‌مطالعةً فضای جوابهای معادلة دیفر انسیلی‎ 
به‌صو رت‎ 
(D—cI)Jf =o )۱۹-۶( 


تحویل می‌شود. این تحویل, با دوش عمومی جبرخحطی» یعنی با قضية تجزية او لیه.ء‌صودت 
گر فته است. 


۲ فر مهای متعارف مقدما تی 


برای و صیف فضای جوابهای (۱۹-۶) با ید مطا لبی درم‌ورد معادلات دیفر اسيل 
بدانیم؛ یعنی بايد درمورد و مطالبی سوای این واقعیت که عملگری خحطی است بدا نیم . 
با این وجود» نیا زی به‌دانستن‌مطا لب‌زیادی نداد یم. با استمرا دوی 7 بسیار آسان‌می‌توانیم 
۳ بت کنیم که اگر 7 و0 با شد» ۳ 


(D—cI) f =e“D (e *f) 


( “یگ =( e)‏ و غبره. 
پس» ه < ۳( -) اگر وتنھا اگر ه = (*7ع) . تابعی چون که ه = جر 
یعنی ه = ,7/0 باید تا بعی چندجمله‌ای از درج (۱--م) یا کمتر باشد: 

g()=b, ۷  ۰ +b, .‏ 
پس ‏ در (۱۹-۶) صدق می کند اگر وتنھا | گر گر به‌صودت 

Fb, )‏ ۰۰۰ ,)۵۹ <() [ 
باشد. بنا براین» «توابسع» "ی گوی ٠۰۰۰‏ ۳۱۵ فضای جو ابهای (۱۹-۶) دا پدید 
سم 


می آ ور ند. چون توا بع 5 فد مه 7 مستقل نعطی هستند و تا بج مایی صغسر ود | ز ده 


این « تابع ۱--سک کم پایه‌ای برای فضای جوابها تشکیل می‌دهند. 
با باز گشت بهمعاد ل دیفرانسیل (۱۸-۶) که همان معاولة 
p(D)f =o‏ 
۴( ه) ۰۰۰ ۲( ه) P=‏ 
است» می ینیم که و« تابع "۳۵ ۱ سر > که و کار > ۱ پایه‌ای برای فضای 


جوابهای (۱۸-۶) تشکیل می‌دهند. بخصو ص» فضای جوابها با بعد متناهی است و بعدش 
برابر با درجةً چندجمله‌ای ر است. 


مر .ین ۱ 

ِ فرض کنید 7 عملگر ی خطی روی ۲۲ باشد که در پايةٌ مر تې استانده با ماتر یس 
٣س‏ سے بو 
س إس ‏ 


۳ات وت 10 


نمایش داده می‌شود. چندجمله‌ای مینیمال م از 7 دا به‌صورت رم = مر که در آن 


قضیة تجز یه او لبه ۲۵۹۲ 


2۱ و پم تکین و برروی هیأث اعسداد حقیقی تحویل نا پذیر باشند» بیان کنید. گیریم 
,۲۲فضای پوچ (7),م باشد. پایه‌های ,9 برای فضاهای ,17و ۳ دا بیابید. اگر,7 


ات ۱ ۳ 
بت ۲ ۲ 
0 ۲ ۲ 


در پایهةٌ مر تب استانده نمایش داده می‌شود. شان دهید عملگری قطری شدنی چون ] 
روی ۸۲ وعملگکری پو ج‌توان چون ۷ روی ۸ وجود دارد که 1-۷( - 7 و 
N= ND‏ . ماتریسهای ‏ و N‏ دا درپايةٌ استانده بیا بید. (عیناً اثبات قضیهٌ ۱۲ را 
برای این حالت خحاص تکر اد کنید.) 


۳ گر ۲ فضای هم جند‌جمله‌ایهای از درج ور یا کمتر برروی هیأت جر باشد» ثابت 
کنید که عملگر مشتق کبر ی روی ۲ پو چ توان أست. 


۴ فرض کنید 7 عملگری خطی دوی فضای با بعد متناهی 7 با چندجمله‌ای سرشت‌نمای 


تیه -ت) ۰۰۰ ۳( م)ع ‏ 


وجندجمله‌ای مینمال 


-2) ۰۰۰ ۱(ه-ه) p=‏ 
باشد. ونیز فر ض کنید ,17 فضای پوچ *( لب -7) باشد. 

(الف) ثا بت کنید Ww,‏ مجموعةً هم بر دارهای ۾ در 7 است که به‌از ای عدد 
صحیح مثبتی چون «« ( که ممکن است به به وابسته باشد) ه »"(1- 7). 

(ب) ثابت کنید بعد ,77 برابر ,0 است. (داهنماهی: اگر ,7 عملگر الما شده 
تو سط 7ر وی ,7 باشد آنگاه ]ره 7 پو چ توان است. پس» چندجمله‌ای‌سرشت‌نمای 
]ری 7 بايد رو که در آن ,ع بعد ,17 است.باشد (اثبات؟). بدین‌سان» چندجمله‌ای 
سرشت‌نمای ,7 عبادت است از (ری -- وق ). حال این واقعیت دا که جندجمله‌ای 
سرشت‌نمای 7 حاصل‌ضرب چندجمله‌ایهای سرشت‌نمای ,7 است به‌کار گیر ید و نشان 
دهید که < رع.) 


۰۵ فرض کنید 7 فضایی بردادی با بعد متناهی برروی هیأت اعسداد مختاط باشد. فرض 
کنید 7 عملگری خطی روی ۲ و جزء قطری‌شدنی 7 باشد. ثابت کنید کسة اگرو 


۴ ره‌های متعارف مقدما قی 


0 


< 


۰ ۸ 


۰ 


۰۹ 


اوه 


۱۳ 


يك جندجمله‌ای با ضر ایب مختلط باشد ] نگاه جزء قطر ی شدبی (2)7 عبادت است 
از (0)ع. 


فرض‌کنید 7 فضایی برداری با بعد متناهی برروی هیأت ‏ و 7 عملگری خطی 
روی 7 باشد و داشته باشیم ۱ س ر تة (7). ا بت کنید که پا 7 قطر ی‌شدنی است يا 
پو چ توان» ولی نه هر دو. 


فرض کنید ۲ فضایی برداری با بعد متناهی برروی ۴ و 7 عملگری خطی دوی ۲ 
باشد. فرض کنید 7 با هر عملگر حطی قطری‌شدنی دوی 7 جابجا شود. ثابت کنید 
7 مضر بی اسکا لری از عملگر همانی است. 


فرض کنید 17 فضای ماتر یسهای ۸ < م برروی هیأأت جر و 4 ماتریس ۸ ×۸ ابتی 
برروی ۳ باشد. عملگر عطی 7 روی ۲ دا طبق ۸8-۸ = (7)8 تعر یف کنید. 
ثا بت کنید که | گر 4 ماتریسی پو چتو ان باشد» آنگاه 7 عملگری پو چ‌توان است. 


دو ما تریس پو چتوان ۴ × ۴ مثال بزنید که دادای چندجمله‌ایهای مینیمال مساوی 
باشند ( لزومً چندجمله| بهای سرشت‌نمای مساوی هم دارند)» اما متشا به نباشند. 


گیریم 7 عملگری خطی روی فضای با بعد متناهی 7 و م ۰ ۱ < م چنل 
جمله‌ای مینیمال آن باشد. فرض کنید , 6۲۲ ۰۰۰ @ )7=( تجزية اولیه 7 
یعنی ۲۷ فضای پو چ ۱( )رم با شد. همچنین فرض کید ۲ ز پرفضایی از ۲ باشد 
که تحت 7 پایاست. ثا بت کنید 


1۲ -- )۲۲ ۲۱۲۳ ۱(۵۵ ۲۲ ۲۱۲۷۱۵ ۰۰۰ ۵) ۲۱۲۸۰ 


اشتباه «اثبات» زیسر بر ای قضيهةً ۳ در کجاست؟ فرض کنید جندجمله‌ای مینیمال 7 
حا صل ضر بی از سازه‌های حطی با شك. دراین صورت بنا بر قضية ۵ 7 مثلئی‌شو نده 
است. 9 دا پایةٌ مر تیی بگیر ید کهي [ 7] = 4 از بالا مثلثی باشد. گیر یم D‏ ما تریسی 
قطری با درایه‌های قطری “A‏ ۰ ۰ 2 باشد. دداین صورت (٩-۷‏ < 4 که 
در آن N‏ اکیداً از بالا مثلثی است. بدیهی است که 2۷ پو چ‌توان است. 


اگر در بارةٌ تمر ین ۱۱ فکر کرده‌اید» پس از مشا هدغ آ نچه که قضية ۷ در بارة اجز ای 
قطری‌شدنی وپو چ‌توان 7 می گوید» دوباده دوی آن فکر کنید. 


فرض کنید 7 عملگری خطی روی 7 باشد که جندجمله‌ای مینیمال آن به‌صورت "م 
و 7 برروی هیأت اسکا لری مر بوط تحویل نا پذ یر باشد. نشان دهد O‏ 
در 7 وجود داددکه 7-پوجساز ۾ بر ابر "ر باشد. 


قضيۀ تجزیهٌ اولیه ۵ ۲۵۹ 


۴ فضيةٌ تجزیة اولیه و نتیجةٌ تمرین ۱۳ دا برای اثبات حکم زير به‌کار گیرید. اگسر 7 
عملگری خطی روی فضای بردادی بعد متناهی 7 باشدء آنگاه بردادی چون ي در 
7 وجود داد د که 7-پوجچساز آن چندجمله‌ ای مینیمال 7 است. 


۵ گر × عملگر خطی پوچ‌توانی روی یك فضای برداری ربعدی باشد» آنگاه چند۔ 
جمله‌ای سرشت‌نمای N‏ عبادت است از *رو. 


۷ 


فرمهای گو با و ژوردان 


۷ ز بر فضاهای دوری و بوچسازها 


یکبار دیگر ۲ فضایی بردادی با بعد متناهی بر دوی هیأت جر و 7 عملگر خحطی ابتی 
(اما دلخواه) روی 7 فرض می‌شو د. اکر ۾ بر داد دلخواهی ار ۲ با کو کب وت 
فضایی از ۳7 که تحت 7 پایا و شامل 0 نیز باشد» وجود دادد . این زیر فضا دا می‌توان 
به‌صورت اشتر اه همه زیر فضاهای 7-پایا که شامل بو نیز باشند» تعریف کرد؛ اماء ا کنون 
مناسبتر است که به‌دوش زیر به‌مطا لب بنگریم. اگر 17 زیرفضایی از 7 باشد که تحت 7 
پايا و شامل بو باشد» آنگاه 17 باید شامل بردار »7 نیز باشد؛ ازاین‌ری 17 بایدشامل 
u 7 )70( = 6۵‏ 7= (7)7۲0 و غیره نیز باشد. به‌بیان دیگر» 7 باید بهاز ای هر- 
چندجمله‌ای ع بر دوی ره شامل 0( 2)7 نیز باشد. مجموعة همة بردادهای به‌صورت 
۵( 7) به‌ازای چ متعلق به [م]» بوضوح تحت 7 پایاست. و از این رو کو چکترین 
زیرفضای 7پایایی است که شامل ,۵ است. 


تعریف. گرم بردار دلخواهی اذ 7 باشد. زیرفضای 7_دوری تولید شده توسط ې 
عپادث است ۱( ژپرفضای (2)0:7 عنشکل ۱ هی پردا رها ی به صورت 0( 7 )م۰ که ۱4 دد 
[ ]7 است. اگو 2۲ (۰2)0:7 نا ۾ پچ بردار دودی برای 7 ناعپده می‌شود. 

طریق دیگر توصیت زیرفضای (7)0:7 این است که (7)04:7 زیر فضای بددید آمده 
توسط بردارهای k2z2 eT"a‏ است. و از این قرار ۾ بسردادی دودی برای 7 است 


٩۸‏ ۲۷ فره‌ها ی گویا و زوردان 


اکر وتنها اگر این بردارها ۲7 را پدید آور ند. به‌خواننده هشدار می‌دهیم که درحالت کلی 
عملگر "7 ممکن است برداد دوری نداشته باشد. 


مثال ٩‏ به‌از ای هر 7 زیرفضای 7-دوری تو ليد شده تو سط بر دار صفر عبارت 
است از زبرفضای صفر. فضای (7)0:7 يك بعدی است اگر و تنها اگر ۾ يك برداد 
سرشت‌نمای 7 باشد. برای عملگر هما نی» هر برداد غبر صفر دیرفضایی دوری ويك بعدی 
تو لید می کند؛ پس» اگر ۱ «dim‏ عملگر همانی دادای بردار دودی نیست. عملگر 
تحطی 7 روی ۲۲ که در پایةٌ مرتب استانده با ماتر یس 


0 O 


۱ O 


نمایش داده می‌شود» مثا لی ازعملگری است که بردادی دوری دادد. دداینجا برداردوری 
(يك بردار دودی) ,6 است؛ ذیرا؛ ا گر (a, b)‏ < ۰0 آنگاه در ازای رو + = وداد یم 
g(T)e,‏ < ۰۵ بر ای همین عملگر "7 دیر فضای دودی تو لید شده توسط بع فضای يك 
بعد ی پدید آمده توسط € است؛ چر ا که € یك بردار سر شت‌نمای 7 است. 
به‌از ای هر 7 و هر »» بدروابط ۱ 
ca +e Tat ۰۰۰41-7۴0 < o‏ 

بین بردادهای ۰7۲٩»‏ یعنی» به چند جمله‌ایهای ۰۰۰4 رم = ع که دارای 
خاصیت ه > ۵( 7)ع با شند»علا قه‌مندهستیم .مجمو عه همهٌع‌های متعلق به [ ٣]‏ به‌طوری که 
ه = ,7(۵)ع» بوضوح يك اید آل [] است. این مجموعه همچنین يك اید آل غیر صفر 
است» زیرا که شامل چندجمله‌ای مینیمال م از عملگر 7 است (به‌ازای هر ,0 در ۲) 
o‏ = 0( 7)). 


تعر بف. اگر ۵ برداد دلخواهی ا( 7 بساشد؛ 7 پوچساز 0 عبادرت است ۱۱ اپدا ل 
(۸)0:7 دد [ے]۸ عتشکل از همه چندچملهاپهای ع بر دوی زر ہا شرط ه = 0( 7)ع. 
چند جماسهاق کین پکنای ر که این اډدآل دا تولید می کند. نیز 7_پوچساز ې ناعیده 
مي‌شود. 


همچنان که در با لا شان دادیم بو جساز ‘Pa‏ جند حمله‌ای مینیمال عملگر 7 
را عاد می کند. خواننده بايد همچنین توجه کند که ۰ <رل(,168)2 مگر آنکه ۾ برداد 


قضیا ۰۱ گیسریم 0 برداد غیرصفر دلخواهی ۱( 7 و 2۰ ۰ 7-پوچساز ی باشد. 
(۱) ددج رت براپر است با بعد ژپرفضای دود (7زه)2. 


زير فضاهای دوری و پوچسازها ۲۹۵۹ 


)۲( اگو درجۀ ,7 بوا پر م باشد. ١‏ نگام بردارهاق ۵ ۰۰۰۰۸۲0 7۲-۱6 
پایه‌ای برای (2)0:7 تشکیل می‌دهند. 
(۳( گر زا عملگر هی الفاشده فوسط 7روی e‏ باشد.۱ نگا« چند جم لها ق 
عیلد مال U‏ را پر Pa‏ است. 
اثبات. فر ض ؟ م £ يك حند‌جمله‌ای ب ر روی هیأأت ز باشد, م ی نو یسیم 
دح و 
که در آن یا ه <م با م = (,9)۳(>68)۳ع0. چندجمله‌ای وم در 7-پوچساز ۾ 
قرار دارد و لذا 
g(T)a=r(7)a:‏ 
جونه = ۲با>(862)۳ برداد »( ۸)7 تر کیبی خطی از بر داز ھا یہ 7۳۱0۰۰۰07 
است و چون »(7)ع بردادی نوعی اذ (2)0;7 است» این مطلب نشان می‌دهد که این 1 
برداد (2)047 را یدید می آ ور ند. این بردارها یقن مستقل حطی هستند» زیر | هررابطة 
حطی غير بدیهی بین نها»› چندجمله‌ای غير صفری جون چ را که ۰ g(T)a=‏ و 
( )0682 >(068)8 به‌ما حو اهدداد» که خود بی‌معنی است. این مطلب )۱( ر (۲( را 
ل را عملگر عطی دوی (27)0:7 حاصل از تحدید 7 به‌آن زیرفضا فرض می کنیم. 
اگر ۽ جئد جمله‌ای دلخواهی بر دوی 7 باشد نگاه 
P a(U)g(T)a = pa(T)g(7 (۵‏ 
g(T)Pa(T)a‏ = 
)8(7 = 


= 0. 


بنا بر این عملگر (ل0) ېم هر برداد دد (2)0:7 دا به ه می‌فسرستد و از این‌دری روی 
(7)0:7 عملگر صفر است. بعلاوه» | گر چندجمله‌ای ,7 از درجةۀ کمتر از 1 بساشده 
نمی تو انیم داشته باشیم ه = (07): زیر ادد آن‌صودت ه = به( ۸)7 = »(0) ۸ که متناقض 
با تعریف ,و است. این نشان می‌دهد که ے٣‏ چندجمله‌ای مینیمال 7 است ۰ [] 


يك پیامد خحاص این فضیه چنین است: اگر ۵ بر حسب اتفاق بردادی دودی برای 
7 باشد » آنگاه چند جمله‌ای مینیمال 7 باید درجه‌ای برابر با بعد فضای ۲ داشته باشد؛ 
از این‌ری قضیۂ کیلی-همیلتن حا کی است که چندجمله‌ای مینیمال 7 همان چندجملهای 
سرشت‌نمای 7 است. بعداً ثا بت خواهیم کرد که برای هر 7 بردادی چون ۾ در 7 وجود 
دارد که چندجمله‌ای مینیمال 7 را به‌عنوان پوچساز خود داراست. پس» نتیجه حواهد شد 
که 7 دار ای پردادی دودی است اکر و تنها ا گر چند جمله ایهای مینیمال و سرشت‌نمای 7 


۰ ۳۵ فرمها ی گویا و ژوردان 


مساوی باشند. اما تا دیدن این مطلب کمی کار در پیش است. 

نقشة ما مطا لعة 8 عمومی با استفا ده از عملگرهایی است که بردادی دود ی داشته 
باشند. لذاء به عملگر حطی ل دوی فضای 7 با بعد م که بردادی دودی جون ې داشته 
باشک» نو جه می کنیم. بنا بر قضة ۰۱ برداردهای ۰۰0 ۰۰ U7‏ پایسه‌ای برای فضای WwW‏ 
تشکیل مید هند و پوچساز Pa‏ از 6 چند جمله ای مینیمال U‏ (و ار این رو همچئین جنك 
جمله‌ای سرشت‌نمای (U‏ است. اک aT SE‏ ۰ << 7 فر ض شو ده آنگاه 
کر U‏ روی پاب مر تب ( ,۰۰0 ۰ B=‏ عبارت است از . 
۱-- جر ,۰ ۱,۰۰ تس 7 Qis‏ = ,170 
(۱-۷) 

سر ۰۰۰ 6۱0۲ 7 6,0 — = بر لا 

البته و س ‘Pa =e +e wt 0 ۰ +c‏ عبارت داده شده بر ای U‏ ار این 
حکم که ۰ = ([]), ۰ یعنی 


«+c, =‏ ان ۰۰۰ ۱0 ]سین سل ۳] 
نتیجه می‌شود. این مطلب حکم می کند که ما تریس ل در پاي مر تب 9 عبادت باشد از 


O o ۰ + + O سب‎ 6۵ 

۱ 0 ٠» 0 — € 

0 ۱ ۱ o س‎ Ce )۲-۷( 
0 0 ۰ سس ۱ 4 و‎ Cp 


ما تریس (۲-۷ (“ ما تریس هحمدم جند‌جمله ای تکین ی م نامیده می‌شو د. 


قضیا ۰۲ اگر [] عملگری خطی روق فضای بعد متناهی 17 باشد.آ نگاه 7 دادای 
ڊردا دق دودق است» اگر و نیا اگر بای عرثبی براق 17 وجود داشنه باشد که در اد 77 
ڈو سط ما فريس همدع چند جملهای میلپمال 7 نمایش داده شود. 

البات. قرياً مشاهده کردیم که اگر 07 دارای برداری دوری باشد. آنگاه چنین 
پایةٌ مر تبی برای ۳ وجود دارد. بعکس» اگر پایةٌ مر تبی چون r}‏ و۰۰ 0,۰ برای ۲۲ 
داشته باشیم که در آن ل توسط ماتریس همدم چند جمله‌ای مینیما لش نمایش داده شود 
روشن است که » بردادی دودی برای ل است. 0 


نتیجه. اگرم ماتربسی همد؟ چند جملهای تکین ر باشد.آ نگاه ر هم چند جمله ای 
عپنیمال و هم چند جمله‌ای سرشت نماق ۸ است. 


زیر فضاهای دوری و پوچازها ۳۰۱ 


اثبات. يك‌داه برای دیدن این مطلب» این است که 0 را عملگری حطی رد دی F*‏ 
بگیریم که در پایه مرتب استانده با 4 نمایش داده می‌شود و قضیةٌ ۱ دا همراه با قضیة 
کیلی-همیلتن مورد استفاده قراد دهیم. دوش دیگر این است که با استفاده از قضيهٌ ۱ 
شان دهیم ‏ جند‌جمله‌ای مینیمال 4 است وبا محاسبه‌ای مستفیم بردسی کنیم که ر چند. 
جمله‌ای سرشت‌نمای 4 نیز است. ۲1 


توضیح آخر “ اکر T‏ عملگر حطی دلخواهی دوی فضای ۲ و »۾ هر بردادی از ۷ 
باشد» آنگاه عملگر 0 که 7 روی زیرفضای دودی (7)0:7 القا می کند دارای بردادی 
دور ی» مثلا زر است. پس» Z(«:7)‏ دارای پاية مر ثبی است که ورآن U‏ نو سط ما تریس 
همدم —T ‘Pa‏ پوچساد ۰0 نمایش داده می‌شو د. 


ثمر.بن 

۱ فرض کنید 7 عملگری خطی دوی "۳ باشد. ثاب ت کنید هر برداد غیرصفری که برداد 
سر شت‌نمای 7 نباشد برای 7 برداری‌دوری است. ازاینجا ثا بت کنید که یا 7 برداری 
دور ی‌دارد با اینکه "7 مضر بی اسکا ری از عملگرهمانی است. 


۳ را عملگری خحطی روی ۳ بگیرید که درپايةٌ مرتب استانده با ماتریس 


۲ o o 
۰ ۲ 0 
0 0 سب‎ 


نما یش داده می‌شود. ا بت کنید T‏ هیچ بردار دوری نداړرو. ر یرفضای "7-دور ی تو لد 
شده توسط برداد (۳ ,۱--,۱) چیست؟ 


۴۳ فر ض کنید 7 عملگری خطی روی ٤"‏ باشد که در پاي مرثب استانده با ماتریس 


۱ 7 o 
سب ۲ | سب‎ 7 
o ۱ ۱ 


۳/9 


۷ فرمهاا ی گوبا و ژوردان 


۴ ٹا بت کنید که | گر "7 بردادی دوری داشته باشد» ۲نگاه 7 هم بردادی دودی دادد. 
]یا عکس مطلب درست است؟ 


۵ فضای برداری «بعدی ۲ بردوی هیأت 7 و عملگر حطی پو چتوان ۷ دوی ۲ داده 
شده‌انل. فر ض کنید ه ۷۲۳۱ و 0 بردادی از 7 باشد که ako‏ ۰۷*۰ ثابت کنید 
بو بردادی دوری برای ۸۷ است. ماتریس × در پایهمر تب ۷۳۲۱۵ ,2۷۵,۰۰۰ ,0 ) 
دقیفاً چیست؟ 


#۶ ابا تی مستفیم از این مطلب که اگر 4 ماتر یس همدم چندجمله‌ای تکین ‏ باشد آ نگاه 
7 جندجمله‌ای سمرشت‌نمای 4 است. اراثه کنید. 


۷ فضای بردادی ۸ بعدی 7۲ و عملگر خطی 7 روی 7 مفر وض‌اند. فرض کنید 7 قطری- 
شدنی باشد. 
(الف) اگر 7 بردادی دوری داشته باشد» نشان دهید 7 ۸ مقدار سرشت‌نمای 
متما یز دارد. ِ 
(ب) اگر 7 دارای «مقدار سرشت‌نمای متمایزء و (به,0,۰۰۰) پایه‌ای 
از بردارهای‌سرشت‌نمای 7 باشد» شان دهید رو ۰۰۰ »= برداری دودی 
برای 7 است. 


۰۸ فرض کنید 7 عملگری خطی دوی فضای بردادی با بعد متناهی ۷ و 7 دادای‌بردادی 
و با 2 ثابت کنید ا گر U‏ عملگر ی خطی باشد که با T‏ جا بجا می‌شو د» آنگاه U‏ 
يك چندجمله ای بر حسب TFT‏ است. 


۷. تجز بههای دوری وفر م کو با 


هدف اصلی این بخش اثبات این مطلب است که ا گر 7 عملکگری خحطی روی فضایی با 
بعد متناهی مانند 7 باشد. آنگاه بردادهایی چون 0 ۰۰۰ ,0 در 7 وجود دار ند که 
V=Z(aG TO ۰۰۰ 62)0 7(‏ 

به بيان دیگر» می حو آهیم ثا بت کنیم که 7 مجمو ع مستقیمی از ذپرفضاهای 7دوری است. 
این مطلب نشان می‌دهد که 7 مجموع مستقیم تعدادی متناهی از عملگرهایی خحطی است که 
هر يك دادای بردادی دوری است. نتیجۀ این مطلب» تحویل پرسشهای پسیادی در بارة 
عملگر عطی عمومی به‌پرسشهای مشابهی است درمورد عملگری که بردار ی دودی داشته 
باشد. قضیه‌ای را که اثبات خواهیم کرد (فضيةً ۳) یکی از عمیق‌ترین نتایج جبسرخطی و 
دارای نتیجه‌های جالب بسیادی است. 

قضية تجزية دودی ور رابطة نزديك با سوال زیر است. کداميك از زیرفضاهای 


تجزیه‌های دوری وفرم گویا ۳۰۳ 


7بایای 7 دادای این خاصیت است کسه زیر فضای 7پایایی چون ۲7۲ با شرط 
۲ 17 - 7 وجود داشته باشد؟ اگر 7 زیر فضایی دلخواه از فضای با بعد متناهی ۲7 
با شد» آنگاه ز يبر فضا یی چون 7 وجود دادد که ۲ << ۲. معمو لا" این کنو نه 
ز یر فضاهای ۲ ز یادند» و ريك از آنها مکمل س نامیده می‌شود. می‌خسواهیم بدانیم 
چه‌وقت زیر فضایی بای زیرفضای مکملی دارد که تحت 7پایا هم هست. 

فرض می کنیم ۷۲ ¥= ۲ و درآن ۲ و ۲۷۷ همردو تحت 7پایا باشند. حال 
شم در بار زیر فضای 17 چه مطا لبی دا می توانیم کشف کنیم. هر بر دار8 در 7 به‌صودت 
ې =8 است که در آن « در ۲۲ و دد 17۷ است. اگر [ يك چندجمله‌ای‌برروی 
هيات اسکا ار ی باشد» آیگاه 

J(T)I8B=  )7(۷+ )(۰ 

چرن ۷ و 7۲ تحت 7پایا هستند برداد 7(7۷) در ۷ وبرداد ((7) در '7قرار 
داد د. بنا براین» J/(T)8‏ در ۲۷ است اکر و تنها ا گر 0 = (7) . آنحه تو جه ما را 
جلب می کند این حقیقت به‌ظا هر شاده است که اکر J(T)B‏ در ۲7 باشدء آیگاه 


. )7(06< f(T) 


تعر یف. گیریم T‏ عملگری عطی ددق فضاق برداای ۲ ۲۲ (یرفضاچی ۱( 7 پاشد. 
گوپیم 17 زیرفضایی مجاز است؛ 

(۱) اگر 17 تحت 7 پاپا باشد؛ 

(۲) د اگر 7(۸۵)ر دد 17 باشد آ نگاه بردادی چون 7 در 17 دجود داشنه پاشدکه 


.7 )1(۸ < f(T)Y 


چنانکه قریباً نشان دادیم اگر 17پایا و دارای زیرفضای پایای مکملی باشد آنگاه 
7 مجاز است. یکی از پیامدهای قضيةً ۳ عکس این مطلب است. و از آنجا مجاز بودن 
زیرفضاهای پایایی راکه دادای ذیرفضای پایای مکمل هستند مشخص می کند. 
حال شان می‌دهیم حاصیت مجاز بودن چگونه وارد تلاش ما در به‌دست آوددن 
تجز یهای چون 
T)@ ۰۰۰ 62) 1( ۱‏ :,2)0 << ۲ 
می‌شود. روش اساسی برای دست یا فتن به‌جئین نجز یه‌ای» انتخاب از راه استقر ابردارهای 
0 0۰۰۰ است.فر ض کنیم به گو نه‌ای 0 ۰۰۰۰ Qj‏ را انتخاب کرده باشیم وزیرفضای 
T)‏ زبم)4+2 ۰۰۰ +7(4 :20 << ر ۲ 
سره با شد. علا قه‌مندیم بردار غیر صفر ی حون ده بيا پیم که 
T)= )۰‏ ببره) ۲۱2 ۲۲ 
زیرا در این صورت زیر فضای (7 تببر2)0 Wi =W OB‏ دست کم بك بعد به‌تکمیل 


۴ فره‌های گویا و ژوردان 


7 نز ديك‌تر خواهد بود. اما چرا بايد چنین زی موجو د باشد؟ اکن ۵۷ ۰۰۰۰ Qj‏ 
طوری انتخاب شده باشند که Wr;‏ زیر فضا یی 7-مجاز با شد» 1 شا بساد گی دید 
می‌شو د که می تو انیم Qi‏ مناسبی پیا بیم- حتی ا گر نحوة بيان استدلال ما هم چنین نبا شم 
درواقع این همان مطلبی است که کار اثباټ قضيةً ۳ را به‌پیش می‌بر د. گیر یم 7 زیرفضای 
7-بایای سره‌ای با شد. سعی می کنیم بر دار غر صفر ی جون 0 بيا بیم که 

۲۷ ]۱2)۵: 7( < {0}. )۳-۷( 

می‌توان برداری چون 8 را انتخاب کرد که در 7 نباشد. فضای 7هادی ( 7# ;8)8 را 
که متشکل از همه جندجمله‌ایهای ۽ است که 7(8)ع در ۲۲ قراددارد» در نظر می گیر یم. 
بادآوری می کنیم که چندجمله‌ای تکین Ww)‏ (0) 5 = ر که ایدآل ( ۲۲ ;8)8 دا تو اید 
می کند یز -T‏ هادی 0 دا ۲۲ تامیده می‌شو د. بر داد /7(۸) در ۷ است. حال | کر 
¥ 7-«جاز باشد» عنصر ی چون ۷ دد ۲7 قرارداد د که f )7(Y‏ = 7(6). فر ض کنیم 
8-٧‏ < و و چ چندجمله‌ای دلخو اهی باشد. چون ۸-0 در ۷ فراددادد» ۸۵0( 7)عدد 
7 است اگر وتنها | گر 7(0)ع نیز در ۲۷ باشد؛ به‌پبان دیگر ( 7 ;5)8 = ( ۲۲ :0)گ. 
سس جندجملدای f‏ ىز 7-هادی ۵ در 1۷ است.اما ه << 0( 1) . این مو ضوع می رسا رب 
که 0( 7)ع در ۲7۲ است ا کروتنها اگر 0 << ,0( 7)ع؛ در اینجا» ر یرفضاهای 1 27204 و 
WwW‏ مستل هستیل (۳-۷) و 7 همان 7-بو جساد ۾ است. 


قضیة ۳ (قضية تجزیه دودی)۰ گیرپې 7 عملگری خطی ردق فضای پرداری بعد 
متناهی 7 د 17 ژیرفضاي 7-مجاز سره‌ای اذ 7 باشد. پردادهاق غبرصفری چون 
0 ۰۰۰۰ 0 دد 7 پلرقیب با 7-پوچسا(های “Pp‏ ۰ جود دارند که 

)1( (7 )62 6۰۰۰ (1 جیم) ۱۲,2 < ۱۲ 

(۲) م چندجمله‌ای ,سوم دا عاد می‌کند م ,۰۰۰ ,۲ = ). 
بعلاوی, عدد صحیح م و پوچسازهای ,مر ۰۰۰۰ ,ر توسط (۱) ۰ (۲) و این وافیبت که 
هیچ يك ۱( ۱0 صفر ذیسنند» به‌طور پکن! دعیین می‌شوند. 

البات. اثبات نسبتاً طولانی است؛ از این‌ری آن را به‌چهار مرحله تقسیم‌می کنیم. 
گرچه در مطالعةٌ اولء ممکن است فرض )٥(‏ = , 17 اثبات را سادوتر جلوه دهد اما 
واقعاً این فرض ساد گی عمده‌ای را سبب نمي‌شود. در سر تاسر اثبات» ۸( 7) J‏ را با عتصار 
بەصورت 8 گر می و یسیم . 


مرحلهٌ ۰۱ پردادهای غیرصفری چون ,۰۵0 8۰۰۰۰ دجود دارندکه 
(الف) )7 ,)12 ۰۰۰ )7 0 2 7۲ عد V‏ 
(ب) اگر >> ۱ د ۱ 


W,=W.+-Z(B THF ۰۰۰ +268 1(‏ 
آنگاہ ددجۂ هادی (,- ۲۲ :,8) ک ‏ رم دد ہن همد 7-هادیهای در زیرفضای ,۲۲ 


تجز به‌های دوری و فرم گویا ۳۰۵ 


ہا کسپمم است" پینی» بها(اق هرم 
deg 2, = max deg s(a; Wy):‏ 
0 در ۲ 


این مرحله تنها به‌این امسر بستکی دارد که 17 ذیرفضای پایایی است. اگر 1۷ 
زیرفضای 7-پایای سره ای باشد. آنگاه 
بعد (۲) < o < max deg s(a; W)‏ 
0 
و می تو انیم برداری چون 6 انتخاب کنیم کس deg S(6; Ww)‏ همان ما کسیمم باشد. در 
این صو رت زیر فضای 7 04 )1-2 17 با ۳ ودارای بعد ی کنر از بعد (Ww)‏ است. 
اين فر ایند را برای به دست آوردن 0 روی W=W,‏ به کار می‌بندیسم. و 
(7 2)8 ۳+ ,7= , 17 هنوز هم سره باشده آنگاه فرایند دا برای به‌دست آوددن 8 
روی , 7 به‌کاد می بریم. این دوش دا ادامه می‌دهيم. چون بعد (-+1۲) << بعد (م۲)» 
با ید در حدا کثر بعك 02 مر حله به =V‏ ,۲۷ بر سیم . 
۱ مرحلا ۱۱ برا ود ند. (۱ اہك ھی گیریم ۰ سک > ۹ فرش ھی کیم 6 بردادق دلخواه 
اذ 7 باشد و هی نوبسيم (-17 :6/)و< 7. اگر 
,۵ دد ,۲۳۲ ۰ 2Z 8B;‏ ط+م< | 
> >۱ 


آنگاه ر همه چندجمله‌اپهای ,ع را عاد می‌کند و با فرض این کہ رل دد ,17 باشده 
E‏ .8‘ 


اگر ۱ k=‏ این حکم غین این است که We‏ ز بر فضایی هداز باشد. جهت‌اثات 
حکم برای ۱ <ر ۸ آ لگودیتم تقس م را به‌کار می بندیم: 


)۴-۷( سمل [عدری .degr, < deg f l r =o‏ 
می حو اهیم نشان دهم که به‌ازای هر [» ٥‏ = ,مر . فرض کنید 

۸-۱ 
۷ 8-2۰ ۱ )۵-۷( 


چون ۷-6 دد ,1۷ است 
Wr, (=f.‏ () < (,ب ۳۲ ;¥ S(‏ 


٥ بعلاو‎ 


[  د‎ 8. +3 r8 : )۶-۷( 


۳۶ فرمهایگویا و زوردان 


تصور کنید یکی از ,رها مخا لف ه باشد. دراین‌حال تناقضی به‌دست خواهیم آورد. گیر یم 
j‏ بر ر کترین نماية ز باشد که به‌ازای آن طدرم. دراین صورت 


rf )۷-۷(‏ + بل هع و 7 .degr,‏ 


می نو یسیم (۱ ,۲7۲ )ک | . جون 7-۰شامل Wr;‏ است» هادی( ۲۲-۱ ۶ < J‏ 
باید م را عاد کند: 
p= J8:‏ 
(7)ع را برهردوطرف (۷-۷) به‌کاد می بند یم : 
Y= grBjFefB.+F 2 EB: )۸-۷(‏ < 2۷ 
SE <J‏ 
WwW‏ 


5 ۳۹ ۶ 2 
پات با بر این رثار۳ع ھم در ۲۷۶-۱ #راردارد. حال ار شر ط (ب) مر له ۱ استفاده 


بنا بر تعر بف» PY‏ دد ,1۲ است و دوجملهً آخرسمت راست (۸-۷) نیز متعلق به ور 


می کنیم: 
deg (gr;) 2 deg s(B; :i W;-_)‏ 
رم 068 = ۱ 
deg ۶): W;-«)‏ > 
deg p‏ = 
deg (f8):‏ = 
پس 7 0068 2 ٣,‏ 8 و این موضوع با انتخاب آر تناقض دادد. تااینجا می‌دانیم که 
همه ,عها را عاد مى کند و اړایندو ۷ = ,8. چون , ۲۷ زیرفضایی 7مجاز است» با 
فر ض اینکسه ,۷ دد ے۳ باشد» ,۷ = ,۰06 ضمناً متذ کر می شو یم کسه مر حا ۲ صورت 
قویتری از این حکم است که هسريك از زیرفضاهای ‏ ۰۷۰۰۲۷ ۰۰۰۰ ,۲ زیسرفضایی 


7_مجاز است. 


حرحله ۰۳ پردادهای غیرصفری چو ,۰۵ ۰۰۰۰ ,۵ دد 17 وجود دارند که در شوایط 
)۱( د (۲) فضیيةٌ ۲ صدف هی کنند. 

همچون مرحلهٌ ۰۱ با بردادهای ,۰ 8,۰۰۰۰ آغاذ می کنیم و م را ثابت که 
می‌دادیم» :> > ۱. مر حل ۲ دا بر برداد ,8 = 8 و 7هادی ,م  <‏ به کارمی بندیم. 
دار یم 


PY. F ۳1 2 )٩-۷(‏ < بای 
۱۰ 


که وران ۷ در ۳۷ است و ch‏ ما 1 چند جمله | یهایی سنك می او سیم 


تجز به‌های دوری و فرمگو یا ۳۰۷ 


a, = 8B, سس و۷‎ 7 0 )۱۰-۷( 


>> 
چون ,۾ 6 دد ,17 است 
S(a,s Wa) = S(B,:i Wr) = P, )۱۱-۷(‏ 
و چون ه = ,رم دادیم 
T)= (۰ (1۲-۷)‏ بره) ۱7۲۸-۱۲۱2 


چون همه به‌ها (۱۱-۷) و (۱۲-۷) دا برم ی آودنده نتیجه می گیریم که 
TJ@ ۰۰۰ 6200 (۳‏ :۲۲۰۵200 << , ۱7۲ 

و رم چندجمله‌ای 7-پوچساز ره است. به‌پیان دیگرء بردادهای ,6 ۰۰۰۰ ,۾ همان‌دنبا له 
از زیرفضاهای ) ۰۲۷ 17 ۰۰۰ را تعریف می کنند که بردارهای ,6 0,۰۰۰۰؛ و نیز 
-هادیهای )ر 7 زره او < ر همان خراص ما کسیمال بودن (شر ط (ب) مر حلهةً ۱ را 
دارا هستند. بردارهای »» ۰۰۰۰ ,» دارای‌این حاصیت اضافی هم هستند که زير فضاهای 
م W‏ (7 )2“ (7 :26 ۰۰۰ مستقل هستند. بنا براین بررسی شرط (۲) درقضية ۳ 
آسان است. چون به‌ازای هر ه = ,»مء دابطهٌ بدیهی 


OED E ۰۰ PEGS‏ مر 


در دست است. مر حلةً ۲ را با کذ اشتن 0۱» * ۰ °“ 0 به جای 0 B, Cees‏ و با ۵ << ۶ 
به کار می بند یم . لت حه: پر هر ر] راء به‌ار ای ui <k‏ عاد می کند. 


مرحلةٌ ۴. عددم و چندجمله‌اپهای ,مر ۰۰۰۰ ,ر بەطور یکنا توسط شرایط فغ 
۳ ین هی شو ند. 

فر ض می کنیم علاوه بر بردارهای ۰0 ۰ در قضیة ۰۳ بردادهای غير صفر 
YY‏ ۰ ۷ بتر تیب با 7-پوجسازهای 8 8,۰۰۰ را هم داد یم بطر ری که 


۲ < ۲۲ , 2), TI@® ا‎ PBZ(Y.ذ‎ 1۸ 


۱۳-۷ : 
) ونیز بدارای ک ۰۰۰ ,۲ << ۷ برع جند جمله‌ای ,ع داعاد می کند 


شان حو اهیم داد که یک مس و بدازای هر ۰3 ,چ = ;7 . 

بساد گن دیده می شو د که ور جند جمله‌ای 2۱ به‌عنوان 7-هادی ۲ درد JW,‏ 
(۱۳-۷) حاصل می‌شود. گیر یم (, ۲ ;8)7 دسته‌ای از چندجمله‌ایهایی چون ‏ است که 
به‌از ای هر8 دد ۰۲ برداد 76 دد ے۳ باشد؛ یعنی» جندجمله‌ایهایی چون 7 است که برد 
f )7(‏ مشمول دد , 17 باشد. آنگاه (, ۷ ;8)7 اید آل غیرصفری درجبر چندجمله‌ایها 
است. به‌دلیل زیر» چندجمله‌ای ,ع مولد تکین این ایدآل است. هر8 در 7 به‌صورت 


EEE‏ و 


۳۸ فر مها ی گو با و زوردان 


است؛ و لذا 


BY‏ و 


چون هر رع چندجمله‌ای چ را عاد می کند» به‌ازای همۀ زها دادیم ه = ,لچ و نیسز 
.86 =8 )ع متعلسق به ے7 است. پس ,ع دد (, ۷ ;8)7 قرار دارد. چون ,ع چند۔ 
جمله‌ای تکین از کوچکترین در جه است که ,۷ دا در , ۷ می فرستد» می‌بینیم که ,ع‌چند- 
جمله‌ای تکین از کو چکتر ین درج موجود در اید آل (, 17 ;8)7 است. با همین استدلال» 
,ص مولد این ایدآل است و از اینجا ,وت ,م. 

از ر يك چندجمله ای و 7 زیر فضایی از 7 باشد مجموعةٌ همه بردادهای 0 ] 
به‌ازای ۾ در 17 را باختصار به‌صودت ۲۲۷ می‌نويسيم. اثبات سه‌حکم زیر را به‌عنوان 
تمر ین وا گذار می کنیم. 

. 2 )0: 7(< 20: 7( ۰۱ 

۲ ار B7,‏ ۰۰۰ © )= ۲۷ و هر,۲7 تحت 7 پایا باشد» 


7۲ <- ۲۷ (O ۰۰۰ ۳ ۰ 


۳ اگره‌وبن "7-بوجسارهای مساوی داشته باشند | بگاه » زول نیز 7-بوجسازهای 


1 


0 5 


مساوی دار ند و ( بنا براین) 
۰ مد ))7 :۷ (Z( f‏ = بعد ))7 (Z( f a;‏ 
اکنسون» برای اینکه شان دهیسم و < م و بسه‌ازای ۲ ,۰۹۰ ,۷ ]1 D=8,‏ 
به‌استفر | به پیش می‌د 2 یم ۰ برهان برشمادش ابعاد به‌طر يی د رست اسئوار است. ما اثبات 
ایسن معالب را که اگر ۲ > آنکاہ ۷ = Px‏ ار ا یه ۶ی دهم و آمیدو اد یم استقر | ازآن 
دیده شود. فرض کنیم ۲ < . دراین صودت 
بعد (۲) > بعد ((7 :2)6)(- بعد (, 7) 
چون می دانیم چ = ,۲ نتیجد می گر یم که بعدهای( 7:,م) 2و( ۷,:7) 7مساوی‌اند. بنا بر این 
.عد )7( > بعد ((7 ,)2+ بعد (,۷) 
که شان می‌دهد ۲ جر ؟. ا کون می تو انیم بیر سیم کسه آ یا +2 << ۷ يا نه. از دو تجز یه 
و3 دو تجز به هم بر ای زیرفضای pV‏ بەد ست می آود یم : 
T)‏ :,2)۳۵ ۱ ۱۲۷ = ۲ب 
pW. 2)2۷۷۱:۲( ۰۰۰ 92): (۳‏ = 2۷۲ 
درایجا از احکام (۱) و (۲) با لا استفاده کر ده وان مت را هم که o‏ << ,۰۷0 ۲ جر 47 


به‌کاد برده‌ایم. چون می‌دانیم ,ع = ,م»حکم (۳) بالا می گوید که بعدهای (7 »)2)7 
و Z( P415 T)‏ مساوی‌اند. از انن‌دو ار (۱۴-۷) آشکار است که 


(۱۴-۷( 


تجز به‌های دوری و فرم گویا ۳۵۵٩‏ 


)2) روم‎ 7(( =o. i>Y 
را عاو می کند. این برهان را می وان‎ Pr جند جمله‌ای‎ 2 3 ۰۷7 =o حه اینکه‎ 
01۰۲ < 8, معکوس کرد و شان دواد که ۷ نیز بو را عاو می کند. بنا بر اين‎ 


نتیجه. اگر 7 عملگری خطی دق فضاپی بردادق با بد متناهی باشده آنگساه 
هر ژیرفضای -هجا( ژیرفضای عکملی داردکه لحن 7پاپاست. 
البات. گیریم ,17 زیر فضای مجازی اذ 7 باشد. اگر ۷= , 17 مکملی که در 
حجستجسو ی آن هستیم {o}‏ است» و ااك 2 سره باشد» فة ۳ زا هکار می بندیم و 
می نو یسوم 
@Z(asT).‏ ۰۰۰ ۵( 0) 2 ۱7 
دداین صو رت , ۲۲ تحت 7بایاست و ۷۰ =W‏ ۲. 1 


نتیچه. فرخی کل 7 عملگری خطی روق فضای برداری بهد مثناهی 7 باشد. 
(الف) رداق چون ۵ در 7 وجود دادد کہ 7- پوچساز ۵ چند جملهای میجمال 7 
است. 


(ب) 7 بردادق دواق دارد اک و نیا اگ چند جملهاپها ی سرشث نما و مینیمال 7 


مساوق باشند. 

اثبات. اگر (ه) = ۲ نتایج به‌طور بدیهی درست هستند. اگر (ه 72-4 فرض 
می کنیم 
V < 200: 7( ۰۰۰ 62)6: (۳ )۱۵-۷(‏ 


دراینجا 7-پوجسازهای ,م۰ ۰۰۰۰ ,و طوری هستند که به‌ارای > > ۰۱ Pe.‏ 
جند جمله‌ای رم را عاد می کند. همچنان که دراثبات قَضيهٌ ۳ ملاحظه کردیمی بساد گی نتبیجه 
می‌شود کسه م چندجمله‌ای مینیمال ۲ یعنی 7هادی 7 دد (ه) است. پس (الف) دا 
اثبات کر دیم. 

در بخش ۱.۷ دیدیم که اگر 7 دادای برداری دودی باشد جندجمله‌ای مینیمال 7 
بر چندجمله‌ای سر شت نها منابق است. حکم (ب) عکس این حالت را هم در بر دارد. 
هره‌ای را همچون در (الف) انتخاب کنید. ار درجةٌ چندجمله‌ای مینیمال برابر بعد 
02 باشد» آنگاه FSG T)‏ 8 


ی ۴ ( تعميم قضیا کبلی-*میلتن). فرض‌کنيم [عملگری خطی وق فضاق بردا(دق 
بعد منداهی ۲ باشد. رر و7 دا پٹرتیب چندجملهابهای مینیمال و سرشت ماق 7 هي گڃريم. 

)۱ ) 2 چندجمله‌ای ار دا عاد می کدد. 

)۲( ساژه‌های ادل ر د ار مساوی ند: وای ممکین است چندگا نگیسای عختاف 


داشا شا 


ه ۱ رمها ی گویا وژوردان 


(۳) اگر 
)۱۶-۷( مر 
نجزیه رر بەسازه‌های اول باشد. آنگاه 


f= f ۰۰۰ (۱۷-۷) 


که درآن ,€ چوچى f(T)’‏ کقسیم پردد چ گر اسٽ. 

اثبات. حا لت بدیهتی (ه) = 7 دا منظور نمی کنیم. برای اثبسات (۱) د (۲) 
تجز یه ای دوری چون (۱۵-۷) از 7 راکبه از قضۀ ۳ به‌دست میا يد درنظر می گیر یم. 
همچنان که دراثبات نتیجۀ دوم ملاحظه کردیم م = - گیریم ,1 تحدید 7 بر (7 Za;‏ 
باشد. دراین صودت ,0 بردار ی دوری دارد و لذا ,2 هم چندجمله ای مینیمال وهم چند۔ 
جملهای سرشت‌نمای ,ل است. بنا براین» جندجمله‌ای سرشت‌نمای 7 عبارت است از 
حاصل‌ضرب رم ۰۰۰ 2 7 این مطلب از صورت باو کی ( ۲-۶ ۱ که ماتریس 7 
در پا يه مناسبی می با شد» آشکار است. واضح است که ما رز ۳ را عاد می کند» و )۱ 
اثبات می‌شود. بدیهی است که هر مقس وم ءاه اول م» مق ومعلیه اول کر هم هست. بعکس» 
هر مقسوم عليه اول ,رم ۰۰۰ ز بأ ول یکی ارساره‌های ,م را عاد کندواین بد دو به خود 
01 هم‌عاد می کنّد. 

فر ض کنیم (۷ ۱۶۰) تجز یه به‌سازه‌های اول 7 باشد. قضية تجزية ةه او لیه (قضية ۱۷ 
فصل ¢( را به‌کار می بر یم . ان قضیه حاکی است که اگر 2 فضای پو چ f (TY‏ باشد» 
یاه 
OF, )۱۸-۷(‏ ۰۰۰ ۲,۵< ۲ 
و ر چندجمله‌ای مینیمال عملگر ,7 حاصل از تحدید 7 برزیر فضای (پایای) , ۲است. 
حال قسمت )۲( قضه حاضر را درمورد عملگر T,‏ به کار می بندیم . چون چند جمله‌ای 
مینیمال آن توانی از ساره اول 1 است» جند جماهای سر شت نمای ,7 بەصررت fi‏ 
ست » که درآن di 2r;‏ آشکار است که 

بعل );7( 93 
98 ° ' 

و (تقریباً طبق تصریف) پوچی ( (7), ۴) = ,7 41۳0. چرن 7 مجموع مستقیم 
عملگرهای 7 ۰۰۰۰ ,7 است» چندجمله‌ای سرشت‌نمای ‏ عبارت از حاصل‌ضرب 


SRT‏ ۰۰ کت کر 


نتیچه. اگر 7 عملگر خحطی پو جوا نی ددی فضابی بردادق با بد 7 باشده ۲ نگاه 
چند چملها ی سرشت نمای 7 عبادت است از ”ي. 


تجز به‌های دوزي و فرم‌گوبا ۳۱۱ 


اکنون به نظیسر ما تریسی قضدة تجز يه دوری می پر دار یم . اک عملگر 7 و تجز یه 
به‌مجمو ع مستقیم قضه ۳ داده شدم باشند» فرص می کنیم 19 «با یه مر تب دودی» 
{Qj 70, ۰۰۰, 7 ۵(‏ 
برای (7 ,»)2 باشد. دداینجا ,] بعد (7 :)2 یعنی درجة پوچساز رم دانشان‌می‌دهد. 
ما تر یس عملگر الما شدة 1 در بایة مسر تب ,8 ما تریس همدم جندجمله‌ای ,7 است. پس» 
اگر ® راپایة مر تب ۲ حاصل از تلفق اجتماع aR,‏ بتر تیب ۰ ۰۰۰۰ ,۰8 فر ض کنیم» 
اه ما تریس 7 دربایة مر تب 9 به‌صورت زیراست: 


(۱۹-۷) 9 » هه A‏ 0 
۰ ۰ ۰ < م 


که در آن ,4 ماتر یس همد) ,م × ,۸ برای رم است. گوییم يك ماتر یس ۸ ×4۸ در 
فرم گویا است» هر گاه 4 مجمو ع مستقیم (۱۹-۷) اذ ماتریسهای همسدم چندجمله‌ایهای 
تکین غبر اسکا لری ,0 7۰۰۰۰ باشد که به‌ازای ۱ ,۰۰۰ وا < » ,ررض چند 
جمله‌ای ;م را عاد می کند. فضبهٌ تجز ی دوری در بادهٌ ماتر یسها مطلب زیر دا بیان‌می کند. 


قضی ۰۵ فرشی‌کنيم ۸ بك هپت د 8 مافرپسی ×2 پرروی ۶ باشد. دد اپسن 
صودت 8 بردوی هبات ۶ با بك و تھا يك مافریسی دد فرع گویا متشا به است. 
الیات. 7 دا عملگری خطی روی ٣"‏ می گیریم که در پایهٌ مر تب استانده با 8 


2 


نها یش داده می‌شود. همیجنان که قر یبا ملاحظه کر دیم» پا ية مر تبی برای ۲۳ وجود داد د که 
در آن 7 با ما تر یسی چون ۸ که در فرم گویا است» نما یش داده می‌شود. دداین صودت 8 
با این ما تريس 4 متشا به است. فر ض کنیم B‏ برروی ۲ با ما تریس دیگری جرن €٣‏ هم که 
درفرم گویاست متشابه باشد. واین بدین معنی است که بایهٌ مر تبی برای "۶ وجود دارد که 
ورآن عماکر 7 با ما تر یس 0 نمایش داده می‌شو د. اگر € مجموع هستقیم ما تر یسع‌ای‌همدم 
cC,‏ از جندجملهاپها ی تکین ۵ ۰۰۰۰ 82 باشد که به‌ادای ١‏ سی ,۰۰۰ وا 2 » ببر8 
جندجمله‌ای ,8 را عاوکند انگاه آشکار است که بردارهای غیسر صفر 0 ون ام ,0 در 
۳ بتر تیب با 7-پوجسارهای ۵ 8,۰۰۰ و جود دار ند که 


(7 :6208 ۰۰۰ 200,16 < ۲۶ 
اما دداین صورت ۳ بر حکم یکتایی دز قضة تج زيه دوری» چند جملها یهاای 8 ۳ جال 
حملها بهای Pp,‏ که ما تریس 4 را تعریف می کنند مساوی هستند. پس» ۸ = )۰ 0 


۳ ۳۱ فر مهای کو با و ژوردان 


جند جملها یهای ۵ ۰۰۰ 6 ,س سازه‌عای پایای ما تر یس نامیده‌می شو ند. در بخش 
۷ برای محاسبة سازه‌های پایای ماتر یس مفروضی چون 8 آ لگودیتمی بەد ست خواهیم 
داد. وجه تسميةٌ فرم گویا از این واقعیت ناشی می‌شودکه توسط تعداد متناهی عمل گویا 
روی درایدهای ‏ محاسبةٌ این چندجمله‌ایها امکان‌پذیر است. 


مثال ۳ فر ض کنیم فضای بردادی دوبعدی ۲ برروی هیأت ۳ و عملگر خحطی 7 
روی 7۲ داده شده‌اند. امکانات برای تجزیه کردن 7 به زیر فضاهای دوری بسیار محدود 
است. زیر ا؛ اگر درجۀ چندجماه‌ای مینیمال 7 ۲ باشد خود باچندجمله‌ای سرشت‌نمای 7 
برابر است و 7 دارای بردادی دوری است. پس»› پا يه مر تبی بر ای ۲ وجود دارد که 
| کر در جۀ جند جمله ای‌مینيمال 7 يك باشد» آنگاه 7T‏ مضر بی اسکا اری از عملگر همانی است. 
ا گر ]= ۰7 آنگاه به‌ازای هردو برداد مستهل حطی ۵ و ۵ دد ۰۲7 داد یم 

Y= 27): 7(6۵ 200: 7(‏ 
p=a—c.‏ << .و 
درمورد ما تریسها؛ این تحلیل حا کی است که هرماتریس ۲ < ۲ برروی هیأت ٣‏ »دقیقاً با 
یکی‌از ماتر یسهای از نوع 
تاه Ce o o‏ 


بر ری F‏ متشا به است . 


مثال ۴ گیریم 7 عملکری حطی روی AF"‏ باشد که در پا يه مر تب استا نذه باما تر یس 

وج . مج ۵7 

٩‏ ۰ 9 اعد 

و ۲ 
نما یش داده مسی شو د. قرلا مد[ ديه کسرده‌ايم که جند جماه‌ای سر شت نمی T‏ بر ابر 
۲(۲ --۱()۵ = بو)  <‏ و چندجمله‌ای مینیمال 7 برابر (۲ --)(۱-) = م است. 
بدین‌سان‌می‌دانیم که‌در تجز يه دودی برای 7 ۰ او لین برداد ,۵ » م را به‌عنوان 7-بوجساز 
وو حو اهد داشت. حون دز فضایی سه بءدی کار می کنیم تنها يت پردار دیگر جون 0 
می‌تو اند در آن وجود داشته باشد. این بردار باید دیرفضایی دوری با بعد ۱ را تسولید 
کند؛ یعی» با ید بردادی سر شت تما برای 7 باشد. پوجسازش Pr‏ با ید (+ (a—‏ باشد؛ 
زیرا باید داشته‌باشيم ‏ = پم م. توجه‌کنید که این مطلب بلافا صله حا کی است که ما تر یس 
4 با ما تر یس ۱ 


آجز به‌های دوری وفرم توا ۲۱۳ 


0 نت‎ ۲ o 
] < | ۱ ۳ 0 
0 0 ۲ 


متشا به است؛ بدین‌معنی که 7 در پاية مر تبی توسط 8 نمایش داده می‌شود. چگونه‌می تو انیم 
بردارهای مناسب په و ب دا بیا بیم؟ عوب.می‌دانيم هر برداری که ذیر فضایی 7-دودی 
(۳ ,۱-- ,۵)< 76 
که مضر بی اسکا لری اذ ,6 نیست؛ پس (7 : ,ع)2 دادای بعد ۲ است. این فضا متشکل 
است از همه بردادهای (6 )064 : 
o, (۷ ۵)۵, —1, ۳(< )۵4 ۵9, —b, Fb)‏ ,)0 

با همه بر دارهای MD, 2e)‏ )که درشرط ۳۵ — = صدق کنند. اکنون به بر دادری 
چون په نیاز دادیم که ۲۵ = ۰70 و (7 :200 مجزا از (7 : ,2)6 باشد. چون 
په باید بردادی سرشت‌نما برای 7 باشده فضای (7 : 20 چیزی جز فضای يك بعدی 
پدید آمده توسط ېي نخواهد بود؛ و لدا شرط ما این است که به دد (7 : 2)6 نباشد. 
ا گر CQ 2 (De Der Py)‏ بسادگی می توان نشان داد که ۲۵ = :۰70 ار و تنها اگر 
مور ۲ 2 = 2 . پس ۰ ( ٥‏ ۱۱۱ ۲) = ۵ دد ۲۵۲ = 70 صدقمی کند و زیرفضایی 
7دودی مجزا از (7 : 2)٤‏ تولید می‌نماید. خواننده بایده‌ستقیماً نشان‌دهد که‌ما تر یس 7 
درپايةٌ مر تب 


))۱, o, 0), )۵, —1, ۳(, )۲۰ 1, ۰(( 


مثال ۰۴ فر ض کنیم 7 يك عملکر حطی قطر ی شدنی روی ۲ باشد. این‌جا لب است 
که تجزیه‌ای دوری برای 7 را به پایه‌ای که ماتر یس 7 ر اقطر ی می کند مر بوط بسار یم. 
°C‏ > € را مقادیر سرشت‌نمای متمایز 7 و۲۷ را فضای بردارهای سرشت‌نمای 
وابسته بهمقدار سرشت‌نمای ٤,‏ می گیریم. در این صودت 

,@ ۰۰۰ ۲-۲۱۵ 
وا گر بعد (,7) = ,0 آنگاه 
۶ یه )۱۰۰۰( -عه) > 

چندجمله‌ای سرشت‌نمای 7 است. اگر ۵ بردادی از 7 باشد» مر بوط ساختن زیر فضای 
دودی (7 : 2)4 به‌زیرفضاهای ۰۳ ۲,۰۰۰ آسان است. بردادهای یکتایی جون 
> ۰۰ »> ,8 وجود دادند که ,8 در ,۲7 باشد و 


۴ فر مهای‌گویا و ژوردان 


az Bt ۰۰۰ ۰‏ 
جون ٥,8,‏ = رم 7 » به‌ازای هر حندجمله‌ای دادیم 
Ff (cB, < )۲۰-۷(‏ ۰۰۰ 6(۵۱۷)/< 0( )1 
با مفروض بوون اسکالنرهای » ۰۰۰۰ ,1 چندجمله‌ایی چون 7 وجود دارد که 
FES‏ ۰ >> ۱ بنا براین» (7 :270 عا زیرفضای‌بدید آمده توسط بردارهای 
0۰۰۰۰۰ است. پوچساز » چیست؟ بنا بر (۲۰-۷) ه = »(7) ۴ اگر و تنها گر 
به‌از ای هر ۰ ۰ = ,۵/(ر6) ل . به‌بیان دیگر > = »(7) f‏ »› مشروط براینکه به‌ازای 
زهایی که به‌ازای آنها 8,٥‏ داشته باشیم ه = (,ع) . از این‌ری پوچساز »۾ عبادت 
است‌از حاصل‌ضرب 
(۲۱-۷) ۰ (,6--2) 11 


حال“ ,:6 ,۰۰۰ ,0) =$ دا پایة مرتبی برای ,7 می گیر یم و هى بو بسیم 


۲ < ۲06 0 < 
0 


بردادهای 0 6 ۰ ۰ ه 4 0 را تو سط 

a= 2 B8; ۱ > سک‎ ۲۲-۷( 

تعر یف می‌کنیم. زیرفضای دودی (7 : 21 عبادت است از زیرفضای پدید آمده توسط 
بر دادهای ;68 بااین‌شر ط که نمایه‌هایی را پیدیر د که به‌از ای آنها حر 0 ۰ 7 پوجساد ,ه 
I[(z—c;) (۳-۷)‏ < رم 


di 2j 
است. ھمچنین‎ 
7 < 2), :1(۰۰۰ ۵62): :1( 
ذیرا هر 6 به‌یکی وتنها یکی از زیر فضاهای (7 :,2)0 ۰ ۰۰۰۰ (7 زبه)2 تعلق دارد‎ 
چندجمله‌ای رم را‎ Pj+\ ۰۲۳-۷( پایه‌ای بر ای ۳۲ است  طبق‎ #7 < 0 , 8B) و‎ 


لوز عا د ی کند چ 


°۹ فر ض کنید "7 عملگری حطی ری 29 با شد کد در يا يه مر تب استا یدو با ما تر یس 


0 o 


۱ 9 


تجز به‌های دوری وفرم گو:ا ۳۱۵ 


نمایش داده می‌شود. فرض کنید (۱ ۰ه) = ۵۱ ۰ نشان دهید (7 :,2)0عد۲۲ و هیچ 
بسرداد غير صفر ی چون 0۷ در ۲۲ وجود ندارد که (7 )2 مجزا از (7 :20 
باشد. 


فر ض کنید 7 عملگری حطی روی فضای با بعد متناهی ۲ و ۸ برد 7 باشد. 

(الف) ثاب ت کنید ۸ زیرفضای 7-پایای مکملی دارد اگروتنها! گر مستقل‌ازفضای 
پوچ ۸۷ از 7 باشد. ۱ 

(ب) اکر R‏ و N‏ مستقل باشند. ثابت کنید ۸ یکنا زیر فضای 7-بایای مکمل ۸ 


است. 


٠‏ فر ض کنید 7 عملگری خحطی روی ۳ باشد که در پایة مرتب استانده با ماتر یس 


۲ ° 0 
۱ ۲ ° 
o o ۳ 


نمایش داده می‌شود. فرض کنید 7[ فضای پوچ 7-۲7 باشد. ثا بت کنید ۷ هیچ 
زیرفضای 7 پایای مکملی ندارد. (داهنماپی: فرض کنید ,6 = 6 و مشاهده کنید که 
YI)8B‏ - 7) در 7[ است . شابست کنید هیچ ی در ۷ وجود دارو که 
ب۲(۵ — 7) = ۲(6 (.(T—‏ 


۰ فرض کنید 7 عملگری خحطی روی ۳۴ باشد که در پایةٌ مر تب استانده با ما تریس 


C o o 0 


۱ C 0 0 
o ۱ € o 


۰ ۱ 0 ° 
نمایش داده می‌شود. فرض کنید 17 فضای پوچ 7-67 باشد. 
(الف) ثا بت کنید ۲7۲ زیر فضای ید یل املع تو سط € است. 


(ب) مو لدهای تکین اید آلهای Ww) ‘S(ee; Ww)‏ (م>) 5 Ww)‏ (6) ک W)<‏ )6 


۰ فر ض کنید 7 عملکّری خحطی روی فضای برداری 7۲ برروی هیأت ٣‏ باشد. ا گر 


چندجمله‌ای 7 بر دوی ۴ و ۵ در ۷7 باشد؛ سی‌نسویسيم ۵۸<)(۵. اسر 


۶ فرمهایگویا و ژوردان 


,۰۷ 7۰۰۰۰ ذیرفضاهایی 7-پایا باشند و , 7@ ۰۰۰ @ )7= نشان دهید 
۰ ۰۰۰ ,۲۲۷ < ۲[ 


۶ ۲ ۳ و را همچون در تمرین ۵ بگیرید. فرض کنید » و 8 بسردادهایی از ۲ 
باشند که 7 - بوجسازهای مساوی دارند. ثابت کنید که به‌ازای هر چندجمله‌ای » 
بردارهای » / و 6 نیز 7 پوچسازهای مساوی دارند. 


۷ چندجمله‌ایهای مینیمال و فرمهای گویای هريك از ماتریسهای حقیقی زیر را بیا بید 


۱ ات و 6 اس اس و 
sin 0‏ 60680 
o of, 0 c 1,‏ ۱ 
—sin 0 0‏ 
cC‏ ۱ ۱- | [ه 0 سب 


۰۸ گیریم 7 عملگری خطی روی RY‏ باشد که درپایةٌ مر تب استا ند با 
Sn mey‏ ۳ 
۲ ۳ | سب 
۳ تست Eg‏ ۲ 


نمایش داده می‌شود. بردارهای غیر صفر ی ۰۰۰۰ ,۾ راکه در شرایط قضيةً ۳ صدق 


۹ ما تریس حقیقی 
۳ ۳ ۱ 
۳ ۱ ۳ ۲ 
مات مت ۳۴ مت 
داده شده است. ما تریس حقیقی XY‏ معک وس پذیری جون م بیابید که ھا م 
به فرع گوبا 


٠ ۰‏ فرض کنید ۳ زبرهیاتی از اعداد مختلط و 7 عملگری عطی, دوی ۸۴ باشد که در 
پایةٌ مر تب استانده با ماتریس 


۲ 0 ° .0 
۱ ۲ ° 0 
9 ad ۲ o 


۱ 


1۲ 


۱۳ 


۱۴ 


۱۵ 


۶ 


تجز به‌های دوری و فر م و با ۳۷ 


نمایش داده می‌شود. جندجمله‌ای سرشت‌نمای 7 دا بیابید. حالات ۱ < و < م؛ 
ه << ۱ ۰-۰ ۱ دا در نظر بگبرید. در هر يك ازاين حالات» جندجماه‌ای 
مینیمال 7 و بردارهای غیر صفر 0۱ ۰ دراکه در شر ایط قضیهٌ ۳ صدق‌می کنند 
با بید. 


ثابت کنید که اگر 4 و 8 ماتریسهایی ۳ ×۳ برروی هیأت جر باشند شرطی لازم و 


کافی برای‌اینکه 4 ور برروی متشا به باشنداین‌است که آ نها دارای جند‌جمله‌ایهای 


سر شت نمای مساوی وچند جمله‌ایهای مینیمال مساوی باشند. مثا لی بیاورید که نشان 
دهد این موضو ع برای ماتریسهای ۴ × ۴ غلط است. 


فر ض کنید بر زیرهیأتی ازهیت اعداد مختلط و 4 و 8 ماتریسهایی ۸×۸ برروی 
مہ باشند: ثابت کنید که ا گر 4 و 8B‏ برروی هيات اعداد مختلط متشابه باشند آنگاه 
برروی ۲ نیز متشابه‌اند. (راهنماچی: ثابت کنید که فرم گویای ۸4 چه 4 به‌عنوان 
ماتریسی دوی در نظر گرفته شود وچه ماتریسی دوی 0» یکی است؟ و به‌همین‌نحو 
بر ای ۰) 


فر ض کنید ۸4 ما تر بسی ۸ × ۸ با ددایه‌ها ی مختلط باشد. ثا بت کنید که | گرهمة‌مقادیر 
سرشت نمی ۰4 حقیفی باشندء آنگاه 4 با ماتریسی با درایه‌های حقیقی متشابه‌است. 
فر ض کنید 7 عملگکری خحطی روی فضای بعد متناهی 7 باشد. ثابت کنید بردادی 
حون ۾ باحاصیت زذپردر ۲ وجود دارد. ا گر ر يك چندجمله‌ای باشد وه =  )7(0:‏ 
آنگاه ه = (7). (برداری چون ‏ يك بردارجداکننده برای جبر چندجمله‌ایهای 
در 7 نامیده می‌شود. ) هنگامی که 7 بردادی دوری داشته باشد. اثباتی مستقیم ازاین 
مطلب که هر برداز دودی برداری جدا کننده برای جبر چند جمله‌ایهای در 7 نبزهست» 
ار اه کنید. 


فر ض کنید 7 زیر هیا تی از هيات اعداد مختلط 4 ماتریسی ۸×۸ بردوی ۴ › و 
چندجمله‌ای مینه‌یال 4 باشد. ا ره را بهعنوان ماتر یسی بردوی 6 محسوب کنیم» 
أ نکاه 4ر به‌عنو ان ما تر یسی ۳ 71 بر ړوی 9 جذد جمله‌ای مینیما لی جون f‏ دارد. از 
قضیه‌ای در بارۂ معادلات خحطی جهت اثبات f‏ = م استفاده کنید. ۲یا همچنین می تو انید 
دریابید که این مطلب از قضه تجز يه دوددی جگو نه نيجه می‌شود؟ 


فر ض کنید ما تریس ری ۸ ×۸ با درایه‌های حقیقی جنان باشد که ه سد 1-7-آر. 
ثا بت کنیل زوح است و ا م۲ = فر ض شود فتاه 4 بردوی هيات اعداد 
حقیقی با ما تریسی به‌صورت بلو کی 


۱۸ فرمها ی گویا و ژوردان 


که در آن 7 ما تر یس هما نی )× م است» متشابه است. 


۰1¥ عملگر عطی 7 روی فضای بردادی بعد متناهی 7 داده شده است. فرض کنید 
(الف) چندجمله‌ای مینیمال 7 توانی ازيك چندجمله‌ای تحویل نا پد یر باشد؛ 
(ب) چندجمله‌ای مینیمال با چندجمله‌ای سرشت‌نما بر ابر باشد. 
نشان‌دهید که‌هیچ زیر فضای ۲-یایای غزر بدیهی» يكز یر فضای 7-پایای مکمل ندارد. 


۸ کر 7 يك عملگرخحطی قطری‌شدنی باشد. آنگاه هر زیرفضای 7-پایا یك زیر فضای 
-پایای مکمل نیز دادد. 


۰۹ گیر یم 7۲ عملکری حطی روی فضای با بعد متناهی 7 باشد. ثابت کنید 7 بردادی 
دوری دادد اگر و تنها | گرمطلب زیر درست باشد: هر عملگر حطی € با 7 حابجا 
شود يك چندجمله‌ای بر حسب 7 است. 


۰ فرض کنید 7 فضایی برداری با بعد متناهی بردوی هیأت ٣‏ و 7 عملگکری خحطی 
روی 7 باشد. می پرسیم چه‌وقت این مطلب درست است که هر برداد غیرصفر در 7 
برداری دوری براي 7 است. ثابت کنید وضع چنین‌است اگروتنها ! گر جندجمله‌ای 
سرشت‌نمای 7 برد وی ۳ تحویل نا پد یر باشد. 


۰.۹ فر ض کنید 4 ماتریسی 7× م با درایه‌های حقیقی باشد. فر ض کنید 7 عملگری‌حطی 
۱ روی ”۸ باشد که توسط 4 ددپاية مر تب استانده لماش داده ی و ل عملگر ی 
حطی روی س‌ باشد که آن هم در پا یه مرب استادده با 4 نمایش داده می شو د. بر ای 
اثبات مطلب زیر ازنتیجة تمرین ۲۰ استفاده کنید: اگر زیر فضاهای پایای تحت 7 

تنها ۸7 و زیرفضای صفر باشند» آنگاه ل قطری‌شدنی است. 


۷ فرم ژوددان 


فرض کنیم ۷ عملکر تحصلی پو ج‌توانی دوی فضای با بعد متناهی ۲ باشد. تجزیيهةً دودی 
N‏ حاصل از قضیه ٣‏ را مو رد توجه قر ار می‌دهیم . عل د صحیح میتی جون م و ۲ بر دار 
غير صفر 0۱ Cees‏ 0 در ۲ پا ۷- بو حسازهای Gass ‘P‏ ,و که 

V=Z(a ۲(۵۵ ۰۰۰ 200, ۲( 


و به‌از ای اس زر وم و۱ ‘DP  ci=‏ جندجمله‌آای Pi‏ را عاد ف و جود دار ند. جورن 


فرم ژوردان ۳۱۹ 


N‏ پوج‌توان است. ایی هست که > وچندجمله‌ای مینیمال × به‌صورت ې باشد. 
پس» هر ,ص به‌صورت رو رم است وشرط تقسیم پذیری چیزی جزشرط 


kK 2k 2 ۳ Zk, 


نیست. بدیهی است که م = / و ١ح‏ ,. ماتریس همدم :رو عبارت است از ما تر یس 


۷۳۳ 
o 0 وه‎ ۵ 0 
۱ O ۰ ه ه‎ O o 

(۲۲۴-۷) ۱ 0 0 م موم ۱ 0 عفر 
0 ا هه o o‏ 


بدین‌سان قضیةٌ ۳ پا يه مر تیی برای 7 به‌دست می‌دهد که نسبت به آن ماتریس × مجمو ع 
مستقیم ماتر یسهای پوچ توان مقدماتی (۲۲-۷) است که وقتی ۶ افرایش یابد اندازه‌شان 
کاهش می‌یا بد. از این مطلب دیده می شو د که به‌هر ما تریس > پو جتوانی علد صحیح 
مثبتی چون وم عدد صحیح مثبت »[۰۰ ۰۰ طوری وا بستدا ند کەر = ۸ل ۰۰۰ ۸ 
و ہے ۸K,‏ و نیز این اعداد صحیح مثبت فر م گویای ما تریس دا تعیین؛ یعنی» ما تریس 
را تا ميزان تشا به معین می کنند. 


درمورد عملگر پو چ تو ان فوق مطلبی وجود دار د که بایدآن‌را در اینجا خاطر شان 
سازیم. عدد صحیح مثبت م دفیقا برابر پوچی ۷ است؛ در واقع» فضای پو چ» پایه‌ای 
مشتمل ہر ۲ بردار 
N" ‘a, )۲۵-۷(‏ 
دارد. ریرا» فر ض می کنیم 0 در فضای پوچ N‏ باشد. حال ۵ را یاو رارت 
ee e‏ 
کد در آن f‏ يك جند جمله‌ای است ودرحه‌آن دا می تران کمن ار Kk;‏ فر ض کر د می نو یسیم . 
چون ه = ۷0 به‌از ی هرز دار یم 
N(f 0:)‏ < ه 
Nf ,)2۷ (۵‏ = 
(Lf a:‏ = 


پس» uf;‏ بر i‏ تقسیم پد یر است؛ وجون 3 < (f)‏ 8 این بدان‌معنی است که به‌ازای 


ه ۲ فرمها ی گویا وژوردان 
اسکا ری چون ,ع 


و لی ایکا 


a(t °°° +e,” 7 1«a,)‏ ای ده 
که نشان می‌دهد بردارهای (۲۵-۷) پایه‌ای برای‌فضای پو چ ۸۷ تشکیل می‌دهند. خواننده 
بايد توجه داشته باشد که این حکم از دید گاه ماتر پسی نیز کاملا؟ دوشن است. 
اکنون ما یلیم یا فته‌های خود درمورد عملگرها يا ماتریسهای پوچ‌توان را بسا قضيۀ 

تجزية او لیه از فصل ۶ تلفیق کنیم. وضع چنین است: فرض کنیم 7 عملگری خطی دوی ۷ 
باشد و نیز چندجمله‌ای سرشت‌نمای 7 بردوی ‏ به‌صورت زیر به‌سازه‌ها تجزیه شود: 

1 d 

(2—c,( 1‏ »ويو ۱ c(‏ ¬ )= ز 

در اینجا ,ع» ۰۰۰۰ عناصسر متمایزی از ٣‏ هستند و ۱ح ,4. در این صورت چند. 
جمله‌ای مینیمال 7 

۲ r 

P= (a — ce) *** (—c,) 
با شد» آنگاه قضية تجز يه‎ (T — c;1) است که در آن 4 > رک ۰۱ ا گر ,1۲فضای بو ج‎ 
او لیه حاکی است که‎ 

۲ < ۲۲ ۰ BW, 

و نیز عملگر, 7 الا شدم توسط 7 دوی 1۳۲ دار ای چند جمله‌ای منیمال 6 س وو) است . 
,۷ دا عملگری حطی دوی , 17 تعر یف شده توسط cl‏ ,7 << ,۷ می گیر یم. در این 
صودت : 2۷ پو ج‌توان و دار ای جندجمله‌ای مینیمال :ا است. عملگر 7 روی ,7 ما نند 
حاصل‌جمع CIN,‏ بر ابر عملگر همانی عمل می کند. فر ض کنیم پایه‌ای برای زیرفضای 
,7 متناظر به‌تجزيةً دودی عملگر پو چ‌توان ۰۷ انتخاب کرده باشیم. در ایسن صورت 
ماتریس ,7 دداین پاية مر تب» مجمو ع مستقیم ما تر یسهای 


۱ 

e)‏ ت 
ا 

0 0 م‎ ۰ ۰ ١ C 


است که در هريك ,ع = م. بعلاوه. اندازم این ماتر پسها وقتی از چپ به‌راست خسوانده 
شو ند» کاهش می‌يابند. ما تر یسی بهصودت (۰)۲۶-۷ يك ما تریس مقدماتی ژوردان بهازای 


فرم ژوردان ۳۲۱ 


مقدار سرشت نمای ع نامیده می‌شوو. حالا گرهمةٌ پایه‌های ,ها دا پهلوی هم قراردهیم» 
پایهةٌ مر تبی برای 7 به‌دست می آوریم. می‌خواهیم دراین پاي مر تب ماتریس إ4 از 7 دا 
توصیف کنیم. 

ماتریس 4 عبادت است از مجمو ع مستقیم ماتریسهای ,۰4 ۰۰۰۰ ۸ 


O 4 6e» O 
4<1 ۲ ا‎ (۲۷-۷) 
0 0 م۰۰‎ 4 
هم به‌صودت‎ A: 
() ¢ 4 4 
0 0 0 
o 7 ۰۰+ 0 
Ai ی‎ ۰ ۰ ۰ 
۰ e ® (2 
0 o Jn 


است که در آن هر J‏ يك ما تر یس مقدما تی ژوردان به‌از ای مقدار سر شت نمای 6 است. 
همچنین» داخل هر رل اندازة ماتریسهای )ل با افز ايش ار کاهش می یا بد. گوییم ماتر یسی 
زر × ور مانند 4 به فرم ژوردان است هر گاه‌همةٌ شر ایط تشریح شده‌دد این بند دا (به‌ازای 
اسکا لرهای متمایزی حون ۱ Cee‏ ب۵) پر اورد. 

قر یبا تشان دادیم که | گر 7عملکری‌حطی باشد که جندجمله‌ای سر شت نما یش بر دوی 
هيت اسکا لری» به‌طور کامل به‌سازه‌ها تجزیه شود آنگاه پایةٌ مرتبی بر ای 7 وجود دادد 
که در آن 7 با ماتر یسی که به‌فرع ژوردان است نمایش داده می‌شود. اکنون می خو اهیم 
یشان دهیم که این ما تر یس بدون احتساب تر ژیبی که درآن مقادير سر شت نما ی "7 دو شته 
می شو ند به‌طو در کا به 7 واست8: است. به بیان دیکگ ا دوما تر یس به قرم ژور دان 
متشا به باشند: آنگاه می تو انند تنها در تر تیب اسکالرهای ,ع متفاوت باشند. 

این یکنایی بەصو ر ت زیر ةا ہت می شو د. فر ض کنیم پا يه مر تبی برای ۲ وجو دداشته 
باشد که در آن 7 با ماتریس ژوددان 4 توصیف شده در بند قبل» نمایش داده شود. اکر 
A:‏ ما تر یسی 6 باشد انگاه بو ضوح cd,‏ جند گانگی 6 به عئوان ر یشه‌ای از جنل 
حمله‌ای سر شت نما ی4 با cT‏ است. به بیا ن‌دیکگی چند‌جمله ای سر شت نما ی 7عبارت است‌اد 


۷۲ فرمیایآو :ا و ژوردان 


 < (~e) °°° (ae): 

این معالب نشان می دهد که ,۰6 ٠۰۰۰‏ ع و ۰0 ۰۰۰۰ بدون احتساب تر تیبی که آنها 
را می نویسیم» یکتا هستند. این واقعیت که 4 مجموع مستقیم ماتریسهای ,4 است» تجز یه 
به‌مجمو ع مستقیمی چون , 61۲۲ ۰ 0 )=۲ راکه تحت 7 پایاست ایجاب می کند. 
| کنون‌تو جه کنید که ,۳ باید فضای‌پوج "(67--7) با بعد (۲) = ۸ باشدیز یرا» ددشن 
اس ت که ],ه - 4 پو چ‌توان و به‌ازای اعد ماتریس ]ری 4 نامنفرد است. از این‌دو 
می‌بینیم که زیر فضاهای , 7[ یکتا هستند. اگر ,7 عملگر الا شده توسط 7 روی ,17 باشد» 

آنگاه ماتریس رل به‌عنوان فرم گویای ,7 به‌طور یکتا تعیین می‌شود. 

| کنون میخو اهیم در بار عملگر 7 وما تریس ژوردان ۸4 که 7 را ددپایةمر تبی‌نمایش 
می دهد به‌مشاهد بیشتری بپر داز یم . فهرست يك رشته از مشاهدات حنین است: 

(۱) هردد اه 4 که نه‌روی قطراصلی باشد و ته‌بلافاصله زير آن برابر ه است.روی 
قطر 4 » م مقدار سرشت‌نمای متمایز ۰6 ۰۰۰۰ اد 7 قرار می گیررند. همچنین» ٥,‏ به تعداد 
d,‏ بار تکرار می‌شود. در اینجا ,ل چند گانگی ,ی به‌عنسوان ریشه‌ای از چندجمله‌ای 
سرشت نماست؛ یعنی» بعد (, ۲۷) = ,ل. 

(۲) به‌از ای هر و ما تریس ,4 مجم‌و ع مستقیم ,۸ ماتریس مقدماتی ژوردان ا 
به‌از ای مقدار سرشت‌نمای ,ع» است. عدد ,یر دقیقاً بعدفضای بردارهای سرشت‌نمایو ابسته 
به‌مقدار سرشت‌نمای ,ع است. ذیرا؛ ,۸ تعداد بلو کهای پو چ‌توان مقدماتی ددفرم گویای 
(,۲۱-6) است و از این قراد برابر بعد فضای پوج (6,7--۲) است. بخصوص توجه 
داشته باشید که 7 قطری‌شدنی است اگروتنها اگر به‌از ای هر و ل = ,«. 

)۳( به‌از ای هرق او لین بلوك J0‏ درماتر یس ,ما تر یسی است ۳ «Fr, X‏ که در آن r;‏ 
جند گا نکی 6 به‌عنو ان ریشه‌ای از چندجمله‌ای مینیمال 7 است. این مطلب اد این واقعیت 
نتیجه می‌شود که چندجمله‌ای مینیمال عملگر پوچ‌توان (۲,1 -,7) عبادت است اذ ؛زو. 

البته طبق معمول این‌مطلب ۳ ماتریسی ساده‌ای هم دارد. :| کر 8 ما تریسی ۸ × ۸ 
برروی هیأت ۶ باشد» و اگر چندجمله‌ای سرشت‌نمای 8 برروی ‏ به‌طر ر کامل به‌سازه‌ها 
تجزیه شود آنگاه 8 برروی ۴ با ماتریسی 7۸ ×۸ چون 4 به‌فرم ژوددان متشابه است و 
4 بسدون احساب پس وپیش کردن تر تیب ممأ دیرسرشت نمایش» یکت است. ۸4 را فرم _ 
ژوردان 77 می‌نامیم. 

همچنین» توجه کنید که ١‏ گر ۸ هیا تی بستهةٌ جبری باشد آنگاه ملاحظات با لا درمورد 
هرعملگرخطی دوی فضایی‌با بعد متناهی برروی ۳ یا برهرماتر یس ۸×۸ برروی "[» هم 
مصداق دارد. بدین‌سان مثلا هرما تریس ۸ ×" بر روی هیأت اعداد مختلط با ماتریسی 
اساسا یکتا در فرم ژوددان متشابه است. . 


مثال ۵. فرض کنیم 7 عملگکری خطی روی ٤۲‏ باشد. چندجمله‌ای سرشت‌نمای 
cJ —c( u T‏ سس وو) است» که در آن 6 3 6 اعداد مختلط متمایزی می با شند» با 


فرم ژوردان ۲۲۳ 


۲( - و ). در حالت تست 7 قطر یشد نی است ودر باه مر تبی ۳ ما تریس 


نما پش داده می‌شود. درحالت دوم» چندجمله‌ای مینیمال 7 ممکن است (۵ - ي) باشد که 
دراین حالت [م < 7 یا ۲( --) باشد که دراین حالت 7 درپایة مرتبی با ما تریس 

C 0 

۱ c 
نمایش داده می‌شود. بدین‌سان» هرماتریس ۲ × ۲ برروی هیأت اعداد مختاطء با ماتریسی‎ 


از یکی از دونو ع فوق» احتما لا بأ + = متشا به است. 


مثال ۶. فرض کنیم 4 ماتریس ۳ × ۳ مختلط 


۲ ° o 
A= | a ۲ 0 
b Cc. و‎ 


با شد. جند جمله‌ای سرشت نمای 4 به طو ر بد یھی عبادت است از (۱-ل-ون)۷(۲ - رو ). یا 
این چندجمله‌ای مینیمال است» که دداین حالت 4 با ما تریس 


۲ 0 Ö0 
۱ ۲ ° 
0 0 س‎ ٩ 


۲ o o 
0 ۲ 0 
0 o ست‎ ٩ 
متشا به أست. حال‎ 
0 o 0 


ra ° °‏ (۲](),44-7 --4ر) 
ac 9 0‏ 


و بنا براین» ۸ با ماتریسی قطری متشابه است اگر و تنها اگر Aro‏ 


مثال ۷. فر ض کنیم 


۴ ۷ فرمها ی گوبا و ژوردان 


۲ o o 0 

۱ ۲ 0 0 
4= 

o 9 ۷۲ o 

0 0 #۸ ۲ 


چندجمله‌ای سرشت‌نمای 4 عبارت است از ۲(۴ - یو ). چون ۸4 مجموع مستقیم دوما تریس 
۲ × ۲ است. و اضح است که ۲(۲--:) چندجمله‌ای مینیمال 4 است. حال اگر ه = 

ا گر | کے آنگاه ما تر یس 4 به فرم ژوردان است. توجه کنید دوم تریسی را که به‌ازای 
ه = د ۱ < ۵ به دست می آوریم» چندجمله‌ایهای سرشت‌نمای مساوی و چندجمله‌آیهای 
مینیمال مساوی دار ند لکن متشا به نیستند. این دو ماتریس بدین‌دلیل متشا به نیستند که پو ای 
اولین ما تریس فضای جواب (4=۲1) بعد ۳ دارد» درحالی که برای دومین ماتریس 
بعدش ۲ است. 


مال ۰۸ معادلات دیفرانسیل حطی با ضرایب ثابت (مثال ۱۴ در فصل ۶) مثال 
حوبی از فرع ژوردان به‌دست می‌دهند. گیر یم ,۵ ۰۰۰۰ ,ری اعدادی مختلط و ۲فضای 


مه 


همه توابع باد مشتق پذ بر روی فا صله‌ا ی ار حط حفیقی با شد که در معاد له دیفرانسیل 
d"f ۱ df‏ 
FF‏ ,۳4+ ۰ > ا dut‏ و۵ Ta‏ 
صدق می کنند. رز را عملگر مشتق گیر ی می گر یم. دداین صورت 7 تحت (بایاست. جرا 
که 7 فضای پوچ ((])م است که 
مب .< + p=‏ 

فرم ژوردان عملگر مشاق گیری دوی 7 چیست؟ 

فرض کنیم ۰6 ۰۰۰۰ ی دیشه‌های مختلطمتمایزرر باشند: 


ta, f =o 


a EE 
را فضای پوچ ۰( --) یعنی » محمو عة جوابهای معاد له دیفرانسیل‎ ۳ 
(D—c,I)'i f =o 
می گر یم. دداین صورت همان کو نه که درمثال ۱۵ ور فصل 2 ملا حظه کردیم» قضیه تجز يه‎ 
او له حا کی است که‎ 
Fas ۲۵ ۰ ° CBF, 


فرض کنیم , 7۷ ود ید ری - ( به ,7 باشد. دراین صورت فرم ژوردان عملگر D(دوی‏ 
(V‏ بهو سبلة فرمهای کته بای عملگرهای پو چ توان N, ۰ ۰ N‏ زوی فضاسای 


فرم ژوردان ۳۲۵ 


7 ۰ تعیین می‌شود. 
از این‌ری آنچه راکه باید (به‌ازای مقادیرمختلف ع) بدانیم» فرم گویای عملگر 
»N = )(-6[(‏ روی فضای , ۷ است که متشکل ازجوابهای معاد له 
f =o.‏ (0--) 

است. در فرم گویای ۷ چند بلوك پو چتوان مقدماتی وجود دارد؟ تعداد آنها برابر پوچی 
۷ یعنی بعد فضای سرشت‌نمای و ابسته به مقداد سرشت‌نمای ع» خواهد بود. این بعد ۱ 
است» ژذیر | هر تا بعی که درمعا دل دیفرانسیل 

Df =cf 
است. بنا براین» عملگر 2۷ (دوی‎ /)( =e صدق کند» مضر بی اسکالری اذ تابع‌نمایی‎ 
فضای , ۷) برداری دوری دادد. انتخابی مناسب برای برداری دوری عبارت است از‎ 
ج:‎ =a 7A 

a7 ۰‏ < («)ع 
از اینجا داد یم 


(۷ م‎ < )۳--۱(۵ Ah 


۰ 


۸۷۲-۱ ) ۱ 


بند قبل به‌ما نشان می‌دهد که فرع ژوردان (1(دوی فضای ۲)» مجموع مستقیم م 
ماتریس مقدماتی ژوددان» يك ماتریس به‌ازای هرريشة ,ی است. 


۹ فرض کنید ,۸ و ۸۷ ماتریسهای ۳ <۳ پوچ‌توانی برروی هیأت ۳ باشند. ثا بت کنید 
که , ۷ و N‏ متشابه‌اند اگر وتنها اگسر دارای چندجمله‌ایهای مینیمال مساوی باشند. 
۲ از نتیجة تمرین ۱ و فرم ژوددان برای اثبات مطلب زیر استفادهکنید: فرض کنید 4 و 
B‏ ماتر یسهایی × ۸ برروی هیأت ۳ باشند که چندجمله‌ایهای سرشت‌نمای مساوی 
d‏ 0 
f = (e—c) ° ۰۰۰)‏ 
و چندجمله‌ایهای مینیمال مساوی دارند. گر هیچ يك از ,ها بزر گتر از ۳ نباشد» 
آنگاه ۸ و 8 متشابه‌اند. 
۳ اگرما تریس ۵ < ۵ مختلط 4 با چندجمله‌ای سرشت‌نمای 
I= (»— (au +¥)‏ 


۲۶ فر مهای‌گوبا و زوردان 


و چندجمله‌ای مینیمال (۲(۲)۵-4-۷ -) = م باشد. فرم ژوددان 4 را بیایید؟ 


۴ . چه تعداد فرع ژوردان ممکن؛ برای يك ماتریس مختلط ۶ × ع با چندجمله‌ای 
سرشت‌نمای ۱(۲ -- وو) ۲(۴ ه) دادیم؟ 


۵ ۰ عملگرمشتق گیری دوی فضای چندجمله‌ایهای از درجۀ نابیشتر از ۳ درپاية مرتب 
«طبیعی» با ما تر یس 


o ۱ 0 o 
o 0 ۲ 0 
o 0 o ۳ 
0 0 0 o 


نمایش داده می‌شود. فرم ژوددان این ماتریس کدام است؟ ( ۳ زی رهیأ تی از اعداد 
مختلط است.) 


۶ ۰ فرض کنید 4 ما تریس مختاط 


۲ ۰ 0 0 0 0 
۱ ۲ 9 9 9 0 
ا‎ 0 ۲ 0 ۰ 0 
° ۱ ° ۲ 0 0 
۱ ۱ ۱ ۱ ۲ 0 
o 0 o 9 ۱۰ ك‎ 


باشد. فرم ژوددان ۸4 را بیایید. 


¥ . ا کر 4 ما تر یسی ۸ < زر بردوی هبات «FF‏ با جندجمله‌ای سرشت‌نمای 


f =(= e)“ ۰۰۰ (e —e)' 


باشد» رد 4 را با بید. 


۸ ۰ بدون احتساب تشابه» همۀ ماتریسهای مختلط ۸4ی ۳ ×۳ راکه برای آنها ۲ = ۸۲ 
ر ده بندی کنید. 


۰۹ 


.10 


۱۹ 


۳ 


1۴ 


۱۴ 


۹۵۵ 


فرم ژوردان ۲۷ ۲ 


بدون احتساب تشابه همه ماتریسهای مختلط ےی ۸ × م را که برای آنها 7 < "4. 
ر ده‌بندی کنید. 


فر ض کنبد عددی صحیح مثبت» ۲ << « و ۸ ماتریسی ۸ < برروی هیأت ۳ باشد 
که ه - N"‏ اما .N" zo‏ ثا بت کنید × ديشة دوم (جدر) ندار ده یعنی اینکهه 
یچ ما تر یس 71 ی جون ۸4 دوجود ند ار د که ۷ -< 4۲م. 


,۷ د دوماتریس پوچ‌توان ۶ × ۶ برروی هیأت بر هستند. فرض کنید , ۷ د)١‏ 
جند جمله‌ایها ی میئیمال مساوی و پوچی مساوی داشته باشید. ا بت کنید که Nes N,‏ 
متشا به‌اند. نشان دهید که این مطلب درمودد ماتریسهای پوچ‌توان ۷ ×۷ درست 


تساه 


نتیجة تمرین ۱۱ وفرم ژوردان دا برای اثبات مطلب ذیل به‌کار ببرید: فرض کنید 4 
و ۲ ما تریسها یی AX A‏ برد ی هیأت ۳ باشند که دار ای چند جماها يها ی سرشت‌نمای 
مساوی ۰ 

d d 

ین -¬2) ۰۰۰ c(١‏ و) = از 

و چندجمله‌ایهای مینیمال مساوی باشند. همچنین فرض کنید به‌از ای هرة» فضاهای 


جو اب ( ره 4 ) و (6,7--) بعدمساوی داشته باشند. | گرهیچ‌يك از ,ها بزد گتر 
از 2 نباشد آنگاه ۸4 و8 متشابه‌اند. 


| گر N‏ يك‌ما تر یس kK‏ < ۸ بو ج‌توان مقدما تی با شد؛ یعنی» N* = o‏ اما ه سل ۷-۱ 
شان دهید "۷ با ۷ متشابه است. حال از فرم ژوردان استفاده و ثا بت کنید هر 
ماتریس × ۸ مختلط با ترانهادة حودش متشا به است. 


چه اشتباهی در اثبات زیر و جود دارد؟ اک 4 يك ماتر یس ۸ × ۸ مختاط باشد و 
4 س س ي آنگاه 4 ماتریس ه است. (اشات: ل دا فرم ژوددان ۸ می گیریم. 
جرن 4 -- = 4 دادیم J‏ = أل اما چون ل مثلثی است» آل = *7 ایجاب 
می کند که هم درایه‌های ل صفر باشند. چون =٥‏ ل و 4 با ل متشابه است» می بینم 
که ۰ =4.) (مثالی از يك 4ی غیرصفر بیاورید که 4 - = 4.) ۱ 


اسر N‏ ماتریس ۳« ۲ پسوج‌توانی برروی نم باشد ثأابت کنیسد که 
1+۷۲ ور در ۷-+7-4< ۸4۲ صدق مى کند؛ یعنی» 4 يك ديشة دوم 
]1 است . رشتة دوجمله‌ای برای ۱/۲(/--۱) دا به کار ببرید و فرمول مشابهی 
برای يك ريشة دوم 1-۷ که در آن N‏ ما تر یس ۸ × 7 پو چ توا نی بسرروی )€ 
است» به‌دست آودید. 


۳۲۸ فرمهای‌تویا و زوردان 


۶ نتیجۀ تمرین ۱۵ دا به‌کاد ببرید و ثابت کنید که اکر ع عدد مختلط غیر صفری و 7۷ 

۰ ما تریس مختلط پو چ توا نی باشد» آنگاه (cI+N)‏ ريشة دومی دارد. حال فرم 

ژوردان را جهت اثباث اين حکم که هرما تر یس م × 7 مختلط تامنفرد ریش دوم دار د 
به‌کار ببر ید. 


۷ محاسبةً سازه‌های با با 


حالئی بسیار ساده که در آن 4 ماتر یس همدم (۲۰۷ جند جمله‌ای تکینی جوا ن 
teg ۰۰ Fame,‏ وت و 

است» آغاذ می کنیم. در بخش ۱۷ دیدیم که رآ هم چند جمله‌ای مینیمال وهم تچند جمله‌ای 

سرشت نمای ما تر یس همدم 4 است. | کنون» می خحواهیم محاسیه‌ای مستي م به دست دهیم که 

شان می‌دهد ر جند-جماه‌ای سرشت‌نمای 4 است. دراین حالت 


#7 0 9 موم‎ 0 cC 
ست‎ ٩ 2 0 ۰ 0 ° 
۰ س‎ FPF <» ٥ 6+ 
سب زو‎ 4= ۲ : ۱ 
0 o موم ن‎ a 6-۷ 
o 0 سس و و و‎ ١ FC ۱ 


برابر سطنر ‏ را به‌سطتر (۱-- وز) اضاف4 می کنیم. این عمسل؛ ې دا از مسکان 
(۸-۱ ,7-۱) برمی‌دادد؛ ولی دترمینان را تغییر نمی‌دهد. سپس ی برا بر سطر (7-۱) 
جدید را به‌سطر )۲+ (n—‏ اضافه می کنیم. اين عمل را متوالیاً ادامه می‌دهیم تا با این 
فرایند همه وهای روی قطر اصلی بر داشته شوند. نتیجه ما تر یس 

6 سل وی سل ۵ و ۰ 1 u‏ 0 هم مب 0 0 0 

oe O E ۰ ۵ cate,‏ 0 0 ۱ بسن 

o سل کرو 0 و م و 0 ۱ سم‎ «¢ ea Fc 


0 0 o ۰ o gC, «(UFC 


2 [ یت اب جر 2۳ 9 ° 


محاسبهٌ سازه‌هاق پايا ۳۲٩‏ 


است که دترمینانش با دترمینان 4 س[ برابر است. بالا ترین درایة سمت راست این 
ماتریس چندجماه‌ای م است. ستون آخر راء با افزودن مضربهای مناسبی از دیگرستونها 
به آن» ساده می کنیم: 


0 o 0 +¢ O 7 
س‎ | O Oo o“ 90 o 
b ست‎ | O مه‎ «4 0 0 
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ 
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ 
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ 
0 O OQ ٠+ + 0 0 
o o o +» ۰ سسس‎ 0 


هريك اذ (۱--) ستون اول دا در ١‏ ضرب» و سپس (۱--7) تعویض از ستونهای 
محاور انجام می‌دهیم ا ستو ن ۸فعای را بەستو ن اول بر سا بیم. انس نها زین ۲ ص ۲ تخیر 


۳ 0 6 هم‎ + O 


Oo ۱ 0 ما‎  م‎ O 
0o o ۱ همم‎ © (۲۸-۷) 


۰ 
۰ 
O O 0 ا‎ | 


حاصل می‌شود. پس از این واضح است که .p= det (xl— A)‏ 

می حو اهیم شان دهیم که به‌از ای هرما تر یسی ۸× 7 چون 4ء يك توالی از اعمال 
سطری وستر نی وجو د داد که 4 - وم را به‌ماتریسی بسیار شبیه به (۲۸-۷)»که در آن 
ساژه‌های پایای 4 زیر قطر اصلی ظاهر می‌شو ند تبدیل می کند. اجازه دهید اعمالی را 
که به‌کار خواهیم برد کاملا" روشن کنیم. 

دراینجا با ۳<۴[رر۳۲ دستة ماتر یسهای ۸ × م با درایه‌هایی که چندجمله‌ایهای 
برروی هیأت ۳ هستند» سروکار خواهیم داشت. ا گر ۸ چنین ماتریسی باشدء يك عمل 
سطری مقدها تی ر وی ۸۶ یکی از اعمال زیراست: 


۱ ضرب یك سطر از ۸۸ در اسکاار غیرصفری از ؛ 
۲ جایکزین کردن سطر ٣م‏ ۰۷۲ بسا مهار باضافةٌ ‏ برابرسطری کسه در آن ‏ 


۳۵۰ فر مهای‌گویا و ژوردان 


چندجمله‌ای دلخواهی برروی ۴ہ است و وسدم؛ 
¥ تعو يض دوسطر .M‏ 


عمل معکوس يك عمل سطری مقدماتی نیزعملی است سطری مقدماتی واز همان 
نو ع. توجه کنید که | کر دد (۱) چندجمله‌ایهای غیر اسکا ثری هم منظور می‌شدند» دادں 
جنین حکمی امکان نداشت. ك ما تریس مقدماتی ہر < وب یعنی ما تر یسی مقدما تسى از 
توت 7۳ ما تر یسی است که بتواند از ما تریس هما نی m xX m‏ به وسیل تنها يك عمل 
سطری مقدماتی حاصل بشود. واضح است که هرعمسل سطری مقدماتی دوی ۸2 می‌تواند 
از طریق ضرب ۸۶ ار چپ ددما تریس مقدماتی 7 × ر مناسبی نتیجه بشود؛ درواقع.! گر 
ع آن عمل با شد» آیگاه 

e(M)=e(I)M. 
هم ارز سطری 1 است.هر گاه‎ N دوما تریس در 2۳*۴ ]7[ باشند. گو ییم‎ N و‎ M گیر یم‎ 
بتواند توسط يك توالی متناهی از اعمال سطری مقدماتی از ۸ حاصل شود:‎ ۷ 
M= ۷ جب و ۰ جب ۲ جت‎ M,=N. 
«Al N بدیهی است که ۷ هم ازد سطری 1 است اگر و تنها ا کر 2۶ هم‌ادز سطری‎ 
× هم ارز سطری هستند» را بدکار گیریم. اگکر‎ N بنا براین می تو انیم اصطلاح (۲ و‎ 
هم ار ز سطر ی 1 باشد» آنگاه‎ 
N= PM 
که درآ نما تر یس ہی ۳ × مرن حاصل ضر بی از ما تر یسهای مقدماتی است:‎ 
P=E, مت وی‎ E, 
مأ تر یسی است معکو س ‌پذ بر که معکوس آن عبارت است از‎ ٣ بخصو ص»‎ 
P I= Eg <‘<* E. 

مسلماً معکوس E;‏ از معکوس عمل سطر ی مقدما یی مر بوط ناشی می‌شو د. 

همه این مطا لب درست نظیرهمان مطا لب درمورد ماتریسهای با درایه‌های متعلق 
به ۲ هستند. این مطا لب با نتایج مقدماتی فصل ۱ مشابهت دارند. از این‌ر ی مسئلةٌ بعدی 
که خحود را می نما یا ند معر فی يك فرم تحویل شد سطر ی پلکا نی بر ای ماتریسهای روی 
جند جمله|ا بهاست. در اینجا» به‌ما نمی جل ید بر می حور یم. جکو نه جنين ما تر یسی را تحویل 
سطری کنیم؟ او لین مر حله این است که دد اية غیر صفر مقدم‌سطر ١دا‏ انتخاب وهمةٌ ددایه‌های 
سطر ۱ را کی ان تقسیم کنیم. وقتی که در ایه‌های ماتر یس چنل جمله ای باشند (-زوماً) 
نمی تو انیم این عمل را اجام دهیم. هر چند» فدرم تحویل شدة سطری کاملا" مناسبی برای 
ماتر یسی عمومی ار F{a]™*”‏ و جود ندازد» و به‌طو رد ی که در قضیة بعد خواهیم دید 
درحالات معینی می‌توان براین مشکل فایق آمد. هر گاه اعمال ستونی دا هم معرفی‌و نو ع 


محاسیةً سازه‌های بايا ۳۳۱۰ 


هم‌اردی ر | که از پذ یرش استفاده از هر دو نوع عمل تشه می شود مطا لعه کنیم» می تو انیم 
فرع استاندة بسیاد مفیدی برای هرما تریس به‌دست آوریم. ابزاد اساسی لم زیر است. 


لم. فرض کنب 14 ماترپسي از *۳[نم]تر باشد که ادلین سنوش دداية غبرصفری 
داشنه و با دگترپین حفسو‌علیه عشنرك ددایه‌های وافع در سفوی ادل ۸ باشد. دد این 
صورت ۸۷ با مائرپسی چون 7۷ که 


P 


۰ 
۰ 
۰ 


هه 
دا پوعنوان الین سلو نش داردء همادز سطرق وه 

الہاٹ. در اینجا به‌اثبات چیزی بیش از آنچه که بیان کردیم» می پر داز یم. شان 
می‌دهیم که الگور یتمی برای یافتن ۰/۷ یعنی دستور العملی که بتواند برای محاسبة 2 دد 
تعدادی متناهی مر حله مورد استفادة يك ماشین قرار بگیرد» وجود دارد. ابتدا به‌نمادهایی 
نیا ز مندیم. 

گيریم 4 ماتریسی ۸ × مم با درایه‌های واقع دد [یه] باشد که اولین ستون‌غیر- 
صفری چون 


۸ 


e 


: ,1 
دارد. تعربیف می کنیم: 
min deg £,‏ < (, 7۸ 


f٥ 
)۲۹-۷( 
7)1 (=), ۰۰۰۰ بزر گترین مقسوم‌علیه مشترك ( ےگ‎ 

j جهت تصریح» فرض می کنیم‎ .deg f; = 1(M J را نمایه‌ای می گیر یم که‎ j 
کو چکتر ین نمایه‌ای چون 1 باشدکه برای آن ( ,1)۸1 = ,/ 068. می کوشیم تا هر را‎ 
و‎ 
. deg r, < deg f; یا‎ =o f= f 8r, (o-¥) 
به‌از ای هرز غیر از ژ» به‌جای سطرز ماتریس ۷» سطرة منهای ,ع برابر سطرز دا قرار‎ 


۲ فرمها ی گویا و ژوردان 


می دهیم. سطرر دا درعکس ضریب مقدم ر ‏ ضرب و سپس سطرهای و ۱ را تعویض 
می کنیم . نجه همه این اعمال ما تر یسی جون ۲ است که او لین ستو نش 


۸ = )۳۱-۷( 


است. در اینجا ,7 چندجمله‌ای تکین حاصل از نرمال کردن رگ برای داشتن ۱ به‌عنوان 
ضر یب مقدم» است. تااینجا» روشی خوش تعر یف برای وا بست هکردن ما تر یسی حون ۲ با 
خواص زیر به‌هر ماتریس ‏ عرضه کر دیم: 


۱ (الف) M‏ هم ارز سطری ۸۸ است. 
(ب) (۱ )2 -- (۸)ح. 
(پ) يا ( 1)1 > ( )7یا 


p(M) 


M= ۰ 


نشان دادن (ب) و (پ) اذ دوی (۳۰-۷) و (۳۱-۷) آسان است. خاصیت (ب) 
درست راه دیگر بیان این مطلب است که یبا زیسی وجود دادد که هټو 
رل deg‏ > رم وم با اینکه به‌اذای همه زها ه = ر و(بنابراین) رگ بزد گتسرین‌مقسوم- 
عليه مشترك ‏ ۰ ۰۰۰ است. 

اکنون اثبات لم بسیار ساده می‌نماید. با ماتریس ۸6 شروع می کنیم و دوش فوق 
جهت تحصیل ۸2۲ را به‌کار می‌بنديم. حاصیت (ب) حا کی است که یا ۸/۰ بجای ما تریس 


محاسبُ سازه‌های پايا ۳۳۳ 


۸۷ درلم به‌کار خواهد آمد یااینکه ( 1)1 > (7)۸/۱. درحالت دوم روش دا بر‎ N 
مناسبی‌نباشد»‎ N ۰/6۲ به‌ کاد می بندیم تا ما تریس (۱) = 14 را به‌دست آودیم. | گر‎ 
را تشکیل می‌دهیم» و به‌همین لو ادامه می‌دهیم. نکته در اینجاست که‎ M®™ = (MY 
نامساویهای اکید‎ 

KMJ> KM) >(MP) ۰‏ 
نمی توانند همچنان ادامه داشته باشند. پس از حداکثر (, 1) [بار تکرار این دوش باید 
به‌ما تریسی چون (۰ که دادای حو اص مالوب است» دست با بیج 0 


وڪي ۶ فرض کلم ماثریسی ی 7 × 7 با درایه‌های منعطق به جبر چند جمله‌اق 
[ے ]۶ داده شده باشد. احکاا ڈیر همارزند. 

(۱) ۶ معکوسیپذیر است. 

(۲) دثرمینان ۶ چندجمله‌ای اسکالری غیرصفری است. 

(۳۲) ۶ همادز سطری ماثریی همانی 7 77 است. 

P (۴(‏ حا صل ضر بی از مانریسیای حقدعافی است. 
۱ اثبات. واضح است که (۲) از (۱) نتیجه می‌شودء چرا که تابع دترمینان دارای 

حاصیت ضر بی است وتنها چندجمله!یهای معکوس پذیر دد [6]2 چندجمله‌ایهای اسکا لری 

غير صفر هستند. حفیقت امسر این است که درفصل ۰۵ برای‌اینکه نشان دهیم )۱( و (۲( 
هم ارز ند از الحاقی کلاسيك استفاده کردیم. لذا برهان اخحیر» اثبات دیگری است اذاین 
مطلب که (۱) اذ (۲) نتیجه می‌شود. ما «چرخ فلك» 


)۱( -+ )۲( 


۱ 
را تکمیل خواهیم کرد. تنها حکمی که بدیهی لیست» این است که ۳۸( از (۲) نتیجه‌می شو د. 
(۲) دا فرض می کنیم و اولیسن ستون ۶ را درنظر می گیریم. این ستون شامل 
چندجمله‌ایهای معین ,م» ۰۰۰۰ م است و 


چر | که هر مقسوم علیه مشت رلك 7 ۰ ۰ ۰ Pn‏ با ید (اسکا لر ) م det‏ را عاو کند. لم قبل را 
برای به‌دست آوردن ماتریسی چون 


0 )۳۲-۷( 


۴ فرمهایگویا و ژوردان 


کد هم ارز سطری ۲ است بر ۲ به‌کار می بندیم. هرعمل سطری مقدماتی» دترمینان‌ما تریس 
مفروضی دا (حداکثر) درحد ساره اسکا لری غیررصفری تغییر می‌دهد. پس» 0 )ول يك 
چندجمله‌ای اسکا ری غیرصفر است. بد یھی است که ما تریس (m— ۱) EB‏ کر (۱ سب ووز) 
دد (۳۲-۷) همان دتره‌ینان @ دا دارد. با براین» می تو انیم م اعیسرر | در مورد ‏ به‌کار 
ببریم. اگر این دوش دا تا 7مرحله ادامه دهیم» ماتریسی بالامثلثی چون 


۱ 6 ۹۹9 de 

۰ ۱ ۰ ٭ھ‎ Db, 
R= ۰ ۰ 
0 0 ۰ ۰ ۱ 


را که ھ م‌ارز سطری ۲ است» به‌دست م ی آددیم: معلوع است که ۸ هم‌ارز سطری‌ما تریس 
j OEE‏ 


نتیجه. گیربم 141 د ۷ دد ماٹریس 7 < 7 با درایه‌های متعلن بجر چندجمله‌ای 

[ج] ۲ باشند. دراپن صورت ۷ همادز سطری 1 است اگر و کہا اگر 
N= PM‏ 

که ددآن ۶ ماتریسی 7 × ر ععکوسیپذیری اسٹ با ددایه‌های مثعلق به [ے]٣.‏ 

اکنون اعمال ستو نی مقدماتی و همارزی ستو یر | به‌صور تی شبیه به‌اعمال سطری 
و هم ادزی سطر ی تعر یف می کنیم. تبادی به‌مقهو می دید از ما تر یس مقدما تی ندار یم 
ديرا ددة ما تریسهایی که بتو انند يهو سمل انجام بك عما ل ستو نی مقدماد ی ددی ما تریس 
همانی بەد ست آ يده عیناً با رده‌ای که با استفاده از يك عمل سطر ی مهدما 3 ی حاصل 
می شود مساوی ات 


تعر پف. عافریی با مافویی M‏ هم ارز است ۰ هرگا: پشسوا نیم ۷۶ بهو سی 
دشالهای از اعمال 


M=M mM < = M,=N 
. که هریت عملی سطرق مقدمافی پا عملی سلو تی حقد هی است. به 2۷ بر سیم‎ 


قضية ۷ فرش کل ۸ د ۸۷ دد ماثرپسی > با درایه‌های متەلق به جر چند 
جملەاق [ ]۳۲ باشند. دد این صودت ۷ با 14 همادز است اگر و تھا اگر 


N= PMO 


محاسبةً سازه‌های پايا ۳۳۵ 


که درا ٣‏ ماتریسی حعکوس پذ بر در ۳7۳ [] ٣‏ د 0 حائرپسی حعکوسی پذ پر دا ۳[ نو ]۳[ 


است. 


قضی ۰۸ فرضی کل 4 ماذرپسی 7 ×7 ہا ددایه‌های متطیق بههیأت ۶ باشد و 
ر ۰۰۰۰ ,و ساژ‌هاق پاپای 4 باشند۔ مائریسی 4 رم با ماتربی قطری ۸×۸ با 
درایه‌های قطرق ,7 ٩7,۰۰۰۰‏ ۱ ۲۱ ۰۰۰۰ ۱ همارز اهنت 

البات. ماتریس ۸ ×۸ معکوس‌پذیری چون ۶ با درایه‌های متعلق به ٣م‏ وجود دارد 
که P4۲71‏ بەفرم گویاء› یعنی به‌صورت بل و کی 


4 os Rê 


O + ۰ ۰ ۰ O 
PAP ‘=| . ۱ ۱ 

۰ ا ۰ ۰ 

Oo [e © ¢» 4, 


است که در آن ۸4 ما تریس همدم چنذ جمله‌ای :7 است. بنا بر قضية ۷ ما تریس 
(۳۳-۷) 4۲۳۱ - ور -< ۲۱( -- آ[و) 


xI— A - 9 9 
O ورن‎ -- A ۰ ه‎ O 
I — PAP 1= (F-۷) 
0 O0 4 ۰ ور‎ - A4, 


که در آن [هایى گو نا گو نی که به کار ر فته است» ما تریسهایی همانی با انداده‌های مناسب 
هستند. در آغاز این بخش نشان دادیم که ,4 - بو با ماتر یس 


Pi O ۰ + oO 
۴ 

0 + م مه ۱ O‏ 
۰ ۰ 

۰ ۰ 

۰ ۰ 

o 0 ۱ 


هم‌ارر است. در این صودت اد (۳۳-۷) و )۴-۷( واضح است که 4۾ — ]2 هم‌ارز 


۳۶ فرمهایگویا و ژوردان 


ماتریسی قطری است که قطر اصلیش شامل چندجمله‌ایهای ,م و (مر- م) تا ۱ است.باچند 
تعویض متوالی سطرها و ستونها می‌توانیم این در ایه‌های قطری را به‌تر تییی دلخواهءمثلا" 
67۱ ۰۰ 0,۰۰ ۸ ۰۰ ۰ ۱ مر تب کنيم . [] 


فضیهٌ ۸ راه موثری برای محاسبهةٌ مقسوم‌علیه‌های مقدما تی <P‏ ۰۰۰۰ ,2 ار اه 

نمی کند» چرا که اثبات ما به قضیۀ تجزیةً دوری وابسته است. اکنون آلگودیتمی صریح 
برای تحویل يك ما تر یس چندجمله‌ای به‌فرم قطری ارائه می کنیم. قضیۀٌ ۸ می رساند کسه 
می تو انیم تر تیبی دهیم که عناصر متوالی روی فطر اصلی یکدیگررا عاد هم بکنند. 


تعریف. گیرپم ۷ ماتریسی دد *<۳][۳/ باشد. گویں N‏ به فرم نرمال (اسمپت') 
ات۰ هرگا: 

(ا لف) هردراپة پپروت ۱۱ قطراصلي N‏ برا بو ه پاشد؛ 

(ب) دی قطر اصلی ۷ ( بترئیب) چندجمله‌ایهای , ۰۰۰۰ , که ےکر چند- 
جملهای ھا 5 عاو هی کند ۰ ۱ بت >> ۳۱ ظاهر شو دد. 


دراین تعریف» عسدد 7 عبارت است از (۸ ,7) 10119 = . درایدهای قطر اصلی 
عبار تند از N,‏ درز و۰۰ ,2۱ /. 


قضی ۰۹ فرض کن 14 ماتریسی 7۸ × با ددایه‌های معلق به جبر چندجمله‌ای 
[ے]۶ باشد. دداین صورت 2 با ماثریسی چون ۸۷ که به‌فر؛ رمال است همارز است. 

اثبات. اگر ه = 6 چیزی برای اثبات ندادیم. اگر ۰چ ۲ لگودیتمی بر ای 
یافتن ماتریسی چون ۲ که با ۸ هم‌ارز و به‌صورت 


٠ 0 ۰ +9 + o 


MS )۳۵-۷( 


پاشدء ارائه خواهیم کرد. در اینجا ۸ ماتریسی است (۱-) <(۱-ر) و ,ا همه 
در ایه‌های ۸ را عاد می کند. در این صورت کار تمام است» جرا که می‌توان همین روش 
را بر به‌کار بست و ۲ را به‌دست آودد وغیره. 

گیریم ()7مینیمم در جات دد ایه‌های غیر صفر ۸ باشد. او لین ستونی دا که‌شامل 
درایه‌ای بادرجةٌ (/7)2 است می‌یا بیم واین ستون را با ستون ۱ تعویض می کنیم.ما تر یس 





1. Smith 


محاسبهً سازه‌های پابا ۳۳۷ 


حاصل را M2‏ می‌نامیم. حال برای يا فتن ما تر یسی به‌صو رت 
(۳۶-۷) 


که با ۸1 هم‌ارز باشد» روشی دا شرح می‌دهيم. با به‌کار بستن دوش لم قبل اذقضيةء 
بر ما تریس ۸1ء روشی که ما آن را ۶ر[۳ خواهیم نامید کار خود دا آغاز می کنیم. 
حاصل کار ما تریسی چون 


7 A ۰ ۰ b 
o 6 ee“ 0 
17 = ۰ ۰ ۰ )۳۷-۷( 


7 ’++ م 0 


است. اگر درایه‌های 8 ۰۰۰۰ ط همکی ه پاشند عا لی است. و گر نه نظیر مر[ را که 
می تو اند ۶[ نامیده شود» درمورد اولین سطر به کار می بر یم نتیجه ما تر یسی چون 


۳4 0 ۰۰. O 


ad Cc مه‎ @ 
۸/۳ <| . ۱ ۱ (۳۸-۷) 


f‏ ¢ 4 4 7 ال 
است که دد آن ۽ بزد گترین مقسوم‌علیه مشت ر له ›p‏ 0 ۰۰۰۰ است. در استخراج MP‏ 
این امکان هست که شکل حوب ستون ۱ بههم حورده باشد. دداین صورت. يك بار دیگر 


۶ دا می‌توان به‌کاد بست. نکته دراین‌جاست: درحدا کثر (/)7 مرحله 


۳1۶ PLY’ 13 
MO + ۲/۲۱ + بت (۷/)۲ر‎ <... >+ M0 


با ید به‌ما تر یسی چون 1 که بەصودت (۳۶-۷) است» دست‌یا بیم» چر ا که بین هر دو مر حل 





1 ۳ حرف اول ۳۲0۵6۵01۲6 پمعنی دوش و بآ حرف اول 61۳01۳08[ پمعشی لم است.م. 


۸ فره‌ها ی گویا وژوددان 


متو ا لی دار یم( )> ((1)2/**۱.ر و ندی را که‌هم | کنون تعر یف کر دیم» ۳۶-۷ می نامیم : 
yD,‏ ۳۳۶-۷ ۱ ۷۶ 
چس 


در (۳۶-۷) چندجمله‌ای و ممکن است همۀ درایه‌های کر را عادکند. در غیراین 
صودت» او لین ستو نی راکه درایه‌ای غير قا بل تسم برع داشته باشد می‌یا بیم و آن را 
به‌ستون ۱ اضاأفه می کنیم . ستون اول جدید» هم چ را شامل است و هم درابةٌ بلاج را 
که در آن عم و £ deg‏ > ۲ وول. اکنون روند ۳۳۶-۷ راکه به‌کار بندیم فتیجه 
ماتریس دیگری به‌صودت (۳۶-۷) خواهد بود که در آن‌در جةً چ مر بوط کاهش یا فته است. 

حال باید آشکاد باشد که در تعدادی متتاهی مر حله» (۳۵-۷) را به‌دست خو اهیم 
آودد؛ یعنی» به‌ماتتریسی به‌صورت (۳۶-۷) خسواهیم دسید که در آن درجۀ ع دیگر 
تقلیل پذ یر نیست. "۳ 


می خو اهیم شان دهیم که فر م رمال وابسته به‌هر ما تر یس ۸ بکتاست. به‌دومطلب 
بر حور ده‌ایم که راهنما پیهابی درمورد چکسونگی تین یکتا گو نه جند‌جمله ا پهسای 
(ee f‏ 1گ در قضة ٩‏ توسط ۸ به‌ما عر ضه می کنند. اول آ نکه. اعمال سطر ی‌وستو نی 
مقدما تی» دترمینان ماتریسی مر بعی را بیش از سازة اسکا لری غیرصفری تغییر نمی‌دهند. 
دوع اعمال سطری و ستو نی مقدماتی بزد 5 مقسو م عليه مشتر ل درایه‌های هیچ ماتریسی 
را تغییر نمی‌دهند 


تعر یف فرضی کل 1 ماثرچسی 7 × رر ہا ددایه‌های متلق به [ے]۴ باشد. اگر 
min (۳, ۸(‏ < »1 > ۰۱ (6,)4 ۱ بزدگترین مقسوم علبه مشترك دثرمینا نهای همه زیر 
ماذرچسهای م × ہی 7 رہف هی‌کنیم. 


ياد اور می‌شویم که يكز یرما تر یس K‏ ی 1 ما تر یسی است که از حذف m—k‏ 
سطر و م م ستون ۸۲ پدید می آید. به‌بیان دیگر تاییهای معین 
Ki < °°° SiS‏ 19 وک مات ز 
ISAS ۰ TAS‏ ار ۰۰۰ )= J‏ 


دا انتخاب می کنیم‌وما تر یس متشکله از این سطر ها داین ستونهای 1 دا ددنظرمی گیریم. 
دترمینا نهای ۱ 


7, ر‎ )۸( < ۱ ۱ ۰ (۳۹-۷) 
M 


ik İk‏ و بآ 
مورد توجه ما هستند. وقتی که [ و ل دوی تاییهای ممکن تغییر کنند» بزر گترین مقسوم۔ 


عله مشترك چندجمله‌ایهای ( 11 )ر ,2 جندجمله‌ای (8,)۸ است. 


محاسبهُ سازه‌های بایا ۳۳۹ 


قضیا ۰۱۰ اگر/1 د ۷ ماتریسدای > 7 هم ادز د با دراپه‌های متعلخ به []7 
با ند ۰ ۲ نگ 
8,(M)=8,(N),  ۱<k< min (Mm, n). (۴-۷)‏ 

اثبات. کافی است که شان د هد م هیچ عمل سطری ا ی» چون ۰6 ,0 را تغسر 
نمی‌دهد. چون معکوس ع 9 ز عملی ۳9 مقدما تی است. کافی است شان دهیم که: اگر 
چندجمله‌ایی چون گ» به‌ازای همه تاییهای ‏ و ل (۸4)ر ,ها دا عاد کند. آنگاه ‏ 
جندجماها یهای ))e(M(ر,,D‏ را نیز عاد می کن چون عملی سطری 2 تو جه است»› 
سطر های ۶ دا 604۱ ۰ ۰ ۰۰ پبه می‌نامیم و از تماد 

(۸)ر,رظ a,,)=‏ و 


نیز استفاده می کنیسم. با مفروض بودن ]و ل چه دابطه‌ای بین (۸)ر ,5 و 
((۵)2)ر رد برقرار است؟ سه نوع عمل ع را در نظر می گیریم: 


D,(a 


۰ + 
1 


(الف) ضرب سطرم در اسکالر غیرصفری چون ع؛ 
(ب) جایگزین کر دن سطر م با سطرم ياضا فة 2 برابر ی rs‏ 
(پ) تعویض سطرهای م و 6 وعلد. 


موقتاً عملهای نوع (پ) دا فراموش و حواس خو ود را روی انواع (الف) و (ب) 
که تنها سطرم را تحبر می د هند» متمر کزم ی کنیم. | گر ر هيچ‌يك ار نمایه‌های 7۱ ۰ ۰ ۰ i,‏ 
نباشد آنگاه 


Dr, ,)(۰‏ < ((2)2)ر 1 
اگرم در بین نمایه‌های ز» ۰۰۰۰ باشد» آنگاه برای دوحالت فوق دادیم 
)لف( Q,)‏ ۰ میم ,*** به)رظ <((۵)00)ر رط 
اه ۰ مه ,*** , )ره 
=cDr,} (M)‏ 
)ب( )® ,*** ماه ۰۰ D(a,‏ (۵)20)ر ره 
Ey e)‏ :%( رطع Dr,j,(M)‏ = 


درمورد عملهای از نوع (الف) واضح است هر که (۸۸), ,( را عادکند 
((/)۶)ر ر دا نیزعاد می کند. درمورد حالت عملی از نوع (ب) توجه کنید که 


هر کاه ژیی را شك که رد 8» ه = eer Q;,)‏ 0 و۰ ۰ ۰ D(a;‏ 


ی 


D(a; + OA, °°°, 0:,( 2 1 رمرم‎ (M) KET “j وهر گاه به‌ازای هر‎ 


۴٥‏ رمهایگو یا و ژوردان 


۲ ددمعادلة آخر تایی(,]آ, ۰ ۰۰۰,8,۰۰ و 1) است که به‌تر تیب‌صعودی‌مر تب‌شده 
است. اکنون باید آشکار باشد که ا گر ز هر (۸۸)ر 1 را عاد کند» آنگاه [ هر 
((/۶)2), رط دا نیزعاد می کند 

عمل نو ع (پ) را می تو آن؛ قطع نظر از جز یات ۳ استدلال مشا بهی ویا با استفاده 
از این واقعیت که چنین عملی می‌تواند حاصل دنبا له‌ای از عملهای از نوع (الف) و(ب) 
باشد» مورد بررسی قرادداد. [] 


نتیچه. هر مانریس ۸ دد *<۳]2[۳ دفبفاً با پك مافریس ۷ که دد فرع رمال باشد 
همارژاست. چند جمله‌ایهای , ز» ۰۰۰۰ ,ار که ددی فقطراصلی ۷ فرادمی‌گبرند+عبارنندا( 
aM)‏ 
(/)۱-,6۵ 
که درآن» براق سهولت ۱6 ر« << 8,(M)‏ ثعریف می شود. 
البات. اگر ۷ز در فرم نرمال و با درایه‌های قطسری ,۰ ۰۰۰ ,گر باشد بسیار 
ساده دیده می شود که 


کم 


1ı > > min (m, n) 


(N= ffe ۰۰۰ f 


بدیهی است که ما تریس ۸۷ ددنتیجة احیر را فرم نرمال ۲ بنامیم. چندجمله‌ایهای 
۰۰۰۰ غالبا سازه‌های پایای ]۸ نامیده می‌شو ند. 

فر ض کنیم 4 ماتریسی 7 × م با در ایه‌های متعلق به ۴ ۵ ۰ 0۰۰۰+ سازه‌های 
پایای 4 باشند. | کنون می بینیم که درابه‌های قاری فر م رمال ما تریس 4 ]م عبار تنداز 
CD, \ce ۰ ۸‏ ۰« ۰« ۰ 7 .نتیجةً اخیر می فهما ند که 0 ۰ ۰ ۰ ,بر حسب ز پر ما تر یسهای 
4 - ور جد هستند. عدد م بزر گترین یی است که ۱ = (4 -- آو)8. چندجمله‌ای 
مینیمال ,و حاصل تقسیم چندجمله‌ای سرشت‌نمای هر بر بزر گتریسن مقسوم‌علیه مشترك 
دترمینانهای همه زیرما تریسهای (۱--) × (۱-) از 4 - ]وم است. و الی آخر. 


ثمر ربن 
۹ مطلب ذیل درست است پا غاط؟ هرما تریس »ڍر F[r]7**‏ هم‌ارز سطری ما تر یسی از 


با لامثلئی اسرت . 


۲ فرض کنید 7 عملگری عطی روی قضایی بردادی با بعد متناهی و 4 ماتریس 7 در 
پایةٌ مرتبی باشد. دراین صورت 7 بردادی ډوری دارد اگسر وتنها اگر دترمینانهای 
دیرماتریسهای )۱ مس ) < (۱ (n—‏ از 4 -- ]ور یت به‌هم اول باشند. 


۰.۳ فر ض کنید 4ماتر یسی 1 < 7 با دردایه‌های متعلق به‌هیات F‏ و مه ه +4 ۳ درایه‌های 


خلاصه؛ عمالگرهای نیم‌ساده ۲۳۲۷۶۱ 


قطری فرم نرمال 4 -- آرو باشند. برای کدام ماتریس 4ء خاصیت اط ] برقر اد 


است. 


۴ عملگری خطی چون 7 با چندجمله‌ای مینیمال ۱(۲-- :)رو و چندجمله‌ای سرشت‌نمای 
۱(۴ زم)۲رر بسازید. تجزية او لیفضای‌برداری تحت 7را توصیف کنید وتصویرهای 
روی موّلفه‌هایاو لیه‌ر! بيا بید. پایه‌ای‌پیا بید که‌در آن ماتریس 7 درفرم ژوردان باشد. 
همچنین تجز یه به‌مجموع‌مستقیم صر یحی از فضا بەز یر فضاهای 7-دودی‌همانند فضیة ۳ 
را پیداکنید وساز‌های پایا را به‌دست آورید, 


۰۵ فر ض کنید 7 عملگری حطی روی A^‏ باشد که در پا یه استانده با ما تریس 


۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
۰ ° 0 0 9 ©0 و‎ ۱ 
o 0 o 0 o o o سب‎ ٩ 
o ۱ ۱ o 0 ° o ۱ 
4= 
0 0 0 ۱ ۱ o o 0 
° ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 0 ۱ 
9 اس إإإ وا اسب ا و یم‎ 
0 0 0 9 و 0 ه‎ 9 


(ب) تجز ية او لیه۳۹/ تحت 7 وتصو برهای روی مو لفه‌های او لیه‌رابیا بید. تج ية 
دودی هر مو لفة او ليه را آن‌طور که در قضبهة ۳ آمده است» پیدا کنید. 

(ب) فرم ژوردان 4 را با بید. 

(ت) يك تجز یه به‌مجمو ع مسنقیم از ۸ بهز پر فضاهای 7-دوری» همانند قضیة۳» 
پید| کنید. (راهنماپی: يك راه برای اجام این کار استفاده از نتایج در(ب) ونیو استفاده 
از تعمیمی مناسب از ایده‌های بحث شده درمثال ۴ است.) 


۷ خلاصه؛ عملگر های فیم‌ساده 

در دو فصل اخیر با تك‌عملکری عطی چون 7 روی فضای برداری بعدمتناهی ۷ سروکاد 
داشتیم. بر نامه کار تجز يه 7T‏ به‌مجموعی مستفرم از عملگرهایی حطی با طبیعتی ابتدایی» 
به‌منظور کسب اطلاعاتی مفصل دراين مورد که 7 روی فضای ۲ جکر نه «عمل می کند»؛ 


۷۲ فر مها ی گویا و ژوردان 


بوده است. حال وصح فعلی را به‌طور حلاصه مر ور می کنیم. 

مطا لعهٌ 7 رابا كمك مقادیر سرشت‌نما و برداردهای سرشت نما آغاز کردیم.عملگرهای 
قطری‌شد نی » یعنی عملگرهایی کسه می توا نند به‌طور کامل بر حسب مقادیسر و بردارهای 
سر شت‌نما توصیف شوند» را معرفی کردیم. سپس مشاهده نمودیم که ممکن است 7 حتی 
يك بر دار سرشت‌نماهم ند اشته باشد. حتی‌درمورد هيات اسکا لری بستةٌ جبری نیز که‌هر عملگر 
حطی به تحقیق‌دست کم يك برداردسرشت‌نما دار ده ملا حظه کردیم که بردارهای سرشت‌نمای 
T‏ روما فضا را پدید نمی اور ند. 

سپس قضية تجز ية دوری را اثبات کردیم که بدون هیچ گو ند فر ضی درمورد هیأت 
اسکا لری» هر عملکر حطی دا به صورت مجموع مستقیم عملگرهایی با يك برداد-دوری؛ 
بیان می کسرد. اگرں عملگری خی با بر داري دودی باشد» ۲ پا یه‌ای جسون 


0۸ و۰ ۰ 0 با خاصیت 
ات و وه ,اكل ,بر = ره لا 
۱0 مس ما۰ ~ Ua, = — 600 — C(O‏ 


وجود دادد. از ايندو کنش ل دوی این پایه انتقال هرر به بر دار بعدی «بر0 إست» 
بجز اينکه ل تر کیب خحطی مشخصی از بر دارهای پایه است. چون عملگر خطی عمومی 
7 مجموع مسقیم تعدادی متناهی از این گو نه عملگرهای ل است؛ توصیفی صریح و نسبتاً 
ابتدایی از کنش 7 به‌دست آوردیم. 

آنگاه قضیة تجزیةً دوری دا روی عملگرهای پو ج‌توان به‌کاد پستیم. درحا ات 
هيأت اسکا اری بستة جبری» این مو ضوع را با قضیة تجز ية او لبه تلفرق کر دیم وفر)ژوردان 
را به‌دست آوردیم. فرم ژوردان پایدای چون (یه ,0,۰۰۰ برای فضای ۲ را 
به‌دست‌می دهد که به از ای هرژ» يا 6 مضر بی اسکا لری ادر اس ت یاربره ره 0 7. 
جنین پایه‌ای به‌طور قطع کنش "7 را به‌طر یقی صر یح وابتدایی توصیف می کند. 

اهمیت فرم گو یا یا فرع ژوردان) ار این واقست ناشی می‌شو د که همو اره وجسود 
دارو ونه ازاینکه درحالا تی حاص امکان محاسیةً آن هست. بدیهی است که کک 
حطی خاصی‌چون 7 مفروض باشد» و بتوان فرم ژوردان يا دوریش را محاسبه کر د»حتماً 
با ید محاسیه را | دام داد؛ زیرا» با در دست داشتن جنین فرمی ؛ می توان اطلاعات زیادی 
درمودد 7 جمع آوری کرد. در محاسبة این فرمهای استانده دونوع اشکال بروزمی کند. 
يك اشکال» مسلماً طولانی بودن محاسبات است. اشکال دیگر این است که حتی اک کین 
وة وحوصلة لازم را داشته باشد» ممکن است دوشی برای انجام محا یات وجو د ند اشته 
باشد. لا » در تلاش برای یافتن رم ژو ردان ما تریسی مختلط اشکال دوم 9ج می‌دهد. 
صلا روش خوش تعریفی برای تجز یه جند‌جملدای سر شت نما به‌ساره‌ها وجوو :دارو و 
بدین‌سان شخص در آغازاز کار بازمی‌ماند. فرم کویا اژاین‌اشکال‌صدمه نمی بیند. همان‌طور 


که در بخش ۴۰۷ نشان دادیم» روشی خوش تعریف برای یافتن فر م گویای هر ما تریس 


خلاصه؛ عملگرهای نیم‌ساده ۳۲۳۲ 


۸× 7 مفروضی؛ و جود دار د؛ البته» معمو لا" این گو نه محاسباث بسیاد طولانی هستند. 
درخلاصهٌ قضایای این دوفصل آخر» تا کنون به‌یکی از قضایایی که اثبات کر دیم 
اشاره‌ای نشده است. این فضیه حاکی از این است که اگر 7 عملگری حطی روی فضایی 
برداری با بعد متناهی برروی هیاتی بستهٌ جبری باشد» آنگاه 7 به‌طور یکتا به صودت 
مجمو ععملگری قطر ی‌شدنی وعملگری پو چ‌توان که با یکدیگر جا بجا می‌شو ند» قا بل بیان 
است. این نتیجه‌با كمك قضیهٌتجزیةٌ او لیه‌واطلاعات معینی درموردعملگرهای قطری‌شدنی» 
اثبات شد. قضية اخیر به‌عمق قضة تجزيةً دودی ويا وجود فرم ژوردان نیست. و لی یقیناً 
داد ای کار بر دهای مهم ومفیدی در بخشهایی از ریاضیات هست. در خاتمة این فصل بدون 
اینکه فر ض کنیم هیأت اسکالری بست جبری است» قضیۂ مشا بھی را اثبات خواهیم کرد. با 
تعر یف عملگرهایی که نقش عملگرهای قطری‌شدتی را بازی می کنند کاررا آغازمی کنیم. 


تعریف. فرش کلہم 77 یسك فضای بردادری با بمد عتداهی ہرددی هبات ۷۴د 7 
عملگری خطی ردی 7 باشد. گویپم 7 لیم‌ساده است هرگاه هر زپرفضای 7-پاپا: داداق 
(پرفضای 7-باپای مکملی چاشد. 


چیزی راکه درشرف اثبات آن هستیم این است که با محدودیتهایی روی هیأت ۳ 
هر عماگر عطی 7 بەطور یکتا به‌صورت N‏ 9-1 = 7 که در آن 5 نیم‌ساده است» N‏ 
پو چ‌توان است. و ۸۷ = SN‏ قابل بیان است. ابتدا؛ عملگرهای نیم‌ساده را با چند. 
جماه‌ایهای مینیمالشان مشخص می کنیم. این مشخص‌سازی شان خواهد داد که وقتی "7 
بستة جب ری باشد» عملگری مفروض نیم‌ساده است اگر وتنها اگر آن عملگر قطری‌شدنی 
با شد, 


ام فرض کہم 7 عملکری خطی ددی فضای بردادق با بمد متناهی ۲ و 
,6۵۳ ۰۰۰ ©= 7 تجزية ادلی 7 باشد. به بان دیگر: اگر ر چند جمله‌ای‌مینیمال 
Pr 9T‏ ماه 2 ج فجي ر به‌سازه‌های (ورل با شد ه یکاہ 17 فضا ق P;(T) C4‏ 
قنخ جعلاوه» فرضی می‌کنيم ۲ زیر فضا چی \) 7 بأ شد که حن 7ا يا ست. در اپ صورت 

W=(W ۲ (۵ ۰ BW AW.) 

۱ دیا فت: برای اثیات»› لازم است وتیجه‌ای أز ائات قضة تجز یه او له مر بو ط به بخش 

۸.۶ را یاد آور ی کنیم. ا گر ی ۰۰۰۰ E,‏ تصو یر های وا بسته به تج یه 

V=W 6 ۰۰۰ Bw, 
7 EEE ch باشند» اد هر رب بای چند جمله‌ای در 7 اسرت. یعنی » جلد جملها بها دی چون‎ 
و جود دار ند که ( ۸)7 = رب‎ 

حال دیرفضای 7۲ را که تحت 7بایاست در نظر می گیر یم. ۳ a‏ بردادی دلخواه 
از ۲7 باشد»ء آنگاه ړل ۰۰۰ ېه که »که درآن ره در ۲۷ قراردارد. اما 


۲ رمها ی کو با و زوردان 


a; = E;a = h;(T )a‏ وجون ۳ تحت 7بایاست؛ هر ر بز دد 7 قرار دادد. پس» 
هر بر دار ۾ در 17 به صورت ,1-0 ۰۰۰ من = است و ره در اشتراك زر ۱۲۲ 7 
می باشد. این عبارت نکتاست» زیر ا =W OP ۰۰۰ CBW,‏ ۲. بنا بر این 
(W ۲۱۲۲ )@ ۰۰۰۰ BW ۲۱۳۷۸۲۵‏ = 1۳ 

لم. 7 دا عملگری خطی ددی 7 می‌گيريم د فرش مي‌کنيم چندجمله‌ای مینیمال 7 
رداق هیاأأت اسکالوی 7 تحویل نا پد بو پاشد. دران صودرت 7 نیم‌ساده اسٽ. 

الباٿٽ. فرض کنیم ز یرفضای ۳ از 7 تحت 7پایا باشد. باید ثابت کنیم 7 
زیرفضای 7-بایای مکملی دادد. بنا بر نتیجه‌ای از قضیةٌ ۳.کافی است ثا بت کنیم که ا گر کر 
يك جندجمله‌ای و 8 برداری اذ ۲ باشد که ۲)7(۸۵ در ۲ قراد بگیردء آنگاه بردادی 
چون »۾ در 17 وجود داردکه ۵( 7)/ = 7(86)/. لذا فرض می کنیم 8 در ۷ و یك 
چندجمله‌ای باشد که 7(8) / دد 17 قراددادد. اگر ۰ < 7(8)» فر ض می کنیم ه = ۾ 
ودراین صو رات 6 بر داری در ۲۷۲ است و .f(T( 6= f(T )a‏ ار هد( 7) ( “f‏ بای 
جمله‌ای 4 ل ر چندجمله ای مینیمال 7 از عملگ ر 1 تیم پد یر درست. چون م اول است» 
این بدان معنی اس ت که / و س نسیت بهم اول هستند و جندجمله‌ایهایی چون و وبا وجود 
دار ند که ۱ ام +ع چون ه - (7)7 خحسواهیم داشت ]<< (7)7()7. از این 


مطلب نتیجه می شود که برداد 68 خود با ید در زیر فضای ۲۷ باشد؛ ز يرا 


8= g(T)/(T}B 
= g(7)(/(7)8) 
1 .0 << 0 ور سا لی که ۸( 7) 7 ډزر 7 ور ار دارد و ۲۲ تحت 7 یا یا ست. حال می گیر یم‎ 


قضیا ٩‏ فرض کنیم 7 عملگری خطی ردی فضاق برداری بعدمتناهی 7 باشد. 
يك شرط لاه وکافی برای اپنکه 7 ېساد باشد این است‌که چندجمله‌ای مینپمال راز 
۴ به‌متورت رو ۰ جع مر باه ۱ 6۰۰۰ بر فی چندجملهبهای: فول نا دور 
منماپزی پردوی هيات اسکالری ۸ باشند. 

افہاٽ. فر ض کنیم T‏ نیم سا ده باشد. نشان نوراھ :م داد که در تجزية چندجمله‌ای 
مینیمال ور به‌سازه‌های اول» هیچ چندجمله‌ای تحویل‌ناپذیری تکرار نمی‌شود. خلاف‌این 
را فرض کنیم. آنگاه يك جند‌جمله‌ای 5 غیر اء کا لری چون ع وجود دار د که ۲ چند. 
جماه‌ای 7 را عاد می کند. گیر یم 7 فضای پوچ عملگر ( 1)ع باشد. دد آین صودت 7 
تحت 7بایاست. حال جند حمله‌ایی مانند ‏ هست که .p= gh‏ جون ۶ يك جلد جمله ای 
اسکا لری تین ولد ر (7 ۷۲( 207 عملگر صفر نیست و برداری چون 6B‏ در 7 وجوددار و 
که ه و0( ۸)7( 7)ع؛ یعنی» ہ٥‏ عچ۸(86ع). حال ۸(68ع) در زذ برفضای ۲۲ راد دارد؛ 
چون که ه = 8م = 81/0 = (۸6ع)ع. اما هیچ بردادی چون ۾ در ۷ و جود ندارد که 
‘ghB = 0‏ زیرا» اگر ۾ در ۳ باشد ۱ 


خلاصه؛ عملگرهای م‌ساده ۵ ۲۴ 


(gh)a = (hg )a = h(ga) = )0( < ۰ 

پس» 7 نمی تواند زیرفضای 7-پایای مکملی داشته باشد؛ واین خود متناقض این فعرض 
است که 7 نیم‌ساده است. 

حال فرض کذیم تجز يه 7 به‌ساژه‌های او ل به‌صو رت ,7 ۰۰۰ ۱ << 7 با شد و 
۰۰۰۰ ۲ هم چند جمله | یهای تکین (غیراسکا لری) تحویل نا پذ یر متمایزی باشند. گیر یم 
۲ زیسرفضایی از ۳ باشد که تحت پا ياست. ٿا بت خو اهیم کردکه ۳7۲ ز سر فضاای 
7-پایای مکملی دادد. ,61۲ ۰۰۰ @) 7= ۲ را تجزية او لیه برای 7 می گیریم؛ 
یعنی» , 1۲ دا فضای پوج (7),م فرض می کنیم. ,7 دا عملگر خطی القا شده توسط 7 
روی ر ¥ می گیریم. دداین صورت چندجمله‌ای مینیمال ,7 چندجماه‌ای اولی چون زو 
اسہت. حال WNW;‏ زیر فضایی از W;‏ اس ت که حت Tj‏ (یا حت (T‏ پا با است. بنا بر 
آخر ین لم زیرفضایی چرن ر۷ از ;7 وجود دادد که ,۲( ۲۱۲۲ ۲۲) < ;¥ د ;7 
تحت ;7 (و از این‌دو تحت 7) پایاست. دداین صورت داد یم 


۲۷ <1۷ 6 ۰۰۰ OW, 
۱ = )۷ ](۷۷ (۵ ا‎ 5) NW, ©, 
= (WNW OH °°° H+WNWIDBV O ۰ BP, 


بنا بر او لين لم فوق» (۱۲۲] )6 ۰۰۰ ®( 0)7 )= 17 و از اینجاء اگر 
۲ ۰۰۰ ۵ ۲ 1۲۷ آنگاه W BW!‏ = 7و W'‏ تحت 7پایاست. 0 


نتیچه. اگر T‏ عملگری ععلی دوق فضاچی بردادی با بعد منداهی بردردی هپا ٿی بسن 
جپری باشد ۲ نگاه 7 نیم‌ساده است اگر و تنها اگر 7 فطری‌شد نی باشد. 

الہات. اگر هیأت اسکالری ۳ بستهةٌ جبری باشدء چندجمله‌ایهای اول تکین بردوی 
۳ همان چندجمله‌ایهای ‏ مو هستند. دراین حالت» 7 نیم‌ساده ا یت٠‏ | گرو تنها | گرچند۔ 
جمله‌ای مینیمال 7 برابر (یی -رو) ۰۰۰ ( ٥‏ -=ه) = و باشد» که درآن ۵ 6۰۰۰ 
عناصر متمایزی از ۲ هستند. این دقیقاً همان معیادی است که ددفصل ۶ جهت قطری‌شدن 
7 به‌دست آوددیم. [] 


با ید حاطر نشان کنیم که 7 نیم‌ساده است ا کرو تنها ۳ يك چند جمله‌ای چون »که 
حاصل‌ضر بی از چناد جماه‌ایهای اول‌متمایز است وجود داشته‌باشد به‌طوری که ه = (7) .۰ 
تفاوت این حکم با این شرط که چندجمله‌ای مینیمال» حاصل‌ضر بی ازجندجمله‌ایهای اول 
متمایز باشد فقط ظاهر ی است. 

اکنون بازه‌ی گردیم به‌اینکه» عدلگری تحطی دا به سورت مجموع عملگری:رم‌ساده 
وعملگری پو چ‌توان که با یکدیگر جا بجا هم می شو زد » بیان کنیم. دراین مسورده هيات 
اسکا ثری را بەز یرهباً تی ازاعداد مختلط محدوو می کنیم. خوانند و[ گاه توجه دارد که آ نجه 


۶ فره‌هایگو یا و زوردان 


مهم است این است که هيات ۲ میا تی با سرشت‌نمای صفر باشد؛ یعنی اینکه به از ای‌هر عدد 
صحیح مثیت ۾ مجمو ع ال مه ۱-1 n)‏ باد.) هیچگاه دد ۲ برابر ه نباشد. برای 
هر چندجمله‌ای [بردوی ۰7 مین مشتق صوری f‏ را با ۸9 شان می‌دهیم. به پا ن‌دیگر » 
7* = ۲8 که‌در آن ([عملگرمشتق گیری دوی فضای‌چندجملهایهاست. ا گر ع چندجمله‌ای 
دیگری باشد» )8( ترجه قر اددادن ۽ دد زر راء یعنی جندجمله‌ای حاصل از کارست ر 
بەعنصر ع در جبر خطی [ے ]۳ راء نشان می‌دهد. 


لم (فرمول تیلود). فرض‌کنيم 7 هبای باسرشت نمای حثر د چ د / دوچندجمله‌ای 
پرددی ۶ باشند. اگر ۶ چندجمله‌ای دلخواهی برددی ۶ با ۸> ا عمل باشد۔ ۲ نگاه 


4(-ع)) +( < (ع) [ 


J (n) ۳ )( 
آ۲‎ 


(۰۳۳ e E E 

ابات. جبزر ی را که می خو اهم اثبات کنیم تعمیمی از فر مول تیاور است. حو اننده 

احتما لا" ب حا لت خحاصی که در آن ع کم جندجمله‌ای Kw!‏ لری» و 2 << و باشد [ شناست. 
در این حالت فرمول بيان می کند که 


 <[ (ه)‎ <)6(+ f (c)(a (4 


2( ۳ 
0 ر بای 


اثبات فرمول عمومی» دقیقاً کار بردی از قضيهً دوجمله‌ای 


0 


(a+ b)"' = a+ ka" ‘b+ E Dat <. توچ‎ 


است. روز ۹ همان‌طور که حو اند می داند جون ا یگزینی و شی کیری فر ایندهایی خحطی 
تیه نا است فرمول دا برای حالتی که در آن او = از اثبات کنیم. 1 


ڍن و مرل 


درمو رد ور با کماك تر کیب حعلی تیجه می‌شر د. در حاأات = f‏ بسا شرط 
‘kS 11‏ فرمول حارکی است که 


ا 


=F RR g—n) ET دا( و‎ ۰ F(g—) 


واین دقیقاً بسط دوجمله‌ای 


=[n+(g—h)F‏ "و 
است. 3 


خلاصه؛ عملگرهای نیم‌ساده ۲۳۷۶۷ 


لم٠‏ فرض کنپم 7 زپرهیاتی از هیأّت اعداد مختلط: زر ہك چندجمله‌ای بردوی ۰ 
و ۲ مشق ر پاشد. احکا) ژپر همادزند: 

(الف) ر حاصل‌خرب چندجملهابهای تحویل ناپذیر متمایزی برروی ‏ است. 

(ب) ‏ و "7 نست بههم اول هستند. 

(پ) کر بەعنوان بك چندجمله‌ای با ضرایب مخنلط, هیچ ریش تکراری ندادد. 

امبات. ایتدا ثا بت می کنیم که (الف) و (ب) احکامی هم ارز در بارة ۳۸ مات 
فر ض کنیم در تجز ده او لیة ر برروی هیأأت ۴» جندجمله‌ای او لی (غیر اسکا لری) جر ن ‏ 
تکر ار بشو د. آنگاه ی در [ 2 | هست که ph‏ = 7 پس 

J! = p'h' ۰+۲۸ 

و لذا م مقسوم‌علیهی از ۲ نیز هست. اد این‌دف f‏ و ار نسبت به‌هم اول نبستند. ازاینجا 
تسیحه می گیر یم که (ب)» حکم (الف) را ایجابت می کند. 


حال فرض کنیم Pr‏ هم »+ و ۱( > ۰ ۰ °“ PF‏ جندجملها یهای تحو یل نا پد پر 
غیر اسکا لر ی متمایزی برړدوی 7۳ باشند. گیر یم N‏ اد دراین صورت 


ارو ده 


فرض کنیم 7 جاد جمله‌ای او لی با شد که هم / و هم 7 را عاد می کند. دراين صودت یی 
هست که =p;‏ ۰ اما ,م بەازای ورد زا چند جم له‌ای fj‏ را عاد می کنکے وجرن p,‏ هم‌چیین 


یر 


را عاد می کند» درمی با بیم که ,م باید Pif;‏ را هم عاد کند. بنا براین ,7 یا ,ر راعاد 
می کند یا ۲ دا. ولی ,م چندجمله‌ای , ] راعاد نمی کندچراکه ,مب ۰۰۰۰ پم متمایز ند. 
از این رو » 7 چند جمله‌ای 7 را عاد می کند. اما این ممکن فیسست» جرا که در جه 7 یکی 
کمتر از ددجة ,س است. پس نیجه می گیر یم که هیچ چندجمله‌ای او لی هردوی ‏ و "رز 
را عاد نمی کند» و یا ر (f,‏ 

بسرای دیدن این که حکم (پ) با (الف) و با (ب) هم‌ارز است» تنها لازم است 
مطلب ذیسل را مشاهده کنیم: فرض کایم ۳۸ وج دو حندجماه‌ای بر دوی *7 رها نی ار 
اعداد مختلط باشند. می تو انیم f‏ و چ را به‌عنوان جندجمله‌ایهایی بساضرایب مختلط نیز 
محسوب کنیم. این که و » بدعنو ان چندجمله‌ایهایی برروی ۲ نسبت بدهم اول هستند» 
هم ارز این حکم است که [ و ؛ به‌عنوان چندجمله ایها یی بررودی هرت اعداد ممختلط » 
نسیت به‌هم اول می با شند. اثبات این مطلب را به‌عنوان تمرین باقسی می گذادیم. از این 
حکم با " = چ استفاده می کنیم. توجه کنید وقتی که به‌عنوان يك چندجمله‌ای برروی 
هیأت اعداد مختلط محسوب شود (پ) عیناً همان (الف) است. پس (ب) و (پ)» با 
همان استدلا لی که در بالا به‌کار بردیم» هم‌ارژ هستند. [] 


۳۳۸ فره‌هایگویا و ژوردان 


اکنون می تو انیم قضیه‌ای را ثا بت کنیم که را بطة بین‌عملگرهای یم سا ده وعملگر های 
قطری‌شدنی دا از این هم آشکارتر می‌سازد. 


ضيه ۳ ری کنیم F‏ ذیرهیأفی اذ هبات اعداد «طخلط. 7 فضا یی بردادق با بعد 
متلاهی برردی ۰ د 7 عملگری خطی ردی 7 باشد. همچنین فرض کنيم 3 پاية مرتبی 
براق 7 د 4 مااریسی 7 دد پایۂ مرذب 2 باشد. دداپن صودت 7 نیم‌ساده است اگر وتلا 
ماترپسی 4 برددی هبات اعداد مختلط با ماقریبسی فطری منشا به باشد. 

اثبات. گیر یم 7 جندجملهای «ینیمال 7 باشد. بنابر قضیة ۰۱۱ 7 نیم ساده است 
اگر و تنها اکر 7 مجح و و 7D‏ ۰ .هم جندجمله‌ایهای تحریل‌ناپذیر متمایزی 
برروی ۲ باشند. به‌واسطۂ آخرین م می بینیم که 7 نیم‌ساده است اگر وتنها اگر « هیچ 
ریشه مختلط تکرادی نداشته باشد. ۱ 

اما 7 جندجمله‌ای مینیمال ما تریس 4 نیز هست. می‌دانیم که 4 بر دوی هیأتاعداد 
مختلط با ماتریسی قطری متشابه است اگسروتنها اگر جندجمله‌ای مینیمال آن دادای د يشة 
مختلط تکراری نباشد. این مطلب قضیه را اثبات می کند. 00 


قضیلاً ۰۱۳ فرض کنیم 7 ذپرهیأتی از هیأت اعداد مختلط: 7 فضاپی بردادی با بعد 
متناهی پرروی ۰7 و 7 عملگری خطی ردی 7 باشد. عملگر نی‌ساده‌ای چون کر دق 
۳ و عملگر چو جوا ی چون ۸۷ دوي 7 وجود دادد که 

7 < 5+ )۱( 

۲۱( ۷5 < 5۲ 
جعلاوی» عملگره ای نیم‌ساده ۶ د پو نوات ۷ که دد )۱( و (۲) صدف هی کنند » پکنا 
هستند و فريك پلك چندجمله‌ای پرحسب 7 است. ۱ 

اثبات. فر ض می کنیم م ۰۰۰ )م تجريةً چندجمله‌ای مینیمال 7 به سازه‌های 
اول باشد ومی‌نویسیم پم ۰۰۰ = . گیریم بین اعسداد صحیح مثبت ,سل ۰ 6۰:۰ 
عدر م بزر گترین باشد. دراین صورت جندجمله‌ای | حاصل‌ضر بی از جندجمله‌ایای اول 
متمایز است»  "‏ بر جندجماه‌ای مینیمال 7 تقسیم پد پر است» و اد | 


.0 (۳) ۳ 
می خو اهیم دنبا له‌ای از جندج‌له‌ایهای EEE.‏ ۰۰۰ بساز یم که 
(asf)‏ 
=o‏ 


بر 7 E‏ ,0,1,۲ =1 تقسیم پذ بر باشد. فر ض می کذ.م ه حد , م که در أین‌صو رت ٠‏ 
f (z—g f °)= f(a) = f‏ بر گر تهسیم پد یر است. کیریم در ۰ و En—\‏ را اتخاب 


خلاصه؛ عملگرهای لیم‌ساده ۳۷۹٩‏ 


کرده باشیم. مئ نو یسیع 

7-۱ ۱ 

h=x— 2>, gif 

ات۲ 

و طبق فرض, (۸) گر بر "ر تقسیم پذیر است. می‌خواهیم ,چ دا طودی انتخاب کنیم که 

( ,2 -) 1[ 
بر ۴*۱ تفسیم پذیر باشد. فرمول عمومی تیلور دا به‌کاد می بریم» و 

f (h—g, f" )= f (h)— زرع‎ 7 "(+۸ 

راکه درآن ‏ يك چندجمله‌ای است به‌دست می آوریم. بنا بەفر ض "و = (۸) گ/. پس» 
برای آ که (۳[,ع-) 7 بر ۳۳۱ تقسیم پذ یر باشد» تنهالازم است رع دا طوری‌انتخاب 
کنیم که ((/)" [,ع ¬ ) بر ر تفسیم پذ بر باشد. این امرقا بل اجراست» زیرا گر سازه‌های 
اول تکراری ندارد و لذا / و از نسبت به‌هم اول هستند. اکر ي و ع چندجمله‌ایهایی 
باشند که ۱ = 1-67۷ saf‏ اگر له = ,چ گر فته شو د» آیگاه "رو و بر گر تقسیم پذ یر 
اشت. 


حال دبا لای جون .8‘ 8 ۰< Î)‏ دادیم که J‏ جند جمله ای 
ام و 
) گ28 (e‏ 
را عاد می کند. فرض می کنیم 2-۳-۱ و دراین صودت چون ه < (7) اء 


g,()/(7)) =0.‏ 2- 7( 7 
فرض کنیم 


N= J (۶0 


کنیم ۷ - 7= $؟. دراین صودت ه < (۷- 7)/ = (8) 7. چون 7 سازه‌های اول 
متمایز دارد و نیم سا ده است" 
حال 4-۷ =7 راکه در آن 8 نیم‌ساده و 2۷ پر چ توان است دادیم و هر کدام 
يك چندجمله‌ای بر حسب 7 است. برای اثبات حکم یکتایی» ازهیأت اسکااری جر به‌هیأت 
اعداد مختلط می‌ر و یم. 8 را پا يه مر تبی برای فضای ۲ می گیر یم. دراین صورت دادیم 
۷ ]و[ ک] < و[ 7] 
که دد آنې[؟] بر روی اعداد مختاط قطری‌شدنی است وم [۸۷] هم پوچ توان است. این 


ماتریسهای قطر ی‌شدنی و پوچ توان که با یکدیگر جا بجا هم می شو ند؛ همان کونه که در 
فصل ۶ ان دادیم به‌طو ر یکت تعبین مي شو ۹ 


۰ ۳۵ فرمهایگو با و ژوردان 


ثمر.بن 
5 اکر N‏ عملکر عطی پو ج‌توانی روی ۲ باشد شان دهید که به‌ازای هر جند جمله‌ای ‏ 
جزء نیم سادۂ  )۷(‏ مضر بی اسکا لری ازعملگرهمانی است (۳ ذیرهیاتی ازم‌است). 


۴ فرض کنید ‏ ز برهیاًنی از اعداد مختلط ۳۲ فضایی بررداری با بعد متناهی بر روی ]۰ 
و 7 عملگر حطی نیم‌ساده‌ای روی 7 باشد. اگر ر يك جندجمله‌ای برروی ۲ باشد» 
ا بت کنید که (7) ار نیم‌ساده است. 


۳ فرض کنید 7 عملگری خطی روی فضایی با بعد متناهی برروی زیرهیاتی از ٥‏ باشد. 
ٹا بت کنید 7 نیم‌ساده است | گرو تنها | گرمطلب ذیل‌درست باشد: | کر يك چندجمله‌ای 
و (7(/ پو چ توان باشد» آنگاه ه AU‏ 


فضاهای ضر ب داخلی 


۸ ضر بهای داخلی 


در سر اسراین فصل» نها فضاهای بردادی حقیقی ومخ:اط؛ یعنی» فضاهای برداری برروی 
هیأت اعداد حقیقی و یا هیأت اعداد مختلط در نظر گرفته می‌شوند. مقصود اصلی مامطا لعة 
فضاهایی برداری است که در آنها سخن گفتن از«طول» يك بردار و «ذاویهٌ» بین دوبرداد 
معنی داشته باشد. این‌کار را با مطالعة نوع خحاصی از توابع اسکا لر ی» معر وف به‌ضرب 
دا خلی» روی جفت بردارها انجام حواهیم داد. مثا لی ازضرب دانحلی همان ضر ب نقطه‌ای 
یا اسکا لر.ی بردارهای در 70۳ است. ضرب اسکا ار ی بردارهای 


8= (9 Ys Yr) و‎ C= (Ty 2۷۱ Fr) 


در 7۳ عبارت است ازعدد حقیقی 


)|0( ع<‎ ag Farge ary r: 
ار نظر هندسی » ایسن ضرب نقطه‌ای عبارت است از حاصل‌ضرت طول ۵ درطول 0 در‎ 
کسینوس زاوی بین » و 8. بنا براین مفاهیم هندسی «طول» و «زاویه» در "۸ دا می‌توان‎ 
با ضرب اسکا لری که به‌طور جبری تعر یف می‌شود نیز تعریف کر د.‎ 
يلك ضرب داحلی روی فضایی برداری عیارت است از تا بعی با حواصی مشا به با‎ 
حواص ضرب نفطه‌ای در ۳ و برحسب يك چنین ضرب داخلی «طول» و «زاویه» را‎ 


۲ فضاهای ضرب داخلی 


می توان تعر یف کرد. اظهارات مادر بادة مفهوم عمومی زاویه به‌ایدۀ عمودبودن (یاتعامد) 
بر دارها محدژد حواهد بود. دداین بخش اول» خواهیم گفت که يك ضرب داخلی چیست؛ 
جنل مثال‌حاص را بر دسی خو اهیم کرد وچند خاصیت اساسی ضر بهای داخلی را به‌دست 
خو اهیم داد. سپس به کار بحث در بار طول و تعامد باز خو اهیم گشت. 


تعریف. فرضی کنیم 7 هیات اعداد حفیفی پا هیأت اعداد مختلط د 7 فضاپی بردادی 
بردوی ۶ باشد. پك ضرب داخلی ردی 7 ٹا بی است که بههرجفت مراب از پردادهای 
:۵ 0 دد 7 اسکالرق چود (0|0) دد 7 دا طوری اختصاص می‌دهد که بها(ای همم‌ها: 
۰۱۸۵ و رهاق در 7 و همه اسکاذرهاق 6 داشثه باشیم: 

(ال) (۵|۲۷)-۷۱(4ه) =(8|۲ a+‏ 

)ب( (6لم)ه > c»|8)‏ 

(پ) (a|8)‏ = (06۱0)؛ ۳۳۹ ېر نماپشگر حودو ج اعداد عالط است؛ 

(ت) هرگاه »لبم ۰ <(ه|ه). 


مشاهده می‌شو د که شراط (الف)»ء (ب) و (ب) ایجات می کنند که 
(ث) =e(a|8)+(a|y)‏ (۷+-6۵|ه)- 


نکتةٌ دیگری را هم باید خاطر نشان کنیم. وقتی ۳ هیأت اعداد حقیقی ۸ باشد» مزدو جهای 
مختلطی که در (ب) و (ث) ظاهر می‌شوند» غیر ضرور هستند؛ اما درحالت مختلط برای 
ساز گاری شرایط لازم می‌باشند. بدون این مزدوجهای مختلط بسا تناقض ذیسل مواجه 
حو اهیم شد: 


. (iajia)= —1\(a|a) >° و‎ (al) >° 


در مثا لها بی که درذیل می‌آیند ونیز درسراسراین فصل» ۳ یا هیأت اعداد حقیقی 
است با هات اعداد مختلط. 


مثال ٩‏ روی "۴ ضربی داخلی وجود دارو که ما آن را ضرب داخلی استا نده 
می نامیم. این داحلی دوی (,ت ,۰۰۰ )= ,ل ره .۰ ,) < 6 با 
2Ji (۱-۸)‏ = )8|( 
J‏ 
تعر یف مي‌شود. وقی که F— R‏ این قاعده را می تو ان بدصو رت 


)۵|8( < 2, jg 


نیز نوشت. ضرب داخلی استانده ور حاات <فیقی غالبا صرب شطدای با اسکا اری نا میده 
و توسط 6 . و شان داده می‌شو د. 


ضر بهای داخلی ۳۵۳ 


مثال ۰۳ به‌ازای (,2 ,)ده د( ,)6 در ۲ فرض کنیم 
ay — ary — a YF Fay:‏ ع< (0|0) 

چون (۲٩-۳۵‏ - ,) = (»|»)» نتیجه می‌شود که اگر ەعچه» ه << (۵|0). شرا بط 
(الف)» (ب)» و (ب) تعر یف نیز بساد گی شان داده می شو ند. 

مثال ۰۳ فرض کنیم 7 فضای همه ماتر یسھای ۸ × ۸ برروی ٣؛‏ یعنی ۲۳۳۳»باشد. 
در این صودت ۲ به‌طریقی طبیعی با F*"‏ یکر یخت‌است. بنا بر این ازمثال ۱ نتیجه‌می‌شود 
که معاد له 

)۸[8( < 2 Ai Bı, 
J, 
ضر بی داخلی روی 7 تعریف می کند. بعلاوه» اگر ما تریس ترانهادة مزدوج *8 راکه در‎ 
معرفی کنیم» می تو انیم این ضرب داخلی روی | برحسب تابع‎ B= Bi, آن‎ 
رد نیز بیان کنیم:‎ 
(A4|B)= tr )۸8۳( < tr )8۳۸( 

ديرا 


tr (4B*) = 2, رر(*۸8)‎ 
/ 
۳ ۳ 2, رازه‎ 
/ 
= 2 2 روز‎ 
J 


مثال ۴. گیریم ۲۳۱ فضای ماتریسهای (ستونی) ۱ ×۸ بردوی ۲ و @ بسك 

ماتریس معکوس‌پذیر ۸ × م بردوی ۴ باشد. به‌ازی × و ۲ در ٣۴۳*١‏ می نو یسیم 
0 2۳ (2(۲) 

در ا یندا ما تریس ١ X4‏ سمت راست دا با تك دراه آن یکی گر فته‌ایم. هنگامی که 0 
ماتریس همانی باشد» این ضرب داخلی اساساً با ضرب داخلی در مثال ۱ یکی است؛ ما 
این ضرب داخلی را ضرب داخلی استانده روی ۳۲۱ می‌نامیم. خواننده بايد متو جه‌باشد 
که اصطلاح «ضرب داخلی استانده» در دو زمینة حاص به‌کارمی‌رود. برای يك فضای 
برداری با بعد متناهی دلخواه بردوی ۰۳ ضرب داخلی آشکاری که بتوان آن را استانده 
نامید وجود ندارد. 


مغال ۵ گیر یم ۲ فضای بسردادی همه توابع مختلط پبوسته روی فا صله كه 
> > ه باشد. فرض کنیم 


۴ فناهای ضرب داخلي 


(l= | ۰ 


ایا لا خو النده با فضای توابع بو ستةً حفیفی ړوی وا ص له یک پیشتر آشنا با شد. برای 
جنين فضا یی علامت مز دود ح مختاط دوی چ با ید حذف گردد. 


مثال ۶. این مثال درواقع رده‌ای است از مثالها. با دوش زیر از ضرب داخلی 
مفروضی می توان ضر بهای داخلی جدیدی به‌وجود آورد. ۲ و ۳ را فضاهایی بردار ی 
کک ۴ می گیر یم و فرض می کنیم ( | ) ضر بی داعلی روی ۲[ باشد. اکر 7 تبدیل 
نی تامنفردی از ۳ در ۲۲ با شک آنگاه معا وله 


Pra, ۵( <)70[1 8( 


ضرب داحلی Pr‏ روی ۲ را تعر یف می کند. ضرب داعلی درمثال ۴ حالت خاصی از این ۱ 
ضربت است. ضر بهای داخلی ذیل نیز حا لتھا یی حاص از آن هستند. 
(ا لف) گیر یم ۳۲ فضایی برداری با بعد متناهی و 


B= ۰ ۰۰ ۰, A} 
با يه مر تبی برای ۲ با شد. € ۰۰ ۰ € دا بردارهای پا يه استاندۂ 7۳ و 7 را تبدیل‎ 
حطی از 7 در ۸۳ می گیریم که رع = ;»۸7 ,۰۰۰ ,۱= . بەعبارت دیگر» 7 را‎ 
یکر یختی «طبیعی » از 7 بروی ۴۳ که توسط 9 تعیین می‌شود می گیریم. | گرضرب داحلی‎ 
استانده دوی * را اتخاذکنیم» آنگاه‎ 


Pr( ر‎ j0i: 29.) ج‎ 2 ii ۰ 
1 ۸ 


ٍس» به‌اذای هر پا يه 4 ۳۲ ضر بی داخحلی روی ۲ با این حاصیت که ۵ = (ala)‏ وود 
دارد؛ درواقع» ا می توان نشان داد که تنها يك ضرب داخلی از این نو ع وجود 
دارد. بعداً شان خواهیم داد که «رضرب دانعلی روی 7» توسط بایه‌ای جون 9 وبه‌طریی 
بالا تعیین می‌شود. 

(ب) دوباده بسثال ۵ برمی گردیم و فرض می کنیم که = 7. با این فرض که 7 
فضای تواسع پیوسته روی فاصلءً یکه باشد. 7 را عملگر خحطی «ضرب در ۰۶ یعنی 
(:) [۱< (:)(1)» > > »می گیریم. . بآسانی دید می‌شو د که 7عطی است. همچنین 
7 امنفرد است؛ ذیرا فرض کنیم ه = [7. دراین صودت به‌ازای ۱ :>> ۰۰ 
0 < () [؛ از این روء به‌ازای ه <1 o‏ =( )ا جون ۸ پیوسته است» همچنین د اد یم 
ه < (0) 7 يا و . حال با امتفاده ازضرب داحلی مثال ۵ ضرب داحلی جدیدی با 
قراردادن 


ضر بهای داخلی ۵ ۳۵ 


(TINTED) a‏ | و۰ 


۱ تت‎ 
J (g(r dt 

ړوی ۲ بنا می کنیم . 

اکنون به‌جند مشاهدة عمو می در بارة ضر بهای داخلی می پر داز یم. فر ض کنیم ايك 
فضای بر دادی مختلط با ضر بی داخلی باشد. دراین صورت به‌ازای هري و 6B‏ در ۰۲ 

(a|8) = Re(a|8) +i Im(a|8) 
که دد آن (16)0|8 د (77:)0/0 اجزای حقیقی و موهومی عدد مختلط (۵|6) هستند.‎ 
نجه ا ینکه‎ .Im(z) = Re( اگر ج عددی: میختلط باشد آنگاه ( و سس‎ 
Im(a|8) = Rel -- i(a|8)] = Re(a|i8). 

پس» ضرب داخلی بەطو ر کامل توسط «جزء حقیقی»اش طبق 
(a|8) = Re(a|8)-FiRe(a|i8) (۲-۸)‏ 
تعیین می‌شو د. 

کاهی بسی مفيد است بدانیم که هر ضرب داحلی ر وی يك فضای بر دادی حقیقی یا 
مختلط» تو سط تآبع دیکری موسوم بد فر م در ج4 دوم تعیین شده توسط آن ضرب داخلی 
هم تعیین می‌شود. برای تعریف آن» !بتدا ريشة دوم مثبت (ala)‏ را با |0۱ رشان 
می دهیم؛ |10 نرم سیت بەضر ب داحلی تأمیده می‌شود. با مشاهدة ضر بهای داحلی 
استانده در ۱ج ۲۱ 7 و «RY‏ حو اننده با بد بتو اند نحود را معقاعد ساز و که تصو ر نرم 
» به‌عنو ان «طول» یا«انداذه» » بيجا نیست. فرم درج دوم تعیین شده‌توسط ضرب‌داخلی 
عبارت است از تا بعی که به‌هر برداد م اسکالر ۵||۲|| دا اعتصاص می‌دهد. از سواص 
ضرب داخلی جن اجه می شود که بدار ای هر بردار ۵ و 8 

lla + BlIT= llallT ۲ ۹۵)۵۱۵( ۰+۰ 

پس» ددحا لت حقیقی 


(a=, |۱۱ -< ۱۵-۳ ۰ )۳-۸(‏ 
درحالت مخالط» (۲-۸) دا به‌کار می بريم وعبادت پیچیده‌تر 
la + ۵۱۲-2 0-۵۲۲۱0۷۵۲-۱۱۵ (e-4)‏ 3= (8(م) 


را بە‌دست می آوریم. معادلات (۳-۸) و (۲-۸), اتحادهای قطبی نامیده می‌شو ند.تو جه 


۶ ففاهای ضرب داخلی 


کنید که (۴-۸) می‌تواند به‌مورت ذیل درز نوشته شود؛: 
n‏ ۱ 
GE "lla tFrBll".‏ 
۴ 
حواصی که در بالا به‌دست آمدند برای هرضرب داحلی روی هرفضای بردادی 
حقیقی با مختلط ۲ بدون نسوجه به بعد پر قر ار دد. اکتون به‌حا لتی که در آن 7 با بعد 
متناهی است» بازمی گردیم. همان‌طور که ممکن است حدس زده شود يك ضرب داخحلی 
روی یك فضای با بعد ماناهی» همو اره می تو اند بر حسب پایه‌ای مرتب با يك ما تر ٍس 
توصیف شود. 
فر ض کنیم بعد ۳ ماناهی و 
B= 0, ۰۰۰,‏ 
باه مر تبی برای ۳ با شد و یز ضرب داعلی حاصی روی ۳ داده شده باشد؛ نشان‌خو اهیم 
داد که این ضرب داخلی به‌طو دکامل توسط مقا دير 
(a,l«;) (۵-۸)‏ = ور 
که به‌جفت بردارهای 9 تعلق می گیسرد؛ تغیرسن می‌شود. اگر مرت 2 که و 
7 
زار 2,9 = ۰0 انکاه 
( ره ) < (a8)‏ 
(:۵ )وت رم 
(ه|:6) ۵:29 ر2 
J‏ 
YC‏ = 
j,k‏ 
—Y*GX.‏ 
دراینجا × و ۲ ماتریسهای مختصات » و 8 در پایةٌ مر تب 7 و 6 ماتریس با درایه‌های 
(ره‌ایه) < بر6 است. 6 را ما تروس ضرب داخلی در با ر مر تب چې می‌نامیسم. از (۵-۸) 


نتیجه می‌شود که 6 هرمیتی است؛ یعنی» *0 = G؛‏ اما 0 نوع سبتاً حاصی از ماتریسهای 
هرمیتی است. زیرا 6 باید در شرط اضافی 


X*GX >o Xo (۶-۸)‏ 
نیز صدق کند. بخصوص» 6 با ید معکوس پذ یر باشد. زیراء در غیراین صورت يك ×١‏ 
وجود دار دکه ه = 626 و بهار ای چنین ی (۶-۸) غیر ممکن است. به‌طود صریحتر 
)۸ ۶۰) حا کی است که به از ای همه اسک لرهایی چون ۰۰۰۰ وت که دست کم یکی از 


1 


ضر بهای داخلی ۳۸۵۷ 


2 jG > o. (۷-۸) 
J, 


بر ای اطمینان از ددستی (۶-۸) این شرط روی درایه‌های قطری به‌هیچ‌وجه کافی بیست. 
شر ایط کافی برای درستی (۶-۸) بعداً ارائه خو اهند شد. 
روند بالا وادونه‌پذیر است؛ بدین‌معنی که ا گر ماتریسی ۸ × ور روی ۳ باشد که 
در (۶-۸) و شرط * = G‏ صدق کند» آنگاه 6 ماتریس يك ضرب داحلی روی در پا یه 
مر آب $B‏ است. این ضر بت داحلی پا معاد له 
(a|8B)=Y*GX‏ 


که در آن × و ۲ ماتریسهای مختصات ‏ و 6 درپایة مر تب 8 هستند تعیین می‌شود. 


تمر.بن 

٩‏ فرض‌کنید 17 فضایی بردادی و ( | ) ضربی داخلی دوی ۲ باشد. 
(الف) نشان دهید به‌ازای هرق دد ۰۰۲ .)٥|8(=‏ 
(ب) نشان دهید که ا گر به‌از ای هرق در ۰۰۲ = (8|») آنگاه ه =». 


۲ فر ض کنید 7 فضایی برداری برروی ار باشد. نشان دهد مجمو ع دوضرب داخلی 
روی 7 ضربی داخلی روی 7 است. ۲یا تفاضل دوضرب داخلی هم يك ضرب داخحلی 
است؟ شان دهید که مضر بی مثبت اريك ضرب داعلی» ضر ا داحلی است. 


۳ همه ضر بهای داخلی ړوی ۸۱ وروی 0۱ را به‌طود صریح تشریح کنید. 
۴. نشان. دهید که ضرب داحلی استا ند ه ړوی F"‏ صر بی داحلی است. 


۵ | ) دا ضرب داحلی استانده روی ۲۲ بگیر ید. 
(الف) فر ض كنيد (۲ ,0۱)< و (۱ ,۱۰--) عد و. ا کت ۷ برداری باشد که 
| ¬ < (۵|۷) د ۳ < (۰)01۷ ۷ دا بیا بید. 
(ب) نشان دهید که به‌از ای هر دد ۸ دادیم ,6 (0|6) +6 (6|ه) =». 


۶( | ) دا ضرب داخلی استانده روی ۲ و 7 را عملکر عطی 
)% بت - ) < ( ۷ T(z‏ 
بگیرید. 7 «دوران بهاندازة ٩۹0۴‏ است واين خاصیت را دارد که به‌ازای هره در 


o ۲‏ < (0[70). همه ضر بهای داخلسی 1 | ] روی ۸ داکه به‌از ای هر ۵ 
o‏ = [0 0۵7 ]با بید. 


۳۸۸ فضاهای ضرب داخلی 


۷ | ) دا ضرب داخلی استانده ددی ٤‏ بگیرید وثابت کنید که هیچ عماگر خعلی 
غير صفری دوی ۲) وجود نداردکه به‌ازای هري دد 0۳ ه < (0|70). این مطلب 
را تعمیم دهید. 


۸ فرض کنید 4 ما تریسی ۲ × ۲ با درایه‌های حقیقی باشد. به ازای زر و ۲ در ۸۲٣۱١‏ 
فر ض کن د 


J aA(X,Y¥Y)=Y'AX. 


نشان‌دهید کل و ای داعلی روی ۲۲۱ است ار و تنها اگر A4‏ 4 0 > هھ 
o‏ حر Aç‏ و ه A>‏ 061. 


٩‏ فرض کنرد 7 یك فضای بردادی حقیقی يا مختلط با ضر بی داخای باشد. نشان دهید 
که فرم درجۀ دو تعیین شده توسط ضرب داخلی دد قانون متوازیالاضلاع 
lla 6۱۱۲-۱۱۰-6۱۱۲ = ۲۱۱۵۱۱۲ ۷۲‏ 


مرتب استانده برای ۸ باشد. ما تریس این ضرب داخلی دا نسبت به 9 بیا بید. 


۸ شان دهید که فرمول 
سک ba)‏ | مره <) 
j tk+\‏ رز 3 ۲ 
ضر بی داخلی روی فضای [۰8]2 چندجمله‌ایهای بر دوی هیأت ۸› تعریف می کند. 
۷ را زیر فضای متشکل از چندجمله‌ایهای از درجۀ کمتر ازیسا برابر با وه بگیرید. 
ضرب داخحلی مذ کور را بد W‏ محدو د کنید و ماتریس این ضرب داخلی روی ۲ را 
نسبت به‌پايةً سر تب ( "ت ,۰۰۰ ,آت ,ت ,۱ بیایید. (داهنمایی: برای‌اینکه نشان 
دهید این فرمول يك ضرب داخلی تعریف می کند. مشاهده کنی د که 


۷( / (ع|۶) 


و ړوی این انتگر ال کا رکنید.) 


۳ فرض کنید ۷7 فضایی برداری با بعد متناهی و (یه ,۰۰۰ , 0 = 9 پایه‌ای برای 
۲ باشد. فرض کنید ( | ) ضربی داخلسی روی ۲ باشد. اگر رم ۰۰۰و 6 ۶۱ 
اسکا لر دلخو اه باشند» نشان دهید دقفقاً يك بردار جون ي در 7 وجود دارد که 
زه < n (ala;‏ ,°°° ,1= . 


فتاهای ضرب داخلی ۳۵۹ 


۳ فرض کنید ۲ يك فضای برداری مختلط باشد. تابعی چون ل از 7 در 7 يك تزو یج 
نامیده می‌شود» هر گاه به‌از ای هر اسکا ار ع و هره و ۵6 در ۲ 
J(a +8) = J(a)+ J(8)‏ (م) 2 < (7)60 و ۵ < ((۵) 7)7. 

اگر آل يك تز ویج باشد» نشان دهید 

(الف) مجموعة ۲۲ متشکل از همه وهای در ۲ با ویژ گی = ل نسبت به‌عملای 
تعر یف شده در 7 يك فضای برداری برروی ۸ است. 

(ب) به‌ازای هر ۾ در 7 بردارهای یکتایی چون 8 و ۷ در 17 وجود دارند که 
a= 6٩-7‏ 


۴ فرض کنید ۲ يك فضای برداری مختلط و 7 زیرمجموعه‌ای از 7 با خحواص ذیل 
پاش : 
(الف) 7 نسبت به‌عملهای تعر یف شده در 7› يك فضای برداری حقیقی است. 
(ب) به از ای هر » در ۲ بردارهای یکتایی چون 8 و 7 در 17 وجود دارند کسه 
a= 6۷‏ 
نشان دهید معادله 6-۶ = 0 يك تزویج دوی ۲ تعریف می کند با این‌خاصوت 
که ۾ < م ل ا کرو تنها اگر ۵ ممتعلق به 17 باشد؛ و یز نشان دهید که کل تنها تزویج 
روی 7۲ با این خاصیت است. 


۵ همه تزویجهای روی € و € را ییا بید. 


۶ فرض کنید 17 زیرفضایی حقیقی با بعد متناهی ازيك فضای برداری مختلط 7 باشد. 
نشان دهید که ۲7 در شرط (ب) از تمرین ۱۴ صدق می کند اگروتنها ا گرهرپاية ۲۷ 
پایه‌ای برای 7۲ نیز باشد. 


۷ فرض کنید 7 يك فضای برداری مختلط ل يك تزویج روی ۰۲ 7 مجموعةٌ وهای 
در 7 با و کین ۾ = بآ و 7 ضربی داخلی روی ۳ باشد. نشان دهید: 
(الف) صر ب داعلی یکتایی جون 2 روی 7۲ وجود دارو که به‌ازای هري و 8 در 
«g(a, 8)= f(a, B) W‏ 
(ب) به‌اذای هره و 8 دد ۲ (» ,8)غ =(38 ,»7)ع. 
ق-مت (الف) دربارۂ رابطۂ بین ضر بهای داخای استانده روی ۱ و € یا روی 
۳ و ۳) جه می گوید؟ 


۸.. فضاهای ضرب داخلی 


اکنون که ایده‌هایی دربارۀ ضرب داخلی پیدا کرده‌ایم توجه خود را به آنچه دربادة 


۳۶۵ فناهای ضرب داخلی 


تر کیب بك فضای بر داری و بك صرب دانعلی حاص ر وی آن می توان گت معطو ف 
می کنرم. بویژه» حو اص بنیادی مفاهیم «طول» و «تعامد» راکه بهوسلۀ ضرب داخلی‌دوی 
فضا تحمیل می شو ند» ره دست می آور م 


تعر ف. بلت فضای صرب داخلی عبارت است!زيك فضای برد دق حفیفی با مخخلط 
هیراه با ضرب داخلی مشخصی ددی آن فضا. 


يك فضای ضرب داخلی حقیقی با بعد متناهی» غالبا يك فضای اقلیدسی هم نامیده 
می‌شود. از ك فضای ضر ب دانعلی مختاط شار بەعنو أن بك فضای یکا نی نام برده 


می سو ۰۵ 


قضیه ۰۱ اگر/ بك فضای ضرب داخلی باشد. آنگاه بهازای هردد برداد ۵ د 8 
دد ۲۶ و هراسکالر ٤‏ 

lel ۱۱۵۷۱ (1)‏ > |/۵ع؛ 

(۲) به‌اذای عم ه < ||۵؛ 

)*( ۱۱۵۱۱ ۱۱۰۱ > |(۱)2۱۸؛ 


llall FBI (¥)‏ > ۵۱۱ »)۰ 
اسات. احکام ) ۱ و(۲) تقر یبا بلافااصله از تعار یف گونا گون مر رہ وط نتب جه می شو ند. 


ووتی ه << ۵ نامساوی (۳) بوضصو ح درست است. | گر ه “ak‏ می در یسیم 


_ „(BI 
۳ 





دراین صورت ۰= ((۷) د 
a_ (B10‏ ام 
all" 01 6 all a)‏ -6)- > 


- (8|) 


BINT.‏ تم 


اذ این‌دف» ۱۵/|۲۱۱۵[|۲| > ؟|(8|»)|. حال با استفاده از (۳) به‌دست می آوریم 
la +BIl'= |۵۲ )۵|۵(-+ (Bla) ۱۱۵۱۲‏ 
[lal + YRe(a|8)-F IBIN‏ = 
۱۵۱۵۲ ۲۱۵۱ +۱۶۱۱ < 
(all ۰‏ = 





فضاهای ضرب داخلی ۳۶۱ 


olla الم < |ز‎ + |۱۱ «wı 


تامساوی ۰۳۸ نامساوی کوشی_-شوار تز ۱ نامرد می‌شود. این نامساوی کار بردهسای 

گونا گون فراوانی دارد. نشان می دهد که ا گر (مثلا )۵ غیر صفر باشد؛ آنگٌ-اه 
| ااا > |(۰۱)6۱8 مگر اینکه 

(Blo), . 

lal 


بدین‌سان» در )۳( تساوی برقراد است ار و تنها ار ۾ و 8 وابستة خحطی باشنك. 


8= 


مثال ¥ اگر نامساوی کوشی -دشو ار تز را به ضر بهای داخحلی مفروض در مثا لهای 
۸ ۰۲ ۰۳ و ۵ به‌کاد بندیم» ثامساویهای ذیل را به‌دست می آور یم: 
(الف) lr KZ ly.) ۲(١‏ :2) > ا 2,۷ | 
(ب) lag ag ~n ye PF ry)‏ 
~a) F2 )((y —~ gr) TFry)"‏ ,ه)) < 
(ټ) ك ۱ < ltr (4B*)|‏ 


Jrmamas <(f irene) (f (عههاع۱‎ ٠ك‎ 


تعریف. فرضی کن » د 8 بردادهاپی از يك فضای ضرب داخلی 7 باشند. درایی 
صورت 0 بر 8 متءامد هرگا: 0 “(a|B)=‏ چون این تسادی اپچاب می‌کند که 8 
نیز بر » متاهد پاشد. اغلب ففط می‌گویيم که ۵ د 8 متعاهدند. اگسر ی مجموعه‌ای از 
پردا رهاق عنعلش به 7 باشد. كيك مجموعا؟ متعامد ناهجده می‌شودهرگا«هيةٌ جفت پردا رهاق 
هتمایز در 6 عتعاعد باشند. پك مجموع متعامد. یکه حجموعةٌ متعامدق چون ک است همرا: 
با ان خاصيٹ اضافی که به۱(ای هر ۾ در گرد ۱ = |۵۱ 

برداد صقر برهمة بردارهای ۲ متعامد است وتنها برداری است که این ویڑ کی را 
دارد. بجاست که يك مجمء عةً متعامد یکه به‌عنوان مجموعه‌ای از بردادهای دو به‌دو متعامد 


که همه دارای طول ۱ باشند تصی ر شو د. 


مثال ۸ پا يه استاندة ۴ با ۴ سیت به‌ضز ب داحلی استا نده يك مجموعهً متعامد 
یکه است. 


مثال ٩‏ برداد (ل ,2) دد "۰ سیت ب‌ضرب داخلی استا نده بر ( 4 ل )متعامد 


1. Cauchy-_Schwarz 


۷۲ فغاهای ضرب داخلی, 


است» زیر | 


ت o‏ = ل ((z, #۷ (|) - ۰ *(( = ~v‏ 
اماء اگر ۸۲ با ضرب داخای مثال ۲ تجهیز شود آنگاه ( ,2) و (= ,و -) متعامد 
حواهند بود اگر وتنها ا گر 


۱ 
۰ ۱۳ ما 


مثال ۰٩۰‏ 7 رافضای ما تریسهای ۸ × م مختلط 0۳۲۴ و E‏ راما تر یسی می گیر یم 
که تنها دراي غیرصفرش يك ۱ در سطر م وستون ي باشد. آنگاه مجموعةٌ همه این‌چنین 
ماتریسهای «E‏ سیت بەضر ب داحای مفر و ض درمتال ۳ متعامد که است. زیرا 


(EE °) = tr (E“"E”) =8, ir (E”) = O, 


مغال °۹۹ گیر یم ۲فضای توابع مختاط (یا حقیقی) پو سته ری فاصلة ۱ > > 0 
با ضرب داخلی 


F(a) la)‏ | > ها۶) 


باشد. فر ض کنیم ۲7۸۳ fa (a)=VY ٥08‏ و ۲7۸ sin‏ ۲ ۷ < (م«)رع. دداین‌صودت 
CH Fe E ۸ € 8 .‏ یث مجمو عة متعأامك که زامتناهی أست. در حا لتمخاط 
می‌توانیم تر کیبات خملی 


fa Fin): nS, ۲, ۶ 


را نیز تشکیل دهیم. بدین‌طریق؛ مجموعهً متعامد یکۀ جدیدی چون ک متشکل ازهمة‌تو ابع 


به‌صو رت 
HEY, °‏ ,سل naza‏ ۳ << (), 


وه می آوریم. مجموعة اک حاصل ازالحاق تابع ثابت ۱ به ک رزمتعامد یکه‌است. 
دراینجا فرض می کنیم خواننده با محاسبةٌ انتگرالهای مورد بحث آشنایی داشته باشد. 

مجمو عه‌های متعامد یکةٌ ار ائه شده درمثا لهای بالاهمگی مستقل خحطی هستند. اکنون 
نشان می‌دهیم که همواده چنین است. 


قضیا ۰.۳ هرمجموعة متعاعد از بردادهای غیرصفر: مستقل حطی است. 
ابات. گیر یم 5 مجمو عه‌ای معامد متناهی یا تامتناهی از بردارهای غبر صفر فضای 
ضرب داعلی مقر وضی باشد. فرض کنیم ۰۵ ۰۵۷۷ ۰۰ ۰۰ 6 بردارهای متمایزی ار 5 


فضاهای ضرب داخلی ۳۶۳ 


باشند و 
Cn’‏ یرت + Ferar‏ نت 6 
دراین صورت 
cala)‏ ,2( = (به|۵) 
J‏ 
(بهازه)رهی2 = 
j‏ 
cala):‏ = 
چون هټ( |ړه)» نتیجه می‌شود که 


_ (Blas) ۱ > > ۰ 
e "ایب‎ 


پس و قتی که 0 0 به‌از ای هرغ» ه ک٥‏ بنا بر این» $ مجموعه‌ای مستقل است. 0 





نتیجه. اسر بردارق چون ۰۸۵ ثرکچیی خحطی ۲۱ يك دبال عشعاعد ا بردارهاق 
غیرصفو 0“ ۰ 0 با شده آنگاہ 1 عیادت است ۱۱ فر کیب خطی خاصی 


(Bland, .‏ ی 


"یه 





این نتیجه ازاثبات قضیه منتج می‌شود. نتيج دیگری هم‌هست که گر چه بدیهی است» 
يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی ۲ باشد» آنگاه ۲ d1۳‏ > و(. این مطلب حاکی 
است که تعداد جهتعای دو به‌دو عمود برهم در 7 نمی تواند از بعد حبر ی ۲ تجاوز کند. 
تعداد ما کزیمم جهتهای دو به‌دو عمود برهم در 7» عددی است که می‌تواند با درك مستقیم 
و به‌طو د حسی به‌عو ان بعد هندسی ۳ محسوب شو ده وقر یبا دیدیم که این بعل از بعدجبری 
پیشتر ثیست. این واقعیت که این دو بعد بر ابر هستند» شیحجه‌ای خحاص از قضية بعدی است. 


قضية ۴ گیریم ۳ لك خضای ات داحلی 0 + ۰ 6۰ 8 پردا رها ھی مستقل ۱ 
7 باشند. دراپن صورت می‌فوان بردارهای متعامدی چول ,۰0 ۰۰۰٠۰‏ ,۵ دا چنان در ۲ 
ساخت که بها(ای هر ۸ ,۰۰۰ ,۲ ,اعد /۱ عجموعه 
a, }‏ و ۰۰ ,0 
پابهای برای زیرفضای پدید آهده توسط ,۰۵6 ۰۰۰۰ ,8 باشد. 
آشمیت ۱ ب4 دست خواهند آمد. ابتدا می گیر یم 6 = » » سپس بردارهای دیگر به‌طود 








1. Gram_Schmidt 


۴ فضاهای ضرب‌داخلی 


استقر ایی به صودت زير به دست می آ ینڈ: فر ض کذ.م 0 ° H1‏ > ۱) طوردی 
انتخاب شده باشند که به ازای هر م» 

که > 1 , ap‏ و۹ 0,۰ 
پا يه م-عامدی بر ای ریرفضای 4 یدید آمدم قو سط 0 8B, e‏ با شد. برای ساعتن بر دار 
بعدی یعنی ° Ont‏ قر اد می‌دهیم: 


)٩-۸(‏ ی Pale) (Bala‏ 3 ت 


ها ده 
آنگاه ه چ ہے٥.‏ ذیرا e‏ :+8۸ تر کیبی خطی از 0۰۰۰۰۵ و اذاین 
تر کم ی خحطی از ۰0۱ ۰ Bn‘‏ است. بعلاوه E‏ 4 آنگاه 


(Bn. [a j) - 2 (Pn +04) (a,|«;)‏ = (ره| «بمه) 


"اجه 


(ره| (B+‏ — (ره | بیق) = 


= ۰ 








فضای پدید آمده توسط ۰۰۰۰8 ے8 است. با برقضیۀ ۰۲ این مجموعه پایه‌ای برای 
این ز پر فضاست. پس بردارهای ۰0۱ °„ » یکی پس از دیگری» ۱ طبق (۸-٩)می‏ تر ام 
ساحته شوند. بخصوص, وقتی که ۲ حو دادیم 





E TT 

(Bela) م ۱09 - یم‎ 5 
E aT )۱ ره‎ 
رم‎ (Bela) _ (Bela) , _ (Bele) , 
۶۳ E TT 


نتیجه. هرفضای ضرب داخلی با بعد مثناهی داراي يك پایة منعاهد پکه است. 

اشات. ۲ را يك‌فضای ضرب داخلی با بعد متناهی و 0 {Bs A‏ را پایه‌ای 
برای 7 می گیریم. فرایند گر امساشمیت دا به‌کاد می‌بندیم وپایة متعامد (ب0 ,۰۰۰ ,0) 
دا سی‌سازیم . آنگاه برای به دست آوددن یك پایةٌ متعامدیکه. به جای هر برداد 
& برداد ۵۷/۱۵ را قرار می‌دهیم. [] 


فشاهای ضرب‌داخلی ۳۶۵ 


یکی ازءز ایای‌عمده‌ای که پایه‌های‌متعامد یکه برپایه‌های دلخواه دارند این است که 
در آ نها محاسیات مر بوط به‌مختصات سا ده تر هستند. برای این که کل" شان دهیم که جرا 
این مطلب درست است؛ فرض می کنیم ۳ يك نضای ضرب داعسلی با بوك متناهسی باشد. 
آنگاه» ما نند بخش قبل»› می ترا نیم معاد له (۵-۸) رابرای وابسته کردن ما تریسی جون 6 
در آن 


Gj = (a, |a;) 


می تو انیم ضربهای داخلی را بر حسب مختصات محاسبه کنیم. | گر 9 يك پایةٌ متعامد یکه 
يأ شد» آنگاه 6 ماتر یس همانی است و به ازای همه اسکا لرهای 3j‏ و Yr‏ 


2 .2 نت5 ):0 ره ارره ,2( 


بدین گو نهه برحسب یك پایةٌ متعامد یکه» ضرب داخلی در 7 مثل ضرب داخلی استانده در 
۴ به نظرمی رسد. 

جالب است دا نیم که فر ایند گر ام س اشمیت می تو اند برای آذمایش وابستگی عطی 
نیزمورد استفاده قرار گیرد؛ هر جند این کار برد درمحاسبات مختلف دارای استفا ده‌های‌عملی 
»حلودی است. زیراء فرض کنیم ,۰6 0.۰۰۰۰ بردارهایی وابستهة عطی در يك فضای 
ضرب‌داخلی 7 باشند. برای اینکه‌حالتی بدیهی دا مستثنی کنیم» فرض می کنیم هلچ 8 ۰ 
پرر دا بزر گترین عدد صحیحی می گیر یم که به از ای آن ۰۰/0 مستقل باشند. در این 
صودت >> ۰۱ 0۰۰۰۰۰۵ را بردادهای حاصل از به‌کاد بستن فرایند متعامدسازی 
به 0 Bn‘‏ فرض می کنیم. در این صورت بردار On‏ حاصل ار (۰)۹-۸ لزوماً ۳ 
است. جرا که 0۱ در زیر فضای رد ید آمده توسط ۰۰۰0 0۰۰ قراد دادد و بر هريك 
ازاین بردارها عمود است. از این دف ینابر (۸-۸)» برابر ٩‏ می‌باشد. بعکس؛ اگسر 
04۱ ۰ ۰ مخالف ه باشندو Qn = o‏ » آنگاه ۰/0 ۲ م0 واسته حطی ۳ 


مثال ۳ ۱. بردارهای 
(Frey‏ < ,۵ 
)¥,,8=(—1 
(۲۱۹۰۱۱) =8 


دد ۰۳ مجهز به‌ضرب‌داخلی استانده را در نظرمی گیریم. با به کار بسقن فرایند گرام اشمییت 
به 6 + Br‏ بردارهای ز یر به دست می آ یند. 


۳۵۶ فضاهای ضر ب‌داخلی 


a = (۳,0,۴) 


0۷ =) بت رز‎ (۳,٥,۴) 


=)—-۱,0,¥(—- )۳,,۴( 


=) ۴,۵, ۳( 


a= )۰۱ e (۳,٥,۴) 
(AN DIFC eee) 


( ۴,9,۳ --) ~—(۴, ,۲)۳ ¬ (۲,۹,۱۱) = 
)0,4,0( = 
بدیهی است که این بردارهاغیرصفر هستند ودو به دو برهم متعامد. از ایند و٤ ٩:0,‏ ) 
پا يمتعامدى برای ۸۳ است. برای بیان يك بردار دلخواه (nor)‏ در ٩۳‏ به‌صورت 
ترکییی حطی اذ ,000 لزومی به حل هیچ معاد ل خطی خیست؛ زیراءکافی‌است (۸-۸) 
به کار بسته شود. پس» بساد گی نشان داده می‌شود که 


۳2 سب ره ۴2۷ سل‎ ۴ Farry 


UA: 
0 سل‎ ۴ 
۲۵ نس‎ ۲۵ ET 


) ۱2۲۷ (م۱۸۵‎ 
بخصوص»‎ 
۳ ۱ ۲ 
(۱ (= (rrr) (— ¥f,o,۳)-F OF 


آنچه را که نشان داده‌ایم به عبار تی دیگر چنین است: پاي م ,ې ری 4 از *(۸۳) کد 
دو گان پا يه } {Qa sC,‏ است» بەطو دصر یح طبق معادلات 


at ۵۷‏ ۱ 
سس سس = J (0p)‏ 
۲۵ 
و۳ سل وم ۴ سس 
aS‏ ی (۱۱۲۱۱۵۶۷) ۱ ل 
3 


تعر یف می‌شود. این معادلات می‌توانند به صو رټ کلیتر 


فضاهای ضرب‌داخلی ۳۶۷ 


۲ ۳ (urea zr)|a;) 
f(0) ۳ 


نیز نوشته شو ند. سرانجام تو جه کنید که از ,0۰6 پاي متعامد یکۀ 


۱ 
۳,۵۱۴) ۴۱۵۳ (0,1,0) 


وه دست می آ ید. 


مثال ۰۱۳ فرضکنم | 7 4 و دد آن ه,ظ,ء,ول اعداد مختلطی باشند. 


می نو یسیم (۵:9) = )٥,4(,8,‏ = 6 وفرض می کنیم هغچ 8. | گر فرایند معامدسازی 
را با استفاده ازضرب داخلی استانده درد دوی ,8و به‌کار بندیم» بردادهای زیررا 
به دست می آور یم: 


0» = )2,b( 
رو کیک ,)= به‎ 
E (ca+db) (a,b) 


+ 
بای ۳ 
۱2۱۲۵۲۲ ۱۵[۲ +2۲ 
 det4 (‏ _ 
"|0۳ 
حال نظر ية عمومی حا کی است که هه اگر وتتها اگر ,8980 مستقل خطی باشند. از 
طرف دیگر؛ فرمول پې شان می دهد که این مطلب برقرار است اکر و تنها اکسر 
ه ۸4 .det‏ 


- ,ã). 


دراصل.فر ایند کگرامساشمیت متشکل از کار بستهای‌مکرر يك‌عمل هندسی بنیادی‌مو سوم 
به تصو پر متعامد است» واذاین دید گاه است که به بهتر ين و جه منهو) می‌شود. روش تصو بر 
متعامد» به طور طبیعی درحل يك‌مسئلةٌ مهم تقریب نیز پیش می‌آید. 

فر ض کنیم W‏ زیرفضایی اريك فضای ضرب داخلی 7 باشد و 8B‏ بردار دلخواهی 
از 7۲ . مسئله عبارت است اریافتن بهتر ین تقر یب ممکن برای 6 توسط بردارهای 7۳# . 
این مطاب بدین معنی است که می‌خواهیم بسرداری چون ۵ را بيا پیم که به ازای آن 


۳۶۸ فضاهای ضرب‌داخلی 


|0۱ -- 6۵| تا حد ممکن کو چك باشد» منوط به این محدودیت که ې به 7۲ تعلق داشته‌باشد. 
حال گفنةٌ خویش را دقیفتر بیان کنیم. 

بك بهتران تقریب برای 8 توسط بردادهای ۳ برداری است مانند ۾ در ۲۷۲ که 
به از ای هر بر داد ۷ در ۲۷ ۱ 

|۵۸ - | < |۱۵ YI: 

با توجه به همین مسئله در۳/ یادر "۸ » به‌طور شهودی درمی‌یابیم که بهتر ین تقر یب‌برای 
8 توسط بردارهای 17 بايد برداری جون ې در 17 باشد که 6۵-0 بر 17۲ عمود باشد. 
و یز اینکه با ید دقیقاً يك چنین »یی و جود داشته باشد. این ایده‌های شهودی برای ذبر- 
فضاهای با بعد متناهی» ونیز برای برخی از ولی نه‌همه زیرفضاهای با بسد نامتناهی 
درست‌هستند. جون وضعیت دقیق بسیارپیچیده‌تر از آن است که بتو اند دراینجا مورد بحث 


قرار گیرد تنها قضيةٌ زبررا اثبات می‌کنيم. 


قضیلا۴. فرضی کنیم 17 زیر فضایی از يك فضای ضرب داخلی 7 د 8 بردادی اذ 7 
باشد. 

(۱) بسودار ۵ در ۱1۶ يلك بهتریین تقریب برای 8 قوسط پردادهای 17 است اگسر 
وقنها اگر :6-۵ بر هرپرداد 17 عمود باشد. 
(۲) اگسر یسك بعتریین تقریب برای 8 ت-وسط برداد های 17 دج ود داشته باشد؛ 

(۳) اگر 17 با بعد متداهی د (به:,0,:۰۰۰) یك پاي متعاعد یکه برای 7 باشده 
نگا: پرداو 


a= 2, (Bla.)a, )۱۱-۸( 


البات. ابتدا تو جه کنید که ا ۷ برداری دلضو اه در ۲ باشد» ایک اه 


(¥ »)+ (»-8)=¥-8 3 اس 
۵-۰ ۲+ (۷- ۲۵0۵-۵0 8-0۱۱۲ ع< ۱۱۲ - 8۵| 
حال فر ض کنیم 6-0 بر هر برداد ۷ عمود باشد ۷« دد 1۲ باشد و << . دد ایسن 
صورت» چون ٧‏ س در 1۲ قراردارد» نتیجه می‌شوو که 
۲۳۱۱۵-۱۱۲ ره - ۱8| -< ۷۱۱۲ - 86| 
۵۳| << 


بمکس, فرض کنیم بهازای هر و دد 0 || < || 8| آنگاه از اولین 
معادلهٌ بالا نتیجه می‌شود که به اذای هر « در 1۷ 


فضاهای ضرب‌هاخلی ۳۶٩‏ 


YRe(B— ala— (+ ۱۵-۰ 


چون هر بر داد در 17 می‌تواند به صورت 0-۷ به‌ازای ۷ یی در ۰17 بیان شود 
می بینیم که به ازای هر ۲ دد 7 


۰ <۱۶|۲+-(0|7--۲۵)۵ 
بخصو ص» اکر ۷ در ۲۲ باشد و »چ »می تو انیم داشته باشیم 


)6-00 9 
|] - ۷" 


در این صورت تامساوی به حکم زیر تحو یل می‌شو د 


_ "او عله- فا‎ (Belay 
. "ااا‎ || - || 
د (۷*-0:|0--6) . بنا براین ۾ - 8 برهر‎ ٥ این نامساوی برقراد است اگر وتنها ا گر‎ 
بردار 17 عمود است. این مطلب اثبات هم ارزی دوشرط داده شده‌در (۱) روئ » راکامل‎ 
)۲( می کند. بدیهی است شرط تعامد حداکثر توسط يك برداد 7بر آورده می‌شود و این‎ 
. را سارت می کند‎ 
حال فر ض کنیم 7 يك ریرفضای با بعد متناهی 7 باشد. در این صودت به عنوان‎ 
را يك بایة‎ 0 ° * a ( نتیجه‌ای از قضیة۳ می‌دانیم که ۲7 يك پا يه متعامد یکه دادد.‎ 
متعامد یکه برای 17 می گیریم وه دا طبق (۱۱-۸) تعریف می کنیم. دد این صودت؛ طبق‎ 
محاسبةٌ موجود در اثبات قضیةً 6-0۰۳ برهر بر داد ره عمود است (0--8۸ بردادیاست‎ 
به کار بسته‌می‌شو د»‎ 8 “O, ° ° ° 0 که در آخر ین مر حله: وقتی که فر ایند متعامد سازی بر‎ 
1۲ به دست می آید). پس ۰ ۸-0 برهرتر کیب خحطی ۰,0 ۰0,۰۰ یعنی بر هر برداد‎ 
IBS ۷ || عمود است. اگر ۷ در ۷ باشد و »چې » نتیجه مسی‌شود که‎ 
][ بنا براین ۵ بهترین تقریب برای 8 است که در 17۲ قرار دادد.‎ 


)7 سب حد 7 


ټعر بش۰ گرم ۳۲ ہك فضاقی صرب داخلی و § عجموعهاق ۱ بردادها ی ۲ باشد. 
مکمل متعامد و عپارت است ۱( عجیوعه S3‏ متشعل از ده سردا رها ی ۱ ۳ که برهم 
بردادها ی ؟, عمود باشند. 


مکمل متحامد 7 عبارت است ازذیرفضای صفر و بعکس 7= ط(ه) . اگر 8 زیر۔ 
مجمو عه ای از ۳ باشد 4 مکمل متعامد آن ور (5 عمو د) همو اره زیرفضایسی از ۳ أست. 
زیرا و غیر تهی است» چراکه‌شامل ه است و درصورتی که و و @ در اګ و اسکالری 
داخواه باشد» به از ای هر * در 5 


۷ #غاهای ضرب داخلی 


)¥ |8(+ )¥ |۰۵ (8|۷-+ع) 
و وی < 
=o‏ 
پس» 601-6 نیز در § قرار می گیرد. بنا بر قضبة ۴ خحاصیت مشخص بر داد ۵ این است 
که تنها برداد 7 است که 6-0 به 171 تعلق دارد. 


تعر یف. درصورتی که برداد ۵ در فضي ۴ دجود داشته باشد تصو بره‌تعامد ۵6 روی 
7 نامیده می‌شود. اگر هربردار 7 تصویر متمامدی ردی 17 داشته باشد. نگاشتی که به‌هر 
پردار ۳ تصوپر عتعاعد اد دوق 1۲ را اخنصا عی هی دهد ۱ تصو بر متعامد ۳ دوی NW‏ 


دارد. 


طبق قضهٌ ۰۴ تصویرهتعامد هرفضای ضرب داخلی روی یك زیرفضای با بعدمتناهی» 
همواده وجود دارد. قضيةٌ ۴ همچنین يجه زیررا ایجاب مى کند. 


ننیجه. گيربم 7 يك فضای ضرب داخلی؛ 17 یك زیر فضای با بعد متناهی» د E‏ 
تصویر نما عد ۲ دوق ۳ باشد. دراپن جورت نگناشت 
6-0 ۵ 

تصویر عنعاهد 7 روق 17۰ است. 

اثبات. 8 دا بردار دلخواهی از ۷ می گیریم. آنگاه 8-8 درل( قرار دارد و 
ه‌ازای هررودد ¥< (- 1206 EB+(8—‏ = --۵6.چون B—EB— 49W E8‏ 
متعلق به yw‏ اس ت» تنتیجه می شود که 

|8۵ - | ۲ > || 5۵۱۱۲-۱۱۵ -- ۶6-۳ 
<< |)۵--)۵- (|۳۲ 


و وقتی 8 ¬ 8چ نامساوی ا کید است. بنایر این» ۵-0 بهترین تقسریب برای 8 
توسط بردارهای ۲۷]است. ۳3 


مثال ۴ به RT‏ صرب داحلی استانده را می‌دهرم. دراین صورت تصو بر معا مد 
(۸ ,۲ ,ه۱-) روی زیرفضای ۰۲۲ پدید آمده توسط  ۱(‏ ,۱۲ ,۳)» عبادت است از 


بردار 
| ات ,۱۲ و۳ ۸ ,۲ ,۵ ۱ — 
٩ 4-۱۴۴1‏ 
۴ مس 
۰ - ۱۲ ,۳)سس << 


۱۵۴ 


فضاهای ضرب‌داخلی ۳۷۱ 


تصو برمتعامد ۳ روی ۳ تبدیل خطی £ تعریف شده توسط 
Fr I Yr — uy‏ 
)1 — ,1 ,)کت )مس (ay ae ar)‏ 

اشت. ما رتبهةٌ £ برابر ۱ است؛ وازاینرو» پوچیش بر ابر ۲ است. ازطرف دیگر 

rs +) = (0, o, o)‏ م,تااظ 
اگر و تنھا ا گر ه = ہے س و۳۵۱۲ و این مطلب برقرار است اگر و تنها اگر 
(مت ,ت بج) دد ۲ باشد. بنابراین ۳ فضای پوچ ع است و ۲ < ( ۲۷۲) 0110. 
با محا سه 


a -(- ۱۷۲ 2۷ 


ب( سب 
(۱-- ,۱۲ 10 ۱۵۳ س( Mx,‏ ,1( 


وه وه 


UA r)‏ 2( را روی بر دار 


۱ 


۲۵۳۷۹-۱۵۳۵۷ ۱ ,و۳ و۳ ۱۷ 


می‌نگادد. 
مشاهداتی که درمثال ۱۴ به‌عمل آمد به کونهةً زير تعمیم می یا بند. 


قضی ۰۵ فرض کن 17 ژیرفضاپی با بد دتلاهی اذ فضای ضرب داخلي ۲ د بر 
تصویر متعاعد 7 روی 7 باشد. در این صورت E‏ تبدیل خحطی خود توانی ۱( ۲ روي ۲۲ 
است؛ ۲۲ فضا ی چو ج ار است؛ و 

۲۷ -- 1۲ pw. 

البات. 8 دا برداری دلخواه در ۲ می گیریم. درایسن صودت 6 بهترین تقریب 
برای ۵ است که در 17 قرار دارد. بخصوص. وقتی که 6 متعلق به ۲ باشد 6 = ۰6 
بنابراین» به‌ازای هر6 در ۰۲ ٤6‏ << (2)]:06؛ یعنی» ٤‏ خردتوان است: غ = .برای 
اینکه ثابت کنیم £ تبدیلی خی است؛ 0 و 0 را بر دار ها یی از ۲ و ع. را اسکا ری 
دلخواه می گیریم. دراین صورت؛ بنابر قضیةٌ ۰۴ 50 -» و 6-16 هردو برهر برداد 
#۷ #مود هستند. اد این‌رف برداد 


c(a— Ea) +(B— EB) = (ca+-8)— (cEa + EB) ۱‏ 
سز به 1۲ تعاق دارد. جون cEa+EB‏ بر داری است در ۷ از قضيهةً ۴ نتیجه 
می شار د که 


۷۲ فضاهای ضرب داخلی 


E(ca+8B) < 0041 ۰‏ 
بدیهی است که می توان حطی بودن ٤‏ را با استفاده از (۱۱-۸) نیز اثبات کرد. محد وا 
6 را برداری از ۲ می گر یم. آنگاه EB‏ یکا بردار در ۲7 است که 6-0 در 7٩‏ 
قرار دادد. پس» وقتی که 8 در ۲7۸ باشد. ه == 80. بعکس» وقتی که ه = ۰8/6 6 در 
۳۷ است. پس؛ ۷ فضای پوچ ۳ است. معاد له 


8= EB+B—EB 
نشان می‌دهد که + 4-۲۷ ¥= 7 بعلاوه. (4)۰ << ۱۲۷] ۰۲۲ زیرا اک » بردادی در‎ 
۷1 باشد» آنگاه ه (۰)0|0 بنا بر این ه 2 ب0؛ و 7 مجمسو ع مستقیم 7 و‎ ۲۲ (Nw 
]۲[ می باشد.‎ 


نتیجه. ذحت شرایط ذضبهٌ فوق. 7 - [ تصویر عنعاعد 7 روي 17 است. این 
تصویر تبدپل حعطی خودفوا نی ۱ 7 دوی اس و با فضاق چو چ 17 است. 

الباٽت. پیش اد این دیدیم که گا شت 8—EB‏ چس 6 تصو یس رمتعام د ۳ روی ۱۷٩‏ 
است . جون ٤‏ تبدیلی حطی است» ایسن تصو یر روی ۳۳۷ تبدیل حطی E‏ سب آز می‌باشد. 
از حواص هندسی این تبدیل حطی مشهود است که 7-7 تبدیل خودتوانی از ۷ روی 
7 است. این موضصوع از محاسبهةً 

۲ج رجآ (وز سس )(جز - ) 
- ]<< 


نیز نتیجه می‌شود. بعلاو ه < 0( --]) اگر و تنها اگر E8‏ = 8؛ این مطلب برقرار 
است اگروتنها اگر8 در ۳ باشد. بنا براین ۲7 فضای پو چ چ -- 7 است. ل 


اکنسون فر ایند گر ام-اشمیت را می‌توان به‌طو ر هندسی به‌طر یق زیر تشریح کرد. با 
مفروض بودن يك فضای ضرب داخلی ۲ و بردارهای ,۰0 8,۰۰۰۰ در عملگر 
(k >1۱)P,‏ را تصو بر متعامسد ۲ روی مکمل معامد زیر فضای دید آ مده توسط 
e 8,‏ 6-۱ می گبریم و قرار می‌دهیم 1=( ره در این صورت بردارهایی که از 
به‌کار بستن فر ایند متعامد ساز ی روی ,۰06 ۰۰۰۰ ,8 به‌دست می آیند» با معادلات 


(۱۲-۸) >> ۱ رن 
تعریف می شو ند. 
قضیهً ۵ شیجه دیگری را تیزایجات می کنل که به نامساوی بسل۱ مشهور است. 


نتیجه. فرض کنیم ےی ,۰۰۰ ,,0) جموعه‌ای حتعاهد از بردادهای غیرصفرفضای 


1. Bessel 


فضاهای ضرب داخلی ۳۷۳۲ 


ضرب داعلی 4 داشد. اگو 0 پردارق ۱ ۳ با شد» یکاہ 


(Bla. )|" ۳ 


وتساوق بوقرا( است اگر و تنها اگو 


(Bla) 
e 


اثبات. فرض کنیم »[" || »|| 2۸ = . دراین صورت ۷+8 =8 ودر 


آن ه < (۷۱۵) . از این‌رو 


۷۱۱۲-۳۰[ ع< ۵۱/۲[ 
اکنون‌کافی است ثابت کنیم که 
|(B|a)|'‏ © 
۲ اب رم ۱۷۱۱ 
ایسن محاسبةً سر ر استی است که در آن ازاين مطلب که به‌ازای اعد o‏ = (بره |زنه)* 


استفاده می‌شود. [] 

درحالت خاصی که در آن (ب۵ ,۰۰۰ ,0) يك مجمو عدمتعامد یکه‌باشد نامساوی 
بسل می گوید که 

>( 
این نتیصه همچنین حا کی است که دراین حعالت 6 در ریرفضای پدید آم‌ده توسط 
۵ ۰۰۰۰ 6 قراردارد اگر و تنها اک 
به(به(۵) رم B=‏ 

5 | گر وتنا اگرنام‌ساوی پسل واقعاً يك ساوی با شد. بدیهی است درموردی که 7 با بعل 
متناهی و (ببه ,۰۰۰ ,») یك پایۀ متعامد یکه برای 7 باشد» فرمول بالا برای هر برداد 


8 در ۲ برقرار است. به‌بیان دیگر» اگر (,ه ۰۰٠۰,‏ ,,0) يك پاي متعامد یکه برای ۲ 
باشد» )مین مختص 8 درپایۂ مر تب (ب0 ,۰۰۰ ,») عبادت است اذ (:۵۱۵). 


مثال ۰۱۵ ترجه اخیررا روی مجمو عه‌ها ی متعامد توصیف شده در مثال ۱۱ به کار 
۸ی بند یم و به‌دست می آوریم که 


SOS 





2 f (edil 





k= - 


۴ اناهای ضرب داخلی 


۲ n 
dı = (ب) "اا یش‎ 





۱ r 
/ 2 Ce" ikt 


و - دی | o‏ 


۱ 
"۷ (Vr 0605 ۲۳۸۹۲ sin ۴7۲(۲۱ ۱۱ =۲ (پ)‎ 


مرلن 
°۹ 


۳ 


۴ با ضرب داخعلی استانده را درنظر بگیرید. 7 دا زیر فضایی از Rf‏ متشکل از همه 
بردارهایی که هم بر (۱ ,س وه ,)= و هم بسر (۴ وت ۲ ,)=6 عمود 
هستند فر ض کنید و پایه‌ای برای ۳ بيا بید. 


فر ایند گرام اشمیت دا بر بردارهای (۱ مه ,۱ )=8 ۰ (۱- ره ,۱) = ۰8 
و (۴ ,۳ Br=(o,‏ به کار بل بل ۳ پا يه متعاه‌دیکه‌ای برای Af‏ 5 صرب داحلی استانده 
بدست آور بد. 


۰) را با ضرب داخحلی استادده در نظر بگیر بد. يك پا يه متعامد یکه برای زیرفضای 


پدید آمده توسط (] ,ه ,۱) = 8 و (27 +۱ ,۱ ,۲) =8 بیایید. 


٠‏ فر ض کنید 7۲ يك فضای ضرب داخلی باشد. فاصلة بین دو بر داد ۾ و 8 در ۷ با 


d(a, 8) = ۱-۵۱‏ 
تعر یف می‌شود. نشان‌دهید که 
(الف) ه < (6 ,»)4 ؛ 
(ب) » < (6 ,»)4 اگر وتنھا اگر 8 <» ؛ 
(ب) )» da, ۵(< d(8,‏ ؛ 
)ت( )8 d(a, (> d(a, ¥)+d(¥,‏ . 


فرض کنید 17 يك‌فضای ضرب‌داخلی باشد» و بم و 8 بردارهایی از 17 باشند. نشان‌دهید 
8= اگر وتنها اگر به‌ازای هر ۷ دد ۰۲ (۵(۷)< (۷|»). 


. فرض کنید 17 ز یر فضایی از "۸ پدید آمده توسط بردار (۴ ,۳) باشد. بااستفاده از‎ ٠ 


ضرب داخلی استانده » ٤‏ دا تصویر متعامد ۸ بروی 17 بگیرید. مطاوب است: 
(الف) فرمولی برای (۵ E),‏ ؟ 
(ب) ماتریس E‏ درپايةٌ مر تب استانده ؛ 
(پ) ۱۳۴۶ 
۱ (ت) پا يه متعا مد بکه‌ای که در آن E‏ با ماتر یس 


فضاهای ضرب داخلی ۳۷۵ 


نمایش داده شود. 
۷ فر ض کنید 7 فضای داخلی متشکل‌از ۲۲ همراه با ضرب داخلی باشد که فرم در جة 
ددم آن طبق 
lay axl = (o — 2) +-k‏ 
تعریف می‌شود. ٤‏ را تصویر متعامد 7 بروی ذیرفضای ۲۷ پدید آمده توسط بردار 
(۴ ,۳( می گیر یم. اکنون به چهار پر سش تمرین ۶ پاسخ و 
۸ ضر بی داخلی روی ۸ بيا بيد که ۲ = ((6 «,ع). 


۰۹ فر ض کنید 7 زیر فضایی از [یږ]۸ متشکل‌از چندجمله‌ایهای از دررجۀ حداکثر ۳ 
باشد. 7 را به‌ضرب داخلی 


)۶۱۵( > f (D(a 


مجهز کنید. 
(الف) مچمل متعامد زیرفضای چندجمله‌ایهای اسکالری دا بیا بید. 
(ب) فرایند گرام - اشمیت را بر پا یه 2 ,ك DL,‏ ,+0 به کار بند ید. 


٥‏ فرض کنید 7 فضای برداری همه ماتریسهای ۸ × بردوی 0 با ضرب داخلسی 
(A|B)= tr (AB*)‏ با شد. مکمل معا مد زیرفضای ماتر یسهای قطر ی را بيا پیك. 


۹۹" فر ض کنید 7 يك فضای ضرب داخلسی با بعد متناهی د (,0 ,۰۰۰ ) یك پايسة 
متما مدیکه برای 7 باشد. نشان دهد که بهار ای هر دو برداد 0 ۳ دد ۲ 


(alay) (Bos) <‏ > = (0|ه) 


۴ فرض کنید 7 زیر فضا یی پا بعد متناهی از يك فضای ضرب داخلی ۰۲ و £ تصویر 
متعامد 1 روی 7[ باشد. ثا بت کنید که باذای‌هر ۾ و 8 دد ۰۲ (£8 |») = (20۵). 


۴ را زیر مجموعه‌ای از يك فضای ضرب داخا ی 7 می گیریم. نشا ن رهد (s+)‏ 
زیر فضای دید آمده تو سط S5‏ را در بر دارد. وقتی که ۳ با بعد متناهی با شد» نشان‌د هید 
ر همان زیر فضای ید ید ۹۳۹1 تو سط 3 است. 


۶ فضاهای ضرب داخلی 


۴. فر ض کنید ۲ بك فضای ضر ب داحلی با بو متناهی و ( ,06 و۰۰ ,0 B=‏ وك 
بایة متعامد یکه برای 7 باشد. فرض کنید 7 عملگری خطی روی 7 و 4 ماتریس 7 
درپایۀ مر تب 9 باشد. ثا بت کنید 


4, = (Tala) - 


۵ فر ضکنید ‏ 7# @ , 7= ۷ و ,و بر بترتیب ضربهایی داخلی دوی ,17 9 7 
باشند. نشان‌دهید ضرب‌داخلی یکتایی چون ‏ روی ۲ وجود دار دکه 
(الف) ۱۲ ,7 ؛ 
(ب) وقتی ۾ د8 دد ,۲۰۲۷ ,۱< ۰1 بافند (8 ,۵)ر< (0 ,0۵) [. 


۶ فرض کنید 1 يك فضای ضرب داخلی و 17 زیر فضایی با بعد مناهی از ۲ باشد. 
(معمولا") تعویرهای بسیاری یافت می‌شو ند که بردشان 17 است. یکی‌از اینها که 
تصویر متعامد روی ۳ است. این خحاصیت را دارد که به‌ازای هسر ې در ۲ 
۱۱ > |50 || . ثابت کنید که اگر ع يك تصویسر با برد 17 باشد و به‌ازای هر ۾ 
در ۲ ۱۱ > |20 | » آنگاه ۳ تصر یر متعامد دوی 7 است. 


۷ فرض کنید 7۲ فضای ضرب داخلی حقیقی متشکل از فضای ترابع پیوسةٌ حقیقی روی 
E al‏ نوی 


4( | -(ع۶۱) 


باشد. ۷ را زیرفضای ترابع فر د» یعنی درابعی که در () f‏ — > (1-) [ صدی 


۳۸ تابعکهای خطی و الحاقیها 
قسمت اول این بخش به بحث درمورد تا بعکهای عطی روی يك فضای ضرب داخلی و 
رابطةً آنها با ضرب داخلی اختصاص دادد. تیج بنبادی این است که هر تابعك خطی ر 
روی يك‌فضای ضرب داخلی با بعد متناهی» «ضر بی‌داخلی درازای بردادی ثابت از فضا» 
است؛ یعنی؛چنین ی به‌اذای ی ابتی‌از ۲ به‌صودت (0|0) = (») ] است. این نتیجه 
را برای اثبات وجود «الحاقی» عملگری خطی چون 7 روی ۰۲ که خود عملگری‌عطی 
چون *7 باشرط (7*8|») = (7۸|8) به‌ازای همه مها و 8های در 7 است؛ به‌کار 
می بر یم. با استفاده از يك پا يه متعامدیکه» این‌عمل الحاقی روی عملگرهای خطی (رسیدن 
ار 7 به *7) همانند با عمل تشکیل ترانهادة مز روج يك ماتر یس» کسر فته می‌شود. میس 
در بار شباهت بین عمل الحاقی ومزدوج گیری در اعداد مختلط به‌اندك کاوشی می پر دازیم. 

فر ض کنیم 7 فضای ضرب داخلی دلخواه و 8 بردار ثابتی از 7 باشد. تابعی‌چون 


تا بمکهای‌خطی و ااحاقیها ۳۷۷ 


7 از 7 درهیأت اسکالری دا طبق 

g4) = («| 8)‏ ۶ 
تعریف می کنیم. این تا تج و1 تا بعکی حطی روی ۲ است؛ زیرا بنابر تعریف» (a|8)‏ 
به‌عنو ان تا بعی از ,۵ حطی است. اگر 7 با بعد متناهی بماشد هر تا بعك حطی دوی ۲۷ 
بدین‌طر یی از بردادی جون 8B‏ حاصل می‌شو د. ۱ 


قضیة ۰۶ فر کیم 7 بك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی و تا بمکی عطسی 
دوق 7 باشد. در این مودت برداد یکناپی چون 8 در 7 وجود دارد. که په ازاق هر » در 
f(a) =(a| 8B) ۲‏ . 

اثبات. فرض کنیم n}‏ و۰۰۰ {Os QO,‏ ,ك پا ية متعا مد یکه برای ۳ بناشد. 
می نو بسیم 


(-۱۳) ره(ره) ,> B=‏ 
۱« 
وفرض می کنیم و تا بعك خطی تعر یف شده توسط 


7 g(a) = (|8) 


باشد. دراین صودت 
f (Qr)-‏ = (ر» (ره) / 2 |یه) = (بع)م ګ 


جون این مطلب به ازای هر ر درست است» نتیجه می شو د که ۾ = حال فر ض کنیم 
4 بردادی در ۳۲ باشد ب4 طوری که ب4 از ای هر 6 » )¥ (a)‏ = (۵۱۵). نگ ۷ 
ه < (- ۷۱/6 ¬6( و ۷ < ۰/0 پس: دققّاً يك بر دار جون 6 وجود داردکه تا بعك حطی 
ر دا به طر یقه‌ای که ذ کر شد» تعیین می کند. 1 

اثبات این قضیه‌می تواند به‌صو رت دیکر ی بر حسب نمایش تا بعکهای حملی در يك با یه 
هم بیان شود. اگر پایه متعامديكة (یه,0,۰۰۰) دا برای ۲ انتخا بکنيم» ضرب‌داخلی 
°« ° = مرو + ۰۰۰ در لوح 8 برابر است با 

سل ا ۰ 8۱-۷ = (a|B)‏ 

اگر 7 تابعکی حطی روی 7 باشد» آنگاه ۶ به ازای‌اسکالرهای ثابتی چون ۰۰۰۰۰6 
که تو سط این پا یه تعیین می‌شو ند به صورت 


 )0( < 69۵۱ ۰ 0 


۷۸ فضاهای ضرب‌داخلی 


نوشته می‌شود. بدیهی است که (ه) f‏ ره . اگر بخواهیم بردادی چون 6 در ۷ بيا بیم 
که به از ای هر ۵ ۰ «a|8B)= f (a)‏ روشن است که مختصات 7 اد 6 با ید دد ره < 7 
با (ر») [ = رو صد ق کنند. از این‌دو 
B= )0(0۱ + °°° 1)‏ 

بردار مطلوب ادا 

چند توضیح دیگرهم در پیش است. اثباتی داکه برای قضية ۶ ارائ کردیم به‌طور 
رضایت بخشی نحلاصه است» اما براین و اقعیت مهم هندسی که 8 در مکمل متعامد فضای 
پوچ ار قرار دارد هیچ تا کید نمی کند. گیر یم 7 فضای پو چ ‏ باشد. در این صورت 
سل ۲# و ۶ توسط مقادیرش روی +۳ کاملا تعیین می‌شود. ددواقع؛ اگر P۲‏ 
تصو یر متعامد 7 روی ۲7 باشد» آنگاه به از ای هر ۾ در 7 


f(a)= (Po) 


فرض کنیم هد . آنگاه ‏ از دتبة ۱ است و =١‏ بعد )۲۷٩(‏ . اگر ۷ بر دادی غیر 
صفر در ۲7 باشد» نتیجه می‌شودکه به اذای هر ۾ در ۲ 


پس» به ازای هر 0 
۰ (0[7) << (0) [ 
د ۲۷/۱۱۷۷ <8. 


مثال ۶ بهتر است مثا لی بز نیم که شان دهد قضبه ۶ بدون این فرض که ۲ با 
بعد متناهی است» درست نیست. ۲ را فضای برداری جند جمله‌ایهای برروی هیأت اعد اد 
میختاط ۳ ضرب داخلی 


)۶۱۵- | ۰ 


می گیریم. این ضرب داخلی دامی توان به‌طودجبری نیز تعریف کرد. اگر س = ار 
و تمرم =§ 4 گاە 


0, 


D2 TE OT E E‏ < (ع|۲) 


تا بعکهای‌خطی وا لحافیها ۳۷۹ 


گیر یم ج عدد مختاط ا بتی و رز تابعك حطی «تعبین مقدار در 2 باشد؛ 


L(f)= f(2). 
آیا يك چند جمله‌ای چون چ وجود داردکه به اذای هر ۰ (/)g(=1ع|/)؟ جواب‎ 
منفی است؛ ز پر ا فرض کنیم به از ای هر ۳ داشته باشیم‎ 


1۵ | (۰ 


با فرض 2× کم » به ازای هر f‏ دادیم ه =(۸/()2) . ددایسن صودت به ازای 


هر [ 
ADS (Dg) dt:‏ / کا 
بخصوص» این تساوی برای عط = / نیز برقراد است» پس 
DI'le(DI'ar=e‏ | 


و از این رو ۰ < ع]. جون ‘ho‏ با ید داشته بساشیم =٥‏ جع . ولی رآ تابعك صفر 
لست؟ بنا براین» چنین وبی وجود ندارد. 


این مثال دا می‌توان تا اندازه‌ای به حالتی که در آن رق تر کیبی خحطی از تعیین 
مقدار های نمطه ای باشد تعمیم داد. قر ض کنیم اعداد میختامط ثابتی حون ۰2۱ ۰ » یر و 
اسکا رها یی چون ,6 ۰ ۰ ۰ انتخاب شده باشند و 

L(f)=ef )2(۲ °° * Hef (2) 

را در نظر بگیر یم . دراین صودت 1 تا بعکی خحطی دوی 7 است. اما هیچ چ با خساصیت 
L(f)=(f|8)‏ وجود ندارو مکر آنکه ‘SECO‏ = << 6 . حال عاً استدلال. 
بالا دا با (, = )۰۰۰( 2 -ي) = تکرار می کنیم. 

ا کنون وه مفهوع الحاقى يك عملگر عطی بازمی گردیم. 


قضی ۰۷ به ازای هر عملگر خطی 7 ردی يك فضای ضرب داخلی بعده‌تناهی 7 ۰ 
عملگر خطی یکتایی چون 7۳ دوق 7 وجود دادد که په ازاق هر دهر 8 ۱ ۲ > 
(۱۴-۸( 7۳۵(۰|) (7۵|8) 

الماٽ. گیر یم 6 برداری دلخواه از 7 باشد. ددایسن صودت )7«|8( ج 
تا بعکی حطی روی 7۲ است. بنا بر قضة ۶ء بردادیکتایی جون 8 در 7۲ وجود دارد که به 
از ای‌هر به دد ۰۲ ('8|») = (7»|8) . فرض کنیم *7 نگاشت '8 + 8 را نشان‌دهد: 


۳۸۰ فضاهای ضرب‌داخلی 


7*0 2< ۵ 
لا (۱۲-۸) برقرار است» اما باید نشان دهیم که T*‏ عملگری خطی است. گیر یم ۷90 
در ۲ ومع يك اسکا لر با شد. در این صورت به از ای هر 0 ۰ 
(Ta|ceBF ¥)‏ > ((-۵۱۳۳)۶۵) 
(Ta|c6)+(Ta| y)‏ = ۱ 
=2(Ta|8B)-+ (Tal ¥)‏ 
z(a|l7*8)+(al7*y)‏ = 
(a|cT*8)+(a|7*y)‏ = 
(alc7*B+7T*Y) ۰‏ = 
پس › ¥ * 7 c7*8-+‏ = (7*)60-4-۷ و *7 خطی است. 
یکتایی T*‏ واضح است. به ازای هر 6 در و » برداد 7*6 به عنوان برداد "6 با 
اين شر ط که به از ای هر ۰0 (Ta|8) = (a|8')‏ به طرر یکت تعیین می‌شود. [] 


قضی ۸ .فرض کنيم 7 پك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی د (ب,0,۰۰۰) = 8 
يك بای عتعاعد پکه (عرنب) برای 7 باشد. 7 را عملگری خطی ردق 7 د 4 را ماتریی 
7 درپاية حرذب 3 می‌گیریم» آنگا: (Tala)‏ = رھ 

ثبات. چون لك پاي عنعاهد پکه است؛ دادیم 


تعر یف می‌شود وچون 
ژر 
0۶| 7) ر2<ره1 
9 


داد یم 


(بهاره 1) = ررک. O‏ 


نتیجه. گيربم 7 يلك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی و 7 عملگری خطی دی 7 


تا بعکها ی‌خطی دالحافبها ۳۸۱ 


باشد. در هر سایة منعا هد پکسه برای ۰۲ هسافریسی *7 عبادت اسن از ثرا نماد مردواح ‏ 
اثبات.(,0 ,۰۰۰ ,0) < 9 دا پایةمتعامد یکه‌ای بر ای 7 می گیر یم و فر ض می‌کنیم 
۲71 < 4[ *7] عد 8. 
Aj = (Ta;|a,)‏ 
B,; = (T*a;|l as).‏ 
دراین صودت طبق تعر یف*7 داریم 
(به*7|یه) = 
(ره‌لی1) = 


رد 


مثال ۰۱۷ فرض کنیم 7 يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی و و تصویرهتعامد 
۲ روی يك زیر فضای ۳ باشد. دداین صورت به ازای هردو برداد ‏ و 8 در ٤#‏ 
(Ea|8) = (Ea|EB+(\— E)8)‏ 
(Ea|E8)‏ = 
(Ea+(\—E)a| E8)‏ = 
(al EB).‏ = 
بنا بریکتایی عملگر *9 نتیجه می‌شود که ع = .E*‏ حال تصویر جر توصیف شده درهثال 
۴ را در نظر می گیریم. دراین صورت 


۳ ۳۶ ۹ 
۱ 
- سس ح< ور 
e ۱۳۴ ۱۲‏ 
۱ ۲ ۳ 


عبادت است‌از ما تریس £ در پایۀ متعامد یکه استانده. چون *و = ع ۰ ۸4 ماتریس "و 
نیزهست» وچون *4 =4 ۰ این مطلب ناقض نتیجة فوق نیست. ازطرف دیگر» فرض کنیم 
۱ (ه ,۰ ,۱۵۴) 0 
(۳ وس ,۱۵( = 0 


۲ فضاهای ضرب‌داخلی 


۰( ۱۲ ,۱۰ ,۳۶ ) < ,0 
دداین‌صودت مه ,۵۷ ,6) يك پایه است و 
(۴ نت ,۳۲۶ ,4( = Ea‏ 
Ea, = (0, o, °)‏ 
.)0 وه Ea = (o,‏ 


چسون (۳ ,۳۶ ,۱۴۵( ,ه ,۱۵۴)-— =(۳۴ — ,۳۶ ,4) > 8 ماتریس E‏ 
ددپایۂ (به ,به ,10 با تساوی 


o 0‏ ۱ سب 
° 9 إ— B=‏ 
o o Oo‏ 


تعر یف می‌شود. دراین حالت ۰ *8- 8B‏ و *8 ماتریس غ = E*‏ ددپاية (+۵ ,ب ,6) 
نیست. با به‌کار بستن نتیجۀ فوق درمی يا بیم که (به ,ې ,,0) يك پايةٌ متعامد یکه نیست. 
البته» بە‌هر حال این مطلب آشکار هست. 


تعر شف. گیربم 7 عملگری خطی ردق يك فضای خرب داخلی 7 باشد. در این 
صورت‌گوييم 7 دارای رك الحاقی دوی 7 ۱ست. هرگاه عملگری خطی چون *7 دوی 7 
موجود باشدکه به‌اذای هر » د 8 دد 7 ۰ )7٩|8( = )٩|7*8(‏ ۰ 


بنا بر قضیة ۰۷ هر عملگر خطی روی يك فضای ضرب‌داخلی با بعد متناهی 7 دارای 
يك الحاقی روی 7 است. درحالت با بعد نامتناهی» این مطلب هميشه درست دیست. ولی 
درهرصورت» حدا کثر يك چنین عملگر *7 و جود دارد؛ وقتی که این عملگر وجرد داشته 
باشد» آن‌را الحاقی 7 می‌نامیم. 

درحالت بعد متناهی» تذ کر دومطلب لازم است. 


۱ الحاقی 7 نه‌تنها به 7 ۰ بلکه به‌ضرب داخلی نیز وابسته است. 
¥ همان‌طور که درمثال ۱۷ دشان داده شك در با یه مر تب دلخواهی جون 7 3 رابطهٌ 
بین ۾[ 7] د م[*7] پیچیده‌تر از آن است که درنتیجۀ فوق از ائه شد. 


مثال ۰۸ 7 را 0۳*۱ . فضای ماتسریسهای ۱ × ۸ مختلط » با ضرب داخلسی 
(X|Y)=Y*X‏ می گیر یم. اگر 4 ماتسریسی 7 4 مر با درایه‌های مختاط باشد» الحاقفی 
عملگر خطی ×4 +× عبات است از عملگر 4*۲ +× زیرا 


تا بهکهای خطیو الحافیها ۳۸۳ 


Y*AX = (AY (۳ ۲ <- (X|A4*Y) .‏ = ( ۸2۲۱۲ ) 
حو اننده بايد خحود را متقاعد کند که این مثال دد واقع حالت خحاصی از نتیجة اخبر است. 
۱ مثال ٩‏ این میال مشا به مثال ۸ ۱ است. ۲ را 0۴۷۴ با ضرب داعاسی 
(۳) ا =(4|8) می گیریم. فرض کنیم ۸ ماتریس ۸ × م۸ ثابتی بسرروی ) باشد. 
الحاقی ضرب از چپ دد ۸۲ برابر ضرب اذچپ در *]1 است. بدیهی است که «ضرب 
از چپ در ۸7» عملگر خطی یر تعریف شده با ۸4 14 = (۸4)یرس است. 
(Lu(4)|B)= tr (B*(MA4))‏ 
=tr (MAB)‏ 
tr (AB*M)‏ = 
tr (4(M*B)*)‏ = 
(A|Lu*(B)):‏ = 
پر پر[ = *(ہر). درمحاسبة بالا از خاصیت مشخص تابع دد: (84) ۱۳ = (48) ۱۳ 
دو بار استفاده شده است. 
مثال ۰۳۰ فرض کنیم 7 فضای چندجمله‌ایهای برروی هیأت اعداد مختلط با ضرب 
داخلی 
E‏ ۱ 
(fle= | F(8 ar‏ 
با شد. اگر ۳۸ چند جمله‌ای مره( < 7 باشدء فرض می کنیم 2 . در حقیقت» 
/ آن‌جندجمله‌ای است که تابع چندجمله‌ای و اپسته بدان مزدوح مختلط تابع جندجمله‌ای 
برای 7 است: 
بحفیقی د () f‏ = () 7 
عملگر«ضرب در ». یعنی عملگر حطی ,۸1 تعر یف‌شده تو سط چ / = (ع)م ۸۸ دا در نظر 
می گر یم. این عملگر دادای يك الحافی» یی عملگر ضرب در f‏ است. زیرا 
(fg |)‏ < (/۸)2(۱ ۸) 


= | ۵ 


۳ / "g(OUF OAD] dt 


۳ فضاها ی ضرب داخلی 


(۸/(ع) = 
(2 ۱۸4 ع) < 
واز اين‌دی ,۸ = *(م )۰ 


مثال ۰۲٩‏ درمثال ۲۰ دیدیم که برعی از عملگرهای خطی دوی فضاهای ضرب 
داخلی با بعد نامتناهی نیز دارای الحاقی هستند. به‌طوری که قبلا" توضیح دادیم برحی 
نیز الحاقی ندارند. گیریم 7 فضای ضرب داخلی مثال ۲۰ و ظ عملگر مشتق گیری دوی 
[2]) باشد. انتگر ال گیری جز ء بەجزء نشان می‌دهد که 


(Df|lg)= ۶)۱(2)۱( -[ )۰(۵)۰( - ۲)۶(‏ 
چ را ثابت می گیریم و تحقیق می کنیم که چه وقت يك چندجمله‌ای چون ع*(7 و جود دار د 
که به‌از ای هر (8"(] /) = (ع| /(). اگرچنین ع"( یی وجود داشته باشد حو اهیم 


داشت 


(f|D"g)= f(1)g(1)— f(°)g(*)—(f| Dg) 


(f\D"g+Dg)= f )۱(۵)۱( - 0(۰)ع(۶)۰‎ 

با چ ثابت» (۰(8)0)-(1.)(<)۱(۵)۱ تابمکی خطی از نوع درنظر گرفته شده 
در مثال ۱۶ است و نمی‌تواند به‌صودت (| ) <()] باشد مگ ر آنکه ه = 1. اگسر 
چ*( وجود داشته باشد» آنگاه به‌ازای h=D"g+Dg‏ البته دادیم (۸| )= L)/(‏ 
و ازاین‌رو ه = (۱)ع < (0)م. وجود چندجمله‌ای مناسبی چون ۸ ایجاب می کند که 
۰ = (8)۱ < (۰)ع. سکس اگسر ه = (۱)ع = (0)ع؛ چندجمله‌ای ع( - = ع"( 
ازای ه رگ دد (ع*9|) = (|9) صدق می کند. اگريك چ انتخاب کنیم که به‌ازای 
آن هعبد(ه)ع یا ٥‏ (۱)ع؛ نمی‌تسوانیم * را ب‌صورت مناسبی تعر یف کنیم و از 
این‌رو نتیجه می گیر یم که (1 دارای الحاقی فیست. 

امیدو اد یم که این مثالها درل خواننده را درمورد الحاقی عملگرهای خطی بیفز اید. 
می بینیم که عمل الحاقی» اد 7 به T*‏ رسیدن. به‌نحوی شبیه به‌مزدو ج گبری روی اعداد 
مختلط رفتار می کند. قضیة زیراین شباهت را تقویت می کند. 


قضیة ٩‏ گیربم 7 بك فضای ضرب داخلی با بد متلاهی باشد. اگر 7 و ل 
عملگرهای خطی ردی 7 باشند و ء» يك اسکالر باشد» 

=T*+U* (۱)‏ (74-0)؛ 

(cT) < *7ج‎ )۲( 


تا عکهای خطی و الحاقبها ۳۸۵ 


(TU) =U*T* (r) 
(7*)* =7 )۴( 
اثبات. برای اثبات (۱))» » و 8 دا بردادهایی دلخواه اذ ۷ می گیریم. دد این‎ 
صورت‎ 
((T+U)«|8) = (Ta+Ua|8) 
= (7a|8) F(Ua|8) 
= («|7 *8)+(a|U "8) 
= (a|7*8-+U*8) 
= (a|(7*+U")8). 
بنا بر یکتا یی الحاقی» دادیم * 7*40 = *(0--7). اثبات (۲) دا بەخوانندہ واگذاد‎ 
می کنیم . (۳) و (۴) دا از روابط‎ 
(TUa|8) = ۰|7 8( = (a|U*T*B) 
(T*a|8) = (8 [7"o) = )7۸[ (ه‎ = (a | TB) 
][ به‌دست می آودیم.‎ 
غالباً به‌صورت زیر بیان می‌شود: نکاشت *7 م 7 پاد یکر یختی خحطی‎ ٩ قضبهٌ‎ 


مزدوجی با دور تناوب ۲ است. شباهت این عمل با مزدو ج گیری مختلط, که دربالا ذکر 
شد ملا بر پا يه ایسن مشاهده استو ار اس که مزدو ح گیری مختلط داد ای عواص 
سا 2 = ( 2 2)ء 22 < (2 ٥)2‏ و 2= 2 است. باید مواظب باشیم که وادونی 
تر تیب در يك ضرب که عمل الحصاقی ایجاب می کند» رعا يت شو د: .(UT)*=T*U*‏ 
همچنان که به‌مطا لع حود در بارۀ عملگرهای حطی روی يك فضای ضرب داخای ادامه 


کنیم. يك عدد مخنلط 2 حقیقی است اگروتتها اگر 2= ع. ممکن است تصور شود که 
عملگر حطی 7 با شرط *7 < 7 بوجهی شبیه به اعداد حقیقی عمل می کند. درواقسع 
همین‌طور است. مثلا اگر7 عملگری خطی روی يك فضای ضرب داخلی مختلط با بعد 
متناهی باشدء آنگاه 


(۱۵-۸) پلا اب لا< 71 


که در آن 1= ل و []< ,[]. پس» به يك معنی» 7 دادای يك «جزء حقیقی» و يك 
«جزء موهرمی» است. عملگرهای sU,‏ پل[ که دد Ur =U, 0) = J‏ و (۱۵-۸)صدی 
می کنند» یکتا هسنمد» واز روابط 


۳۸۶ فتاهای ضرب داخلی 


۱ یت‎ 
=v )1 ۳7 
نا‎ 2 (T-7*) 


به‌دست می آ یند. 

عملگری حطی مائند 7۳ که *7 = 7 خودالحاق (یا هرمیتی) نا میده می‌شو د. اک 
¶ پایةٌ متعامد یکه‌ای بر ای 7 باشد آنگاه 

[7*]a= [7a 

ولذا 7 حودالحاق است اگروتنها | گرما تریس آن درهرپایۀ م"عامدیکه ما تر یسی حو دالحاق 
با شد. عملگرهای حو دالحاق» نه‌تنها بدین‌دلیل ساده که نرعی اجسزای حقیقی وم‌وهومی 
بر ای عملگر عطی عمومی فراهم مې آور ند» بلکه به‌دلا یل زیر نیز از اهمیت بر حور دار ند: 
)۱( عملگرهمای خحودالحاق دادای خواص ویژۀ بسیادری هستند. مثلا بسرای يك چنین 
عملگری» پا یه متعامدیکه‌ای از بردارهای سر شت ماو جود دادد. (۲) بسیادی از عملگرهایی 
که درعمل پیش می آیند خودالحاق هستند. حواص ویژة عملگرهای خودالحاق را 
مورد رید کی فر ار خو اهم داد. 


۸ را فضای ۲ با ضرب داخلی استانده بگیر ید و فرض کنید 7 عملگر ای تعر یف- 
شده توسط (۲--,۱) )76 و (۱-,7) = 76 باشد. اگر (:2 ,ہے) دم آنگاه 
۵0 را بيا بید. 


۰۴ فر ض کنید 7 عملگری‌خحطی روی"٥‏ باشد که با (۲ ,1 ۱) = ,76 و (1 ,) 76 
تعر یف مي‌شود. با استفاده ازضربت داحلی استانده مأ تریس * در پاي مر تب استانده 
را بیابید. آیا 7 با *7 جابجا می‌شود؟ 


۳ فرض‌کنید 7 فضای ٤۳‏ با ضرب داخلی استانده باشد. فرض کنید 7 عملگری حعلی 
روی 7 باشد که ماتریس آن درپايةٌ مر تب استانده با 
(۱-- - آو) ۲ 
تعر یف می‌شود. پا یدای برای فضای پوچ *7 بیا بید. 
۴ فرض کنید ۶ يك ذضای صرب داخلی با بعد متناهی و 7 عملکری حطی روی ۲7 بادا 
نشان دهید که برد T*‏ مکمل متعامد فضای پوچ .7 است. 1 


۱ 


۵ فرض کنید ۲ يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی و 7 عملگری عطی روی ۲ باشد. 


تا بعکهای خطی و الحاقیها ۲۸۷ 


۱ ۲ شد. تشاد هی دکه" 7 : ز معکر یذ بر است و"( 7) =( 7). 
| گر 7معکوس پد یر باشد. نشان‌دهي بیز معحز س پد ير 


۶. فر ض کنید 7 يك فضای ضرب داخلی و 8 و ۷ بردارهای ثابتی از 7 باشند. نشان 
دهید که (8 | ») 0 7 عملگری عطی روی ۲ تعریف می کند. هم‌چنین ۷ 
7 دارای يك الحاقی است؛ و *7 دا هم به‌طور صریح توصیف کنید. 

اکنون فر ضکنید 7فضای *) باضرب داخلی استانده‌باشد و (ے ل ,۰۰۰ B= (yı:‏ 
د( ,۰۰ 2) = ل ددایة ۸ ,ر ماتریس 7 درپاية مر تب استانده چیست؟ ر تبه 
این ما تریس چند است؟ 


ص ۴ ۱ ۹ ۳ تس ۳ ۳ ا ا 
۷ شان دهید حاصلضرب دوعملگر خودالحاق» عملگری است خودالحاف ا گروتنها | گر 
دوعملگر با یکدیگر جا بجا شو ند. 


۰۸ فر ض کنید 7 فضای بر داری چندجمله‌ایهای برروی ۸ با درجه حداکثر۳ و باضرب 


داخلی 
dı‏ 8(0( ا = و |) 


باشد. ا گر £ عددی حقیقی باشد» چندجمله‌ای ,چ در 7 راکه برای آن به‌ازای هر ر 


دد 7ء  )1(‏ = (,ع | ]) بیا بید. 


گر مشتق گ ۲ بگیرید. 2 
۰ 7 را فضای ضرب داخلی تمرین ۸ و ( دا عملگر مشتق گیری دوی 7 بگیرید. 
را پیا بید. 


٥‏ فرض کنید 7 فضای ماتریسهای ۸ < :7 برروی اعداد توا با داعلی 
(۳)۸] = (8 ,4) باشد. فرض کنبد ۶ ماتریس معکوس‌پذیرثابتی از ۲ 9 م7 
عملگری خطی دوی ۲ تعر یف شده توسط ۱4۴ ۳۳ = (4 )م7 باشظد. الحاقی مرا 
بیابید. 


۱ فرض کنید 7يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی و ٤‏ عملگرعطی خر رت وا نی‌دوی 
۲ باشد» بدین‌عنی که ع <۲/. ثا بت کنید ع حودالحاق است اگروتنها گر 
.EE = EE‏ 


۳ فرض کنید 1 يك فضای ضرب داخلی مختلط با بعد متناهی و 7 عملگری خطی‌روی 
7 باشد. ثابت کنید که 7 خودا لحاق است اگروتنها | گر به‌ازای هر» دد 7 (» |»7) 
حقیقی باشد. 


۳۸۸ فضاهای ضرب داخلی 


۸ عملگر های ,بکایی 

دراین بخش مفهوم یکر بختی بین دوفضای ضرب داخلی را مورد توجه e‏ ا گر 
۲ و ۲۲ فضاهایی بردادی باشند» يك یکر یختی از ۲ بروی 17 تبدیل‌عطی يك به‌یکی از 

۲ بروی 7 .یعنی» تناظری يك به يك بین عتاصر 7 و عناصر ۲۲ است که عملهای 1 
بر داری را هم حول می کند. اما يك فضای ضرب داعلی 4 ل آست از يك فضای بر داد ی 
ويك ضرب داخلی مشخص روی آن فضا. پس وقتی که 7 و 7[ فضاهای ضرب داخلی 
باشند» به‌چنان یکر یختی از 7 بروی 17 نیاز خواهیم داشت که نه‌تنها عملهای خحطی بلکه 
ضر بهای داخلی را نیز حفظ کند. یك یکریختی ازيك فضای ضرب داخلی بروی خسودش 
يك «عملگر یکانی» روی آن فضا نامیده می‌شرد. ما مثالهای گر نا گو نی از عماگ رها ی‌یکا نی 
را مورد رسید گی قر ار خواهیم داد وخواص بنیادی آنها را محقق خواهیم ساخحت. 


تعر بف. گیریم ۲د 7 دد فضاق ضرب داخلی برداق پك هيات و 7 تبدیلی خطی 
۱( ۲ دد 17۲ باشد. گویيم 7 ضر بهای داخلی را حفظ می‌کند هسرگاه بهاذای هر ي و هر 8 
دد ۰۲ (8 | ») = (۲0۱7). یك یکریختی اذ ۲ بردی 17 عبارت است از یك پکرپختی 
فضای بودادق هانند 7 ۱( ۲ پروی 7 که ضربیای داحلی را یر حفظ کند. 


| گر 7 ضر بهای داخلی را حفظ کند» آنگاه |لم|| = م7 || ولذا 7 لسزوماً نامنفرد 
است. پس يك یکر بختی از 7 بروی ۳ دا همچنین می توان به‌عنوان تبدیلی خحطی از ۲۷ 
بروی که ضر بهای داخلی. را نیز حفظ می کند» تعریف کرد. اگر 7 يك یکر یختی از ۲ 
بروی ۲ باشد. آنگاه 7۱ يك یکر یختی از ۳ بروی ۲ است؛ از این‌ر و وقتی که چنین 
"یی موجود باشد. به‌طور ساده حواهیم گفت که ۲۶ و ۲7 یکریخ<ت هستند. بدیهی ات که ۱ 
یکر یختی فضاهای ضرب داخلی» يك رابطة هم‌ار زی است. 


قضیلاً ۰ ۰٩‏ گیربم 7 7 ددفضاق ضرب داخلی با بعدمتناهی و با بعاد برا بربردوی 
يك هیأت باشند. اگر 7 تبدیلی خطی اذ 7 دد 17 باشده احکا) ذیل همارزند. 

(۱) 7 ضربهای داخلی دا حفظ می‌کند. 

(۲) 7 یك یکریختی (فضای غرب داخلی) است. 

(۳) 7 هرپاپةٌ منعامد پکه ا(7 دا بردی يك پا منهاعد پکه از 17 انتقال می‌دهد. 

(۴) 7 پاي متعامد پکه‌ای ۱( دا بردق یك پایة مشعامد یکه 17/۱ ۱ننقا ل‌می دهد. 

۱شبات. (۲) جک (۱). اکر 7 ضربهای داخلی را حفظ کند. آنگاه به‌ازای هري در 
۲ || |[7۵|. پس 7 نامتفرد است» دچون بعد (۲۷) = بعد ( ۰/۲7 می‌دانيم که 7 
يك یکر یختی فضای برداری است. 

(۳) جک (۲). قر ض کنیم 7 یك یکر یختی با شد. و ,۰۰.۰ ,») رايك پا يه 
متعامد یکه برای 7 می‌گيريم . چون 7 يك یکریختی فضای برداری است و 

بعد (۲) = بعد (7۲7)؛ نتیجه می‌شودکسه T„(‏ ,۰۰۰ 7{ پایه‌ای برای 17 اس . 


عملگرهای یکانی ۳۸۹ 


چون 7 ضر بهای داخلی دا نیز حفظ می کند ,ر8 < (به |ره) <(70,|14). 
)۴( چ (۳). این مرحله نیازی به توضیح ند ارد. 
(۱) ج (۴). فرض کنیم (به ,۰۰۰ ,) چنان پاي متعامد یکه‌ای برای 7باشد 
که Tay}‏ وء {Tas‏ نیز يك پا يه متعامد یکه برای 1۲ با شد. آیگاه 
بر ۵ = O)‏ | ره) = (Ta; ۱ Ta)‏ 
به‌از ای هر من °°° هه و B= yg a }F °°° FY,‏ در V‏ دادیم 


(«| 8) = eı, 
(Ta| T8)= (2, 9۸7 a, | 2.7 o) 


=2 2 7:7 a; | Tay) 


= رم‎ oi 
j= ۱ 

و لذا 7 حاصلضربهای داخلی را حفظ می کند. [] 

نتیجه. گیريم 7 و17 دد فضای ضرب داخلی با بعد متناهی برردی پك هبات باشند. 
دد ای مودت ۲ و7 پکرپختا ذد اگروتبها گر درا ۱جعاد را چو با شند. 

البات. اگر (یه ,۰۰۰ ,») يك پايۀ متعامد یکه برای 7د }8 ,۰۰۰ ,40 
يك پاي متعامد یکه برای ۳ باشد» فرض می کنیم 7 تبدیلی خطی از 7 در 17 باشد کسه 
با ر8 = ره 7 تعریف می‌شود. دداین صودت 7 يك یکر یختی از 7 بروی ۲7 است.1] 

مثال ۰۲۳ | گر 7 يك‌فضای‌ضرب‌داعلی بعد ی باشد[ نگاه‌هر پا یه متعامد یک مر تب 
B= 0, E A}‏ يك یکریختی از 4 بر دی F*‏ با ضر ب داعلی استانده» تعیین 
می کند. این یکریختی چیزی نیست جز تبد یل خطی 

۰( و ,)2 ( ,22,0 -1 ا سل T(a a‏ 
یکر یختی ظاهرا متفاوتی از ۲ بروی فضای ۴×۱ بسا OSTA‏ کو اق شرت 
داعلی هم وجود دارد که با 9 تعیین می‌شود. این یکر یختی عبادت است از 
[0] +¬ .0 

یعنی تبدیلی که دا به‌ما تریس مختصات آن درپایةٌ مرتب 9 می‌فرستد. به‌ازای هسرپاية 
مر تب ۰ اين يك یکر یختی فضای بر داری است؛ اماء این یکر یختی» يك یکریختی از دو 
فضای ضرب داخلی است اگروتنها | کرو متعامد یکه باشد. 


مثال ۳ در اینجا به‌یکر یختی پرما یه تسری می پر داز یم. گیریم ۲ فضای همه 


0 ۳ فغاهای ضرب داخلی 


ما تریسها بی ۳ ۳ چون 4 بررودی ۸ که مقارن کج هستند» یعنی 4 - = ام باشد. ۲۷ 
را به ضرب داخلی ('48) ۱۳ + =(8 | 4) مجهز می کنیم؛ + صرفاً بهمنظور راحتی 
گذاشته شده است. 7 را فضای ۲( با ضرب داخلی‌استانده می گیر یم. فرض کنیم 7تبدیلی 
خطی از ۲ در 17 تعریف شده تو سط 


* 7 رف‎ 
T (Zs 22 (= Ue 0 سب‎ 
سس‎ DO ۹ o 


r o ee‏ و 
B= Ye o ۸‏ 1 رل سب Ty o‏ =4 
~r 2۸ ۳‏ 9 3 = 


۱ داد یم‎ 
tr (A4B') = ar Fag Farry Fay Farry tFany 
= (ay Farry Faery): 


ن (a|8)= (Ta| T8)‏ و 7 يك یکر یختی فضای برداری است. تو جه کنید که اپا يه 
استا نده }€ ,€ > را بر وی با يه متعامد یکه متشکل از سه ما تریس 


o 0 o o ° ۱ o سب‎ 0 

o 0 سب‎ ١ o o 0 ً ۱ 0 0 

0 ۱ o ۱ب‎ o 0 0 o 0 
اتفال می‌دهد.‎ 


مثال #۴ تشر يح يك یکر یختی همشه بر حسب پا یه‌های متعامد یکه نمست که رات 
است.مثلا ۶ G => P*‏ راکه در آن ۴ ماتریس ۸ × «معکوس پذیر ی با درایه‌های مختلط 
است دد نظرمی‌گيريم. فرضکنيم ۲ فضای ماتریسهای ۲ مختلط با ضرب داخلی| 
× 6 7 < [۲|×] باشد. 7 دا همان فضای برداری ولی با ضرب داخلی استانده 
TET‏ می گیر یم. می‌دانیم که ۷و ۳ دوفضای ضرب داخلی یکر یخت هستند. 
به‌نظر می‌رسد که مناسبترین داه برای تشر یح يك یکر یختی بین ۲ و # طسریق زیر باشد: 





عملگرهای یکانی ۳۹۱ 


گیریم 7 تبدیلی حطی از 7 در 17 تعریف شده با ٥×‏ = (×)7 باشد. دداین‌صورت 
(TX |TY)=(PX| PY)‏ 
(PY)*(PX)‏ = 
Y*P*PX‏ = 
=Y*GX‏ 
۲ 22۷ 
از این روء 7 یك یکر یختی است. 


مثال ۰۳۵ گیریم 7 فضای همه توابع حقیقی پیوسته روی فاصلاً یک ۱ )1> ه 
با ضرب داخلی ۱ 


۲( () 7 1 ح<[ع | 7] 


باشد. ۳ دا همان فضای برداری ولی با ضرب داحلی 


ar‏ ۶۵۵۵ | -و۶۱) 
می گیریم. فرض کنیم 7 تبدیلی خی از ۷ در 17 باشد که با 
=f (0)‏ ۲()۵) 


داده می‌شود. دداین صورت [ع | ]= (ع ۲| [7) و لذا 7 ضربهای داخاسی را حفظ 
می کند؛ ولی 7 يك یکر بختی ار ۲ بروی 7 نېس جرا که برد 7 بر ابر تمام ۲۲ پیست۰ 
بدیهی است. این امر به این دلیل رخ می‌دهد که بعد فضای برداری زمینه متناهی نیست. 


یه . گیریم ۷ 7 دوفضای ضرب داخلی بررای يك هبات و 7 تبدیلی‌عطی 
اذ 7 دد 17 باشد. دراین صورت 7 ضربهای داخلی ۱ حفظ می‌کند اگر وئنیا اگو بهاژاق 
هر به دد ۲ ۰ || = | 

الباٽت. ۲ 7 ضر بهای داخلی را حفظ کند. «نرمها را نیز حفظ می کند». فسرض 
کنیم به ازای هر ۾ دد ۰۲ ||۵|| = || 7|| . در این صودت ۱۵/۴ = 7۲| . حال 
با استفاده از اتحاد قطبی مناسبی جون (۳-۸) 8 (۲-۸) و این واقعیت که T‏ حعطی است؛ 
به آسانی دیده می‌شود که به ازای هر 0 وهر 8 در ۰۳ (a|8)= (Ta|78)‏ 1۰ 





تعر یف. پك ملگر یکا نی روق بك فضای خرب دا خحلی۰ عباردتاست ۱( بك یکریخنی 
ازآف فضا پروی خودش . 


۲ فضاهای ضرب‌داخلی 


حاصل‌ضرب دوعملگر یکانی عملگری‌است یکانی ذیرا » اگر ل و پل یکانی باشند» 
آنگاه 0,17 معکوس پذ یراست و به‌از ای هر ۰۵ ||»|| = || | = ||», ۰00 همچنین 
معکوس یك عملگر یکانی عملگری است یکانی؛ ذیرا ||| = ||00| حا کی است که 
۱۸| = |۱۸ ت[خدد اینجا »= 8. چون‌عدلگردمانی به‌وضوح‌یک نی امت می پینم که 
مجمو عه همۀعملگر های یکانی دوی‌يك فضای‌ضرب‌داخلی تحت عمل تر کیب يك گر وه‌است. 

ا گر 7 يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی و U‏ عملگری حطی روی 7 باشد 
قضیۂ ۱0 حا کی است که ل یکانی است اسر و تنها اگر به ازای هر ۾ و 8 در ۲ 
(8|) = (8 7| 7)؛ باه ا گر وتها اگر به‌ازای یك (هر) پاي متعامدیکه(یه, ۰۰ ۰۰,»)* 
این درست باشد که } {Ua ۰۰ „Ua,‏ هم يك با يه «تعامد یکه است. 





قضیه ۰۱۳ گیربم 7 عملگری خطی ردی یك فضای ضرب داخلی 7 باشد.آ نگاه ل 
یکا نی است اگر وئییا اگر *7 ۰ الحاقی ل ۰ دجود داشنه باشد د[ = لل = *0 . 
اثبات. فر ض کنیم 0 یکانی باشد. دراین صورت 0 معکو س پذیر است وبه ادای 
هر 0 2 هر 8B‏ 
(Ua|8) = (UalUU ۱۵( = )6|0۳۱۵(۰‏ 
ازاین رو 0-۱ الحاقی زا است. 
بعکس» فرض کنیم *[) و جود داشته باشد و ]= 0*0 = *0(]. آنگاه [] «عکوس- 
پدیر است و *۳- 7-۱ 7[. لداءکافی است شان دهیم که U‏ ضر بهای داحلی را حفظمی کند 
به از ای همه ۾ ها و همة 6 ها داریم 
(a|U*U8)‏ = (۵ 00|0) 
)18|( = 
(a|8) 7‏ = 
مثال و۰۲ 0۳ را با ضرب داخلی ×*۲ = (2/۲) درنظر می گیریم. فرض کنیم 
4 ماتریسی ۸×۸ بردوی ٤‏ و ل عملگر خطی تعریت شده توسط ×4 = (×)0 باشد. 
آنگاه به ازای هر × وهر ۲ 
(UX|UY) =(AX|AY)=Y*A*AX.‏ 


اداین روء 7] یکانی است ا گر وتنها ا گر 7 < 4*4 . 
تعر یف" مافرپسی ۸ × :7 عختلط 4 یکا نی دا عیده ھی شود ۰ هرگاه 1 = 4 *4. 


قضی ۰1۳ ذرض‌کنبم 77 يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی د 7 عملگری خطی 
داي 7 باشد. دد این صودت 7] پکانی ۱ست اگر دتیما اگر مانربس 7] ددیلت (یا هر) پاب 


عملگرهای یکانی ۳٩۹۳‏ 


منعاهد پکه مرقب مافرپسیپکا نی با شد. 

اثبات. دراین مرحله از کاب این جندان قضیه‌ای نیست» و لی ما عمدتاً آن رابرای 
تا کید بیان می کنرم. ا گر (,۵, °° PB = (A.‏ پا همتا مد که مر تبی برای ۳ و 4 ما تریس 
U‏ سبت به 9 باشد؛ آنگاه 7 4*4 اگر وتتها اگر 7 = ۳*7 . اکنون نتيج از قضبةً 
۲ حاصل می‌شود 1۰] 


گیریم 4 ماتریسی ۸ × ۸ باشد.این عبادت که 4یکانی است. به‌طور ساده بدین‌معنی 
است که 


(AA); نحص‎ 0; 


۰ 


به‌ بیان دیگر» معنی آن این است کد ستو نهای 4 مجمو عة متعا مدیکه‌ای ازما تر یسهای‌ستو نی» 
نسبت به ضرب داخلی استانده ۲*2 = (۲| ٭) » تشکیل می دهند. چون 1= ۸4۳4 اگر 
وتنها! گر 4A4 -- 1I‏ می‌بينيم که 4 دقیقاً وقتی یکانی است که سطرهای 4 متضمن‌مجموعةً 
متعا مد یکه‌ای‌اذ 7 تاییه‌ایو اقع در ”° (باضرب دا خلی استا نده) باشند. لذ با به کار گیری 
ضر بهای داخحلی استانده » 4 یکا نی است ا گر و تنها ا کر سطر ها وستونهای 4 مجموعه‌های 
متعامد یکه باشند. دراینجا مثا لی ازقددت این قضیه‌حاکی از اینکه هرمعکوس یك‌طر فه يك 
ما تریس يك معکوس دوطر فه آن‌هم‌هست؛ به چشم می‌خحور د. همان‌طو ر که در با لا هم‌انجام 
دادیم» با به کار بستن این قضیه مثلا روی‌ماتریسهای حقیقی» نتیجۀ زیرعاید می‌شود. فرض 
کنیم يك آ رای مر بعی از اعداد حقیقی داشته باشیم به‌طو ر ی که مجم وع توانهای دوم 
درایه‌های هر سطر برابر ۱ » وسطرهای متمایز متعامد باشند. آنگاه مجمو ع توانهای‌دوم 
درایه‌های هرستون برابر ۱ است وستونهای متمایز هم متعامد هستند. ا گر بدون استفا دهاز 
هر گوله معلو ما تی در بار ماتر یسها» اثبات این مطلب را برای يك آرایة ۳ × ۳ بدو بسید» 
مسلماً تحت تأثیر قرار خواهید گر فت. 


تعر بف. يلك ها فرچسی ۸ × ۸ حقبقی پا حختلط 4 ۰ متعامد ناهیده سی شود ۰ هرگا هم 
<< ۸۸4 . 


ھر ما تریس معا مد حفیفی» یکا نی هم ھست؛ وهرما تریس یکا نی متعامد است ا گر و 
ها اکر همه درایه‌ها یش حقیقی با شند. 


مثال ۷ حال چند مثال ازما تریسهای یکا نی ومتعامد عر ضه می کنیم. 
(الف) ماتر یس [ec] DP‏ متعامد است اکر و تنها اکر ا = عویکانی است اکر 


۳۹۴ فضاهای ضرب‌داخلی 
وتنها اگر ۱ ٥=‏ » شرط دوم (به‌طود بدیهی) بدین معنی است که ۱ = | یا 9اع ع<م 
که در آن ۵ حفیقی است. 

(ب) فر ض كنم 


ط— d‏ 
اي - ]00-90 


بساد گی دید می شود که دترمینان هر ما تر یس متعا مد برابر ۱ + استتاه پس 4 متعام‌داست 
اگر و تنها ا گر 


=4 
b —a‏ 
که در آن ۱ = 0۲+ ام . این دوحالت به وسیلة مقدار 4 061 مشخص می شو ند. 
(پ) روابط معر وف بین توابع مثلثا تی شان می‌دهزد که ماتر یس 

6050 —sinû0 

9180 cos Û 
متعامد است. اگر 6 عددی حقیقی باشد. آنگاه 4 عبادت است ازما تریس عملگرخطی‎ 
دوران به اندارة زاو يه 0 3 در با یه مر تب استا نده ۲ج ه این بیان که 4 يك‌ما تر یس‎ » 0 
متعا مد حقیقی (و ارات رو یکانی) است» جز اینکه و عملگری یکا نی است معنایی ندارد‎ 
واین هم بدین معنی است که ضر بهای نقطه‌ای حفظ می شم ند.‎ 


(ت) فر ض کنیم 


آنگاه 4 یکانی است اگر وتنھا اگر 


عملگرهای یکانی ۵ ۳۲۹ 


CE ۱ d - 
و‎ 


۹ 


0 با 


اس 


قدرمطای دترمینان هر ما تریس یکانی بر ابر ۱ است و از این روعددی مختلط به صو رت 
8 به از ای عدد حقیقی 0 ۰ است. پس 4 یکانی استا گر وتتها اگر 
a b ۱ 9 a b‏ 


ِ ۱ سس ۱ ۳ رم 
7 ست ei‏ 0 ام اي _- 


که‌در آن ق عددی‌حقیقی است و ۾ و 6 اعدادی مختلط باشرط |= || +۲ | ۵| هستند. 


همان طور که قبلا هم ذکرشد» عملگرهایی یکانی روی یك فضای ضرب داخلی يكك 

گروه تشکیا ل می‌دهند. اذاین مطلب و قضيةً ۱۳ نيجه ھی شوو که میعمو عة )0 متشکل ار 

همه‌ما تر بسهای یک نی ۷ 11 رز يك گروه است. پس»معکو سيك ما تر یس یکا نی و حاصل‌ذرب 

دوماتر یس یکا نی ماتر یسی است یکا نی. البته این مطاب به‌ط و ر مستقیم هم به آسا نی دده 

می‌شود. ماتر یس 7 X‏ رای م-ادند 4 با درایه‌های مختاط یکاسی است اگر و تنها اگر 

١ - ۸‏ ہے بنابراین» ١‏ گر 4 یکانی باشد» دادیم *(471) = ا (*4) =4 =1 ۱(7 4). 
ار 4 و 8 دوما تریس یکا نی ۸ × ۸ باشند» اه 

(AB) 1= BA7 I= B*A* = (AB)* 


فر ایند گرام اشمیت در ٤”‏ نتیجه‌ای جالب برای ماتر یسها دار دکه متضمن گروه 
(۸) زا است. 


قضی ۰1۴ بهازای هر ماتریی 7 × 7 مختلط معکوس پذیر 8 ماتریی پایین شللی 

یکتاپی چون ۸ ۰ با درایه‌های عشت دوق فطر اصلی. دجود داردکه ۸18 پکا نی است. 

ابات. سارهای 8 ¢4 Bn < ٠4»‏ از 1 يك پا يه برای CC‏ تشعیل می دهند. گیریم 

0 ۰ ۰۰۰ 0,۰ بسردارهای حاصل‌اذ ,۰ 8.۰۰۰۰ با فسرایند گرام - اشمیت باشند. 

در این‌صورت. به‌اذای ۸> > ۱ ۰ ی ,۰۰۰ ,0 پایة متعامدی‌برای ذ یر فضای بدید 
آمده توسط (یق ,۰۰۰ ,,) است و 

)06 | (ره‎ 
,ره‎ < 0 -- 2, 3 ¢; ۰ 
j <k ۵ 


اداین‌رو؛ به‌ار ای هر م اسکا لرهای یکت جون ر € وجود دار ند که 
CyB; ۰‏ 2 - + = وه 
> 


گیریم ل ماتریسی یک نی ۴ سطر ها ی 


۶ فضاهای ضرب داخلی 


0 On 


hall  Ilaull 


و 7۲ ما تریس تعر يف شكه تو سط 








5 ۱ ۱ 
aE‏ ود سس 





۳ ۱ زر ۸۷ 
هر گاه  <‏ » 
|ابه|| 
هر گاه “j <k‏ 0 


باشد. در این‌صو رت M‏ بایین مثلثی أا ست“ به این معنی که درایه‌های بالای قار اصلی آنه 
هستند. درایه‌های ۸ از ۸ که روی قطر اصلی قرار دار ند همه مثبت هستند و 





0 n 
۱ = 2 ۸ بر‎ ۱ > 6 > ۰ 
امه‎ i= 
مسلما این -اویها حیزی جز‎ 
0 < MB 
را بیان نمی‌کنند. برای اثبات یکتایی ۸۸ ۰ فرض کنیم () 77 مجموعة هم ما تریسهای‎ 
پا یین مثلثی ۸ × 7۱ مختلط با ددایه‌های مثبت دوی قطر اصلی را نشان دهد. فرض کنیم‎ 
و 1 عناصری از (۸) "7 باشند که به‌ازای ۲ ,۱ = ۰ ۸۲۱8 دد ()[) قر اد داشته‎ M 
باشد. در این‌صورت چون (۸) 0ا يك گروه است‎ 
(M,(B)(M,B) ۲ << ۲۱ 
نیز تحت‎ T*(n) نیز دد )0 قر اد می گیر د. ازطرف دیگرء هر چند کل" آشکار نیست»‎ 
ضرب ما تر یسی يك گر وه است. دراهی بر ای‌دیدن این مطلب. در نظر کر فتن خحواص هندسی‎ 
تبدیلهای حطی‎ 
بر‎ MX, (T*(n) دد‎ M) 

روی فضای ما تر سهای ستو نی است. یس 1/۱ ۰ (MMT) ۲ ٤ MM,‏ همه در 
(۸) * 7 قرار دارند.اماچون 2/۱۸۷۱ دد ()7 است ۱۸۸/۲۱۳ < ۱ .(M( M7)‏ 
ترانهاده یا ترانهادة مز دوج هرما تریس پایین مثلشی» يك‌ما تریس بالا مثلثی است. بنا بر این 
MM,‏ هم بالا مثلڈٰی وهم پا یین مثلثی است» یعنی قطر ی است. يك ما تر یس قطری یکا نی 
" است اگر وتنها اگر قدره‌طلق هريك‌از درایه‌های دوی قطر اصلی‌آن مساوی ۱ باشد؛ ا گر 
درایه‌های قطری همه مشت با شند» با ید بر ابر ۱ باشند. از این روء <- ۸/۱/۲۱ و 
پ ۸ <- , ۸۲ ۰ 1 


فرض کنیم GL(n)‏ مجموعهٌ همه ما تر یسهای ۸ < بر مختلط معک رس بذ بر راشان‌دهد. 


عملگرهای یکا نی ۳۹۷ 


آنگاه GL(n)‏ نیز تحت ضرب مأ تریسی يك کر وه است. این کروه را گروه خطی ععومی 
می‌نامیم. فضيةً ۴ با نت مجة ذیل هم ار د است. 


زنیجه. به‌ا(ای هر 8 دد (67.)7 مافربسای یکناپی چون ۷ د ] دوجود دارند که 

۱ دد (7)7) است. و‎ U و‎ T (n) دد‎ N 
۱ < ۷ 

اخبات. بنا بر قضیه ما تر یس یکتایی چون ۸۲ دد (۸) 7 وجود دارد که 18 در 
(و)[] است. فرض کنیم ا = ]۸ و ۸۲۲۱ = ۰۷ دداین‌صودت» ۷ دد (7*)7 است و 
.B=N.U‏ از طرف دیگر» اگر دوماتر یس × و ل داده شده با شند به‌طوری که N‏ در 
() +7 د1 دد (م)باشد ول . ۷ = 1,8 نگاه 718 N‏ دد( 0)7 قرادوارد و۸۱ همان 
ما تریس یکتای ۶ است که قضیه مشخص می کند؛ علاوه‌بر این 0 لزوماً همان NB‏ 


است. Û0‏ 
مثال ۰۳۸ گیر یم 2 2 2۲ اعسدادی حقیفی باشند که ۱ ح وو 4 ور و و ۰ 
فر ض کنیم ۱ 
U21 9‏ 3 
o ۱ 0‏ | << ] 
۱ 0 ° 


پا به‌کاد بستن فر ایند گرام س. اشمیت برسظرهای ‏ بردارهای 
a = (Ly, Fy, °)‏ 
(ه LA‏ 2(2 سب (o, 1, o)‏ = 0۷ 
Py, LA (‏ =( = 
a= (o, o, ۱)‏ 


حاصل می‌شوند. [] را ماتریسی باسطر های ,»۰ (,0/2)» د په می گیریم. دداین‌صودت 


€ یکا نی است و 
o‏ 0 ۱ 
9 2 .تا 6 1 4 
۱ ۱ 2 
٥ o‏ ° سس ایح ] ه 0 ۶ -- ]<< ] 
3 2 ۱ ۲ 
o ۱‏ 0 ۱ 0 0 


۸ ۳ فضاهای ضرب داخلی 


حال با ضرب در معکو س ما تریس 


o 0‏ ۱ 
۱ 3 
o‏ س — سب ]<< M‏ 
3 3 
o 0 ۱‏ 
درمی يا برم که 

21 Dw o ۱ O. 0 N 0 0 
0 ۱ ه‎ | -< | 2 27۹ o سب‎ 0 0 0 
° 0 ۱ 0 0 ۱ 0 0 ۱ 


اکنون باختصار تغییر مختصات دريك‌فضای ضرب داخلی دا بردسی می کنیم. فرض 
کنیم يك فضایضر ب داخلی با یمدمتناهیو (یبم, ۰ ۰ ۰ ,,») = 9و( ۰۰۰۵ 0) = 9 
دوپایة متعامد یک مر تب برای 7 باشند. ما تریس ۸ × م (لسزوماً معکوس‌پذیر) یکتایسی 
چون / وجود دار د که به ازای هر ې در ۲ 


[al g’ > P (alg: 


اگر 7 یکتا عملگر خطی روی ۲ تعریف شده توسط ,ا = رہل باشده آنگاه ط عبارت 
است از ماتریس ل درپاية مر تب 8: 


«x 
| میت‎ 
لیر 2 = له‎ 
۱ 


چون ۶ و 9 دو پايةٌ متعامدیکه هستندء ن عملگری یکانی و ۲ ماتریسی یکانی است. اگر 7 
عملگر حطی داخواهی روی 7 باشد؛ آنگاه 


T1, = PT] g P = PT Ig P- 


تعر بف. گیریم 4 د 8 دومافریی ۸ × ۸ مخخلط باشند. گوپ B‏ هم‌ارز یکا نی با 4 
است. هرگاهما تویی پکا نی ۸ × ری مانند طر وجودداشنه باشد به‌طودی‌که ۶۱4 = و. 
گویبم B‏ «مارزمتعامد ی 4 است » ھگ ۰ ما تریس معا عد > ات ها ندد ۶ دوجود داشنه 


باشد به طوری که ۲۱۸4 = 8. 


با این تعر یف آ نچه را که در با لا مشاهده کر دیم می توا نیم به شرح ذیل بیان کنیم : 
اگر و 7 دو پا یه متعامد یکه مر تب برای ۲ باشند آنگاه به ازای هر عملگر حطی 7 


عملگرهای یکانی ۳۹۹ 


روی ۲ ماترریس ې [7] هم‌ارز یکانی با ما تریس ې [7] است. درحالتی که 7 يك فضای 
ضر ب داخلی حفیئی باشد» این ما تر یسها ¢ با و اسطه یك ما تر یس معا مد حقیفی» هم ارز 
متعامد هستند. 


۱ ماتریسی یکانی بيا بيد که متعامد نباشد» وماتر یس متعامدی بیابید که یکانی نباشد, 


۲ فرض کنید ۲ فضای ماتریسهای ×۸ مختلط با ضرب داخلی B) = tr(4B*)‏ |4( 
باشد. به ازای هر ۸2 در ۰۲ 7 را عملگری خحطی بگیرید که با 14 = (4) 7 
تعر یف می‌شود. شان دهید که ہو یکا نی است اکر و تنها اگر 4 ما تر یسی یکانی 
با شد. 


۳. فر ض کنید ۲ مجموعه اعداد مختلط باشد که به عنوان يك فضای بردادی حفیقی در نظر 

گر فته شده است. 

(الف) نشان دهید (6)0 = (8 | ») ضر بی داخلی دوی ۲ تعریت می کند. 

(ب) یك یکریختی (فضای ضرب داعلی) از ۷ بروی ۸۲ با ضرب داخلی استانده 
عر ضه کنید. ۱ 

(پ) به اذای هرل دد ۲ ۰ ,1 را عملگر حطی‌روی ۲ تعریف شده با ۾ < ,2۸۵ 
بگیر بد ونشان دهید 107 = *(,11) 

(ت) به از ای کدام اعداد مختاط مانند ۰ ما تریس ۷ خودا لاحاق است؟ 

(ث) به از ای کدام ۷ ۰ ماتریس ,۸۶ یکا نی است؟ 

(ج) به ازای کدام ۷ » ماتر یس ,2 مثبت است؟ 

(ع) (,21) det‏ چیست؟ 

(ح) ماتریس ,1 دا ددپاية (۱,۶) به دست آورید. 

(خ) اگر 7 عملگری خطی روی 7 باشد» شرایطی لازم و کافی برای 7 با بید کسه 
به ادای ۷ یی مساوی ,۸ باشد. 


۴ فرض کنید 7 فضای ۸ باضرب داخلی استانده باشد. اگر ل عملکری یک نی روی ۲۷ 
باشد» نشان دهیدما تریس 0 در پايةٌ مر تب‌استانده به ازای 0 بی‌حقیفی» ۰>0>۲7. 
یکی از دوما تریس زیر است: ۱ 

—sinê cos sin @‏ قووم 


4 
sin cos Û sin —cosê 


۴۵ فضاهای‌ضرب داخلی 


۾Uş‏ را عه لگر حطی متناظر به او لین ماتر یس بعنی و [0 را دوران بها ازۀ ز اویه ۵ بگیر ید. 
حال حود را متا عد کنید که هر عملگر یکانی روی 7 يایك دوران است یا یك انعکاس حول 
محور ٤‏ و به دنبا لش يك‌دوران. 

(الف) ه لآ لا چیست؟ 

(ب) شان دهید که و لا هلا ۱ 

(پ) فر ض کنید ت يك عدد حقیقی ثابت و ي و ») سب و پاية متعامد یکكحاصل 
از دودان (6 و ) به اندازۀ زاویه 2 باشد یعنی ,عم ل در . اگر 0 عدد حقیقی 
دیکری باشد» ما تر یس و ل درپاية مر تب 8 جیست؟ : 


۵ فرض کنبد 7 فضای ۸۳ با ضرب داخلی استانده باشد. فرض کنید 7 صفحهةٌ یدید آمده 
توسط (۱ ,۱ ,۱) =4 و (۲--,۱,۱) < 8 باشد. [] را عملگری خطی بگیرید که 
به‌طور هندسی, به‌صورت زیر تعر یف می‌شود: ل دوران به اندازۀ زاویةٌ 6 حول حط 
میم مار ازمبداً است که بر ۲7 عمود است. عملا" دو دوران‌ازاين نوع وجوددارد. 
یکی را انتخاب کنید وما تریس ل را در پايةٌ مر تب استانده بیا بید. (یکی ازراههایی‌را 
که می توان در پیش گرفت این است. » و به یی راکه پاي متعامدیکه‌ای برای 1۳۲ 
تشکیل می دهند بيا بید. ې دا برداری باثرم ۱ بگیر ید که بر 17 عمود باشد. ماتر یس 
ا در پايةً (مه و په د ,6) دا بیابید. يك تغییر پایه انجام دهید.) 


2۳ ۳ 1 1 
۶ فر ض کنید 7 يك فضای ضرب داخحلى با بعد متناهی‌و 7 زیرفضایی از ۳باشد. دراین . 

صورت 61۷1 ۷= ۲؛ یعنی» هر » در 7 به طور یکتا به صورت ۷ +8 = بسا 
6 در ۳ وب دد * 17 . قابل بیان است. حال عملگری خحطی چون ]داطبق 
6-۷ << :0 آعر یف کنید. 

(الف) ثابت كنيد ل هم خود الحاق است و هم یکانی. 

(ب) اگر 7 فضای ۳ با ضرب داخلی استانده و 17 زیرفضای پدیدآمده ترسط 
(۱,ه,۱) باشد» ماتریس 0 را درپايةٌ مر تب استانده بیا بید. 


۷ فرض کنید 7 يك فضای ضرب داخلی مختلط و 7 عملگر خحطی خودالحافی دوی 7 
باشد. نشان دهید ۱ 
(الف) به اذای هر » دد ۰۲ 370 »|| = |70 یم|| 
(ب) 64:76 = 041-70 !گر وتنها اگر 0 دی . . 
(ب) 7+ ] نامنفرد است. 
(ت) 7 - ] نامنفرد است. 
(ث) حال فرض کنید 7 با بعد متناهی باشد. ثا بت کنید 


U = )1-:7()7-41-:7( ۱ 


عملگرهای يكاني ۰۱ ۴ 


عملگری یکا نی است؛ ‏ را مبدل کیلی برای 7 می نامیم. به معنای خلصی. () f‏ = لو 


لک 


۸ 


۱ 0 


١ 


1۳ 


اگر 0 عددی حقیقی باشد ٹا بت کنید ماتریسهای ذیل به‌طود یکا نی هم ارز ند. 


6090 0 94 9 
و‎ 
sin | cos 0 0 سم‎ 0 


, فرض کنید 7 يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی» 7 عملگر خطی مثبتی روی ۲ و 


۴ ضرب داخلی روی 7 تعر یف شده با (0 | »7) = (0,80)مم باشد. فرض کنید ل 
عملگری خطی دوی ۷ و *[] الحاقی آن نسبت به (|) باشد. ثا بت کنید که ا نسبت‌به 
ضرب داخلی ہم یکانی است اگر وتنها اگر 0۳*71 7 . 


. فرض کنید 7 يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی باشد. به ازای هر ي و 8 در 
۷و دا عملگر خطی دوی 7 تعریف شده با »(8 | ۷) = ((۷)م ۾ 7 بگیر ید 
وشان دهید: 

(الف)ی 17 < 6" 1 

(ب) (۵|8) = (م , ۰1۳07 

(چ) وراری,» 7= ورب لو 1. 

(ت) تحت چه شرایطی و , 7 خودالحاق است؟ 


فرض کنید 7 يك فضای ضرب داخلی ۰ بعدی بر روی هیأت جر و (7)۳۲,۲ فضای 
عملگرهای حطی روی ۲ باشد. نشان دهید یك ضرب‌داخلی یکتا روی (7,)۲,۲ با 
این خاصیت وجود دارد که به ادای هر » و 8 در ۰۲ ۱۱۵|/۴(۱۵|(۲ = |ام ۳7| . 
(م.» 7 عملگر تعرین شده در تمرین ۱۰ است.) یك یکریختی بین (7.)۳,۲ با این 
ضر ب د اخا وفضای‌ما تر یسهای ۸" ×۸ برروی ۴ باضرب‌داخلی (*۳)۸4] = (8 ۸4) 


e e 


. فرض کنید 7 يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی باشد. در تمرین ۶ نشان دادیم 
که عملگرها یی حطی ړوی 7 که هم خودا لحاق وهم یکا نی باشند چگو سه ساخته 
می‌شوند. حال ا بت کنید که عملکر دیگری ازاين نوع وجود ندارده یعنی ٹا بت کنید 
که هرعملکر یکا نی خودالحاق» اززیر فضایی چون 1۲ طبسق آنچه که در تمرین ۶ 
تشریح شد ناشی می‌شود. 


فرض کنید ۷ و 7 دوفضای‌ضرب داخلی بابعد متناهی وبا ابعاد مساوی باشند. فرض 
کنید ل یك یکریختی از ۷ بروی 17 باشد. نشان دهید: 


۷۲ فضاهای ضرب داخلی 


(الف) نگاشت 07707۱ + 7 یك یکریختی از فضای بردادی (۲ ,1)7 بروی 
فضای بردادی (۲۷ ,1)7 است. 

(ب) به‌ازای هر 7 دد )7 ,۰/۲۷ )7( .tr (UTU)= tr‏ 

(پ) ون ,من7< ۱ لام 1۳7( وم 7 ددتمرین ۱۰ تعریف شده است). 

` .)0707۱(۳ = UT" U `` (ت)‎ 

(ث) اگر (۲ ,70۳۲ دا به‌ضرب داخلی "( )7 7) ا = (7,۱7۷) مجهز وبه‌همین 
نحو درمودد (17 ,1)7 عمل کنیم» آنگاه 0717۱ ج 7 یك یکریختی فضاهای 
ضرب داخحلی خواهد بود. 


۴ گر 7 يك فضای ضرب داخلی باشد يك حر کت صلب عبارت است ازتابعی چون 7 
(نه لزوماً خطی) از 7 در » به‌طوری که به‌اذای هر ۾ و 8 در ۲ 
۰ — | = |0۱ 77| 
هر عملگر یکا نی خحطی مثا لی از حر کت صلب است. مثا ی دیگر»انتقال بها ندازه يك 
بردار ثابت ۷ است: 
۷ << (0) 7 

(الف) فرض کنید 7 فضای "۸ باضرب داخلی استانده باشد. فرض کنید 7ح ر کتی 
صلب از 7 باشد» و نیز .T(o)=o‏ ا بت کنید 7خحطی وعملگری یکا نی است. 

(ب) نتیجةً قسمت (الف ) را به‌کار گیرید و ثابت کنید که هرحرکت صلب از 7۲۲ 
تر کیبی است ازيك انتقال و به‌دنبال آن عملگری یکانی. 

(ب) اکنون نشان دهید که هرحر کت صلب از ۸ یا انتقالی است که يك دوران 
به‌دنبال آن می آید یا انتقا لی است که به‌ذنبا لش يك انعکاس وسپس يك دو ران‌میآ ید. 


۵ يك عملکریکانی دوی ۸۴ (باضرب داخلی استانده) به‌طور ساده عملگری خطی است 

که فرم درجه دوم 

|) ,و‎ 2, lls aya 
«Rf است که به ازای هر ۵ در‎ U را حفظ می کند» یعاعی عملگری حطی جصون‎ 
دربخش معینی از نظریة نسبیت یافتن عملگر خطی 7 که فرم‎ || »||' = ||0||۲ 

۲ کرو آوو — او (u, yı 2, ۶(|| i‏ 
را حفظ کند» موردنظر است. || || منتج‌ازضربی داخلی نیست» بلکه از چیزی‌به‌نام 
«متر یك لور نتس '» ( که وارد بحث آن نمی‌شویم) ناشی می‌شود. بدین‌دلیل عملگری 
حطی چون 7 روی۴ که به‌ازای هري ددم [||»|| = ]|| 7||ء يك تبدیل لور نتس 
نامیده می‌شود. 

(الف) نشان دهید تابع که با 


1. Lorentz 





عملگرهای برمال ۷۰۳ 


۶ 1-۶ ۷-2 


72, ۷۱ 2, ( < 
وت‎ tg 


تعر یف می‌شود يك یکر یختی از ۴ بروی فضای بردادی حقیقی 7 متشکل از همه 
ماتریسهای مختلط ۲ × ۲ خودالحاق است. 

(ب) نشان دهید (مت) 861 | 

(ب) فرض كنيد 7 يك عملگر حطی (حقیقی) روی فضای 77 متشکل از ماتریسهای 
خودالحاق ۲ × ۲ باشد. شان دهید ۱717 ]<< ر] عملکُری خطی روی ۸۴ است. 

(ت) گیریم ۸۸ يك ما تریس مختلط ۷ < ۲ باشد. نشان دهید که ۸426 2۸۳ = (4 )بر 7 
عملگری حطی چرن پم 7 دوی 7] تعریف می کند. (حتماً بردسی کنید که بر 77 را 
در 7 می‌نکار د.) 

(ث) ار 2۸ مانریسی ۲۲۲ بساشد با ۱< | ۸ det‏ 1 نشان دهید که 
ل ۱7 7 = ور یك تبدیل لودنتس دوی ۸۴ است. 

(ج) يك تبدیل لورنتس بیابید که ب‌صودت ہر[ نباشد. 


۸ عملگر های نرمال 
هدف اصلی دراین بخش حل مسئلةٌ زیر است. اگر 7 عملگری خطی روی يك فضای‌ضرب 
داخحلی با بعد متناهی ۲ باشد» تحت چه شر ایطی ۲ دارای یك پایۂ متعامد يکة متشکل از 
بردارهای سرشت‌نمای 7است؟ به بیان دیکر» جەوقت يك پا يه ملعاهد که 8 برای 7وجود 
دارد که ماتریس 7 درپاية 9 قطر ی با شد؟ 

کار خود را با استخراج چند شرط لازم دوی 7 که بعداً نشان خواهیم داد این 
شرایط کافی نیزهستند: آغاز می کنیم. فر ض کنیم (یه ,۰۰۰ ,90 پايةً متعامد یکه‌ای 
برای 7 با نعاصیت 


)۱۶-۸( و ۰ ,اعد مرهره  Tag‏ 


باشد. این شرط صرفاً بیان می کند که ما تریس 7 در پايةٌ مرتب @ ماتریسی قطری با 
درایه‌های قطر ی 0۰۰۰ م است. عملگر الحاقی ۷ در همین پاي مر تب تو سط ما تریس 
تر انها دة مزد و ج»؛ یعنی ما تر یس قطر ی با درایه‌های‌قطری TC, °C‏ نمایش داده می شو د. 
| گر 7 بك فضای‌ضرب داخلی حقیقی باشد» اسکا لرهای ,6» ۰۰۰۰ ,6 (مسلماً) حقیقی هستند» 
و ار این‌رو باید داشته باشیم ۳ = 7. به‌بیان دیکره اگر 7 يك فضای ضر ب دا علی حفیفی 
با بعد متناهی باشد و 7 هم عملگری خط ی که برایش یك پاي متعامد یکه از بردادهای 
سرشت‌نما وجود دارد» آنگاه 7 باید خودالحاق باشد . اگر 7 يك فضای ضرب داخلی 
مختلط با شد لزومی ند ار د که اسکا لرهای 6۱ 6۰۰۰ حقیفی باشند» یعنی لازم يست که 
7 خودالحاق باشد. ولی توجه کنید که 7 باید در 


۴ فضاهای ضرب داخلی 


)۱۷-۸( اج 37 
صدق کند. زیراء هردو ما تریس قطری با هم جا بجا می‌شوند وچون 7 و *7 ددپایهمر تب 
7 هر دو توسطماتریسهای قطر ی نما یش داده می‌شو ند (۱۷-۸) بر قر ار است. اینو اقعیت» 
تیا ال است که درحالت مختلط هم این شرط برای ایجاب وجود يك پاي متعامدیکه 
از بردادهای سرشت‌نماکافی است. 

تعریف. گپرپم 7 يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی و 7 عملگری خطی دق 
7۲ باشد. گوپیم 7 نرمال است. هرگاه با الحافبش جاپچا شود پعنی 777 = "7 7. 

هر عملگر خودا لحاق رمال است» همان‌طور که هرعملگر یکا نی هسم نرمال است. 
هرمضر ب اسکا ری هلک ترمال عملگری است نرمال. اما مجموع و حاصل‌ضرب 


عملگرهای نرمال» درحالت عمومی نرمال نیستند. گر چه به هيچ و جه لازم نیست؛ ولی ما 
مطا لعة در بارة عملگرهای نرمال دا با بردسی عملگرهای حودا لحاق آغاز می کنیم. 


قضیة ۰۱۵ گیریم 7 يك فضای ضرب داخلی د 7 عملگر عطی خودالحاق ددق ۲ 
باشد. دد اپ صورت هسرهقدار سرشت ثمای 7 حقبفی است د پردادهای سرش نساق 1 
وا پسنه به‌عقادپر سرشت نما ملماپز» عنعاعد هسنند. 
اثات. فر ض کنیم يك مقدار سرشت‌نمای 7 باشد یعنی» به‌ازای بردادغیررصفری 
چون ,۰0 60 = 0 7. در این صودت : 
(ca | a)‏ < (ه |0)» 
(Ta|«)‏ = 
a)‏ |4( = 
(۵ء |( = 
=z(a|a) ۰‏ 
چون 2-۰( | »)» باید داشته باشیم ع <ن. همچنین فرض کنیم داشته باشیم 48 = 8 7 
با ٥عچ8.‏ آنگاه 
c(a|8)=(Ta| 8)‏ 
)78 |«( = 
)48 |«( = 
(0[6) 2 < 
d(a |8):‏ = 
| گر دی آنگاه ه = (8 | »). 0 


عملگرهای نرمال ۵ ه ۲ 


با یدحا طر نشان کنیم که قضبهة ۵ ١‏ :عللبی دریارة ژر جود مقا د یر سر شت نما و با بردادهای 
سر شت تما بیان نمی کند. 


قضی ۰۱۶ روی بلك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی عبت هرعملگر خودالعحاف 
دادای هك برداد سرشت نماي (غیرصف) است. 

اثبات. گیریم 7 يك فضای ضرب داخلی با بعد ۰۰ << بر ر7 عملگر خودالحاقی 
روی 7 باشد. پایةٌ متعامد یکه‌ای چون 8 برای ۷ انتخاب وفسرض می کنیم[7] = 4. 
چون *7 = 7 دادیم "4 =4 . حال گیر یم 7 فضای ماتریسهای ۱ × م دوی 0 باضرب 
داحلی × ۰ (2۲۱۲) باشد. دداین صودت ×4 = (0)26 عملگر خحطی خر دا لحاق ل 
روی 17 راتعریف می کند. جندجمله‌ای سرشت نها (۸ -- 22) ۰061 يك جند جمله ای‌در جةً 
بردوی اعداد مختلط اسی؛ و هر جند جمله‌ای بر دوی € از درجۀ مثبت يك ريشه دارد. 
پس تدد مختلطی چون ع دجود دارد که ه =(4 - آن) 1 . این بذان معنی است که 
ce]‏ -—4 منفرد است بااینکه ۲ غیرصفری وجرد دار وکسه =e‏ ۰.۸ صون عملگر U‏ 
(ضرب در ) خودالحاق است» از قضیهٌ ۱۵ نتیجه می شود که ع حقیقی است. اگر ايك 
فضای برداری حقیقی باشد. می‌توانیم × را طوری انتخاب کنیم که ددایه‌هایش حقیقی 
باشند. زیرا دد آن صورت 4 و 4-67 دادای درایه‌های حقیقی هستند و چون [ع =4 
منفرد است» دستگاه ه = 2(]ه ۸۸ ) يك جواب حقیقی غیرصفر 2۲ دادد. نتیجه‌اینکه 
پرداد غیرصفری چون ۾ در ۷ وجود داددکه »= ۰70 [۲ 


جند کته ددمورد اثبات وجود دار دکه بهتر است به‌ذ کر آ نها پر داعته شود. 

(۱) اثبات وجود × غبرصفری که × = ۸4 ربطی به‌این واقعیت که 4 هرمیتی 
(خودا لحاق) است ندارد. این‌اثات شان می‌دهد که هرعملگر حطی روی يك‌فضای بردادی 
ململ با بعد متناهی» داد ای برردادری سر شت تماست. درمورد يك فضای ضرب داحلی 
حقیقی» ازخاصیت خود الحاقی 4 قویاً استفاده می‌شود تا به‌ما بفهماند که مقادیر سرشت۔ 
نمای 4 حققی هستند و اذاین‌دو می تو انیم ۲ مناسبی با درایه‌های حقیقی بيا پیم . 

)+( استدلال نشان می دهد که جندجمله‌ای سرشت‌نمای هرما تر یس خودالحاق» 
علیر غم اینکه درایه‌های این ما تر یس ممکن اس ت حقرقی نباشند» ضر ایب حقیقی دارد. 

(۳) این‌فر ض که با بعد متناهی است برای اثبات قضية لازم است؛ يك‌عملگر خود- 
الحاق روی یك فضای ضرب داخلی با بعد نامتناهی ممکن است حتی یك مقدارسرشت نما 
هم نداشته باشد. 


مثال ,۲۵. . گیریم 7 فضای برداری توابع مختلط ( ب یا حقیفی) بيو سته روی فاصلة 
یکه ۱ > (ÎS‏ 0 :| ضرب داخلی 


FOES ar‏ | = (و|۶) 


۶ه ۴ فضاهای ضرب داخلی 


با شد. عملکر (رضر ب تو سط TSG) “f‏ حودالحاق میج فرض می کنیم 
ات ره وان زیت 
۱>>ه ,ه < ()[(6--) 


واذاین‌ری به‌از ای سل ز» ° (/) زر چون ‏ بیوسته است» ه = . پس» 7 هیچ مقدار 
(بردار) سرشت نما ندارد. 


قضی؟ ۰۱۷ گپریم 7 پك فضای خرب داخلی با بەد منناهی 7 عملگٌسرق خطی 
دوی 7 باشد. فرش کم 17 زپرفضاپی 17۱ باشدکه فحت 7 پاپاست. دداپن صورت‌عکمل 
منعامد 17 فحت ”7 هم‌پایاست. 

ابات. بادآوری می کنیم این واقعیت که 7 تحت 7 پایاست بدین معنی نیست که 
هر بر داد 17 توسط 7 ثابت نگهداشته می‌شود؛ بلکه بدین‌معنی است که ا گر ۾ در 7باشده 
آنگاه 0 نیز در 7 قراددادد. 6 دا دد ۲۷ می گیر یم . بايد نشان دهیم که 7*0 در 
7 قراردارد» یعنی باید نشان دهیم که به‌ازای هره دد ۰۲۷ ۰ =(8 7 |»). اگر ۾ در 
7 باشےد 6 Tali‏ ھم در ۳ قرار دارد و ازاین رو = )86 ۱ (Ta‏ نون 


02 ۰70۰| ۵( < («| 7*8) 


ی ۸ ۱. گیربم ۲ يك فضای مسرب داخلی با جود مثناهي د 7 عملکسر خحطی 
خودالحافی ردق 7 باشد. دراپن صورت پای‌منعامد پکه‌ای براق 7 دجود دادد که‌هرپردا( 
۹ پلث پرداد سرشت تمایق 7 است. 


الباٽ. فر ض کنیم 0 حر رول (7). بنا بر قضية ۶ T‏ دارای بردار سرشت‌نمایی 
چون » است. برداد || » || /» = » دا در نظرمی گیریم و دراین صورت » یك بردار 
سر شت ‌نمای 7 است که ۱ = .گر ۱ = بعد (7))» کار تمام است. اکنون به‌استقر | 
رزوی رول ۳ پیش می‌ دو یم . فرض کنیم قضصیه برای فضاهای صرب داعلی پا أ بعاد کمتر ار 
بعد )7( درست باشد. 17 را ر یر فضای یك بعدی یدید آمده تو سط پرداد 0 می گیریم. 
این حکم که 0 يك بردار سر شت نمای 7 است» بهطر رسا ده بد ین معنی است که 7 تحت 
7 پایاست. بنا بر قضيهٌ ۱۷.مکمل متعامد 1 تحت 7= 7 پایاست. حال ۲۳ باضرب 
داخلی ۳۲ يك فضای ضرب داخحلی است که بعدش یکی کمتر از بعد ۲ است. 7] را عملکر 
خطی الما شده توسط 7 روی +۲7 یمنی تحدید 7 به +17 می گیریم. آنگاه U‏ خودالحاق 
است» و بنا بر فرض استقرأء د py‏ پا يه متعا مد یکه‌ای جون ,0 پء ,40۷ متشکل از 
بردارهای سرشت‌نمای ل دادد. حال هريك از این بردارها یسك بردار سرشت‌نمای 7 
f‏ شست وجون 7ج = 7 سیجه می گیر یم که an}‏ ۰۰ ,0 پا يه مطلوب بر ای 
۳ است. [] 





نتیجه. ذرض کنیم 4 يك ماتربی هرعبتی (خودالحاقی) ۶ < 7 باشد. دراپن صورت 


عملگرهای فرمال ۰۷ ۳ 


ماقریسی پکا نی چون ۶ وجود دارد که ۶۱4/۲ فطری است (4 همادذ یک نی پا ماترپسی 
قطری است). اگر 4 يك ماٹریی منفادن حقیفی باشد. بك مائریس منعاعد حقبقی چون 
۶ دوجود داردکه ۲۱2۳ فطرق است. 

اثبات. گیر یم 7 فضای ۳*۱ با ضرب داخلی استانده و 7 عملگری خیلی دوی 
7 باشد که در پاي مرتب استانده توسط 4 نمایش داده می‌شود. چون "4 =4 دادیم 
7= 7. فر ضکنیم (به ,۰۰۰ ,0) < 9 پاي متعامد یکۀ مرتبی برای 7 باش د که 
رل ره = ره 1 ۵ ,۰۰۰ ,۱< [. DTS‏ آنگاه ‏ ماتریسی قطری با درایه‌های 
قطری 6 ۰ است. ۲ را ما تر یسی با پردادهای ستونی 0 ۰ ٩‏ می گيريم. 
دراین صودت ۳۱۸ = ر]. 

درحالتی که همه درایه‌های 4 حقیقی باشند. می‌توان 7را فضای ”۸ با ضرب‌داخلی 
استا نده گر فت واستدلال را تکرار کرد. دراي ین حالت» طما تر یسی یکا نی با درایه‌های‌حقیقی» 

نی يك ما تر یس متعامد حقیقی خو اهد بود. [] 


از ترکیب قضیةٌ ۱۸ با نکاتی که درابتدای این بخش ذکر شد نتیجۀ ذیل حاصل 
می‌شو د: ار 7 يك فضای ضرب داخعلی حقی‌ی با بعد متناهی و 7 عملگری حطی روی ۲ 
باشد آنگاه ۲ یك پایةٌ متعامد یکه از بردارهای سرشت‌نمای 7 دارد گر وتنها اگر ۸4 
حو دا لحاق با شد . به‌بیا نی هم ارز» اگر 4 ماتریسی nXn‏ با درایه‌های حفیقی باشد» يك 
ما تریس متعامد حقیقی چون ۲ وجود داردکه رهم۳۳ قطری است اگرو تنها اگر ےھ =4. 
برای ماتر یسهای »تقادن مختاط چنین نتیجه‌ای وجود ندادد. به بیان‌دیگر» برای ماتریسهای 
مختلط. بین شر ایط 4 =4 و ۸٩‏ =4 تفاوت عمده‌ای وجود دارد. 

با تعیین تکلیف حالت خودالحاق؛ اکنون به‌طا لع حالت عمومی عملگرهای‌نرمال 
باز می گر دیم. نظیر قضیهةٌ ۱۸ دا برای عملگرهای نرمال درحالت مخنلطء اثبات خو اهيم 
کرد. دلیلی برای اين محدوديت و جود دارد. يك عملگرنرمال روی يك فضایضرب 
داخلی حة حقیقی ممکن است هیچ بر دار سرشت‌نمای غیرصفری نداشته باشد. به‌عنو ان مثال» 
این ا همه دودانهای در 0۲ بجز دوتاءه صادق است. 


ضی ۰1۹ فرش کلہم 17 یك فضای خرب داخلی با بعد منلاهی؛ 7 عملگری نره ال 
دد 7 و » پردادق دد ۳۲ با شد. ددایی صو رت 0 ڍك چردا( سرشت مساق "7 تا هقد ۱( 
سرشت اق € اسٽ اگر و کہا اگر » پلف رد۱( سرشت تماق نف ۲ با مقدار سرشث ماق E‏ 
۹ 


اثبات. فرض می کنیم لآ عملگری نرمال روی 7 باشد. آنگاه |۳|< اه" 0 
زیرا با بهکار بردن شرط لل = ا دیده می‌شود که 


(Ua > (Ua|Ua) = (a|U Ua) 
= (a|uu"a) = (U a|U a) = [U all" 


۷۸ فضاهای ضرب داخلی 


اگرم اسکا لر دلخواهی باشده عملگر ]6 - 7= ل نرمال است. ذیرا 
[ج - "7 < "([6-- (T‏ 
وبساد گی ا بت می‌شو دکه لل = ال پس 
|(r—eDa)=|| (7 —e1) al‏ 
ازاین روء ه c[(»=‏ - 7) اگروتنها اگر =٥‏ »([ع --7۳). J‏ 


تعریف. ماٹرہس ۸ × ” مخدلط 4 رمال نامیدہ می‌شود هرگاه ۸4۸ = 44. 


درك اینکه نرمال بودن ماتریسها یا عملگرها واقعاً به‌چه معنی اسمت»ء چندان آسان 
فیست ؟ اما در تلاش جهت ایجاد تصوردی بر ای اسن مفهوم» لازم اسبت سو جه شود .که 
ماتریسی مثاثی نرمال است اگروتنها ا گرقطری باشد. 


قصیلاً ۰ ۲. گیربم 7 یك فضای خرب داخلی با بعد مشاهی. 7 عملگرق خطی 
دق ۰۲ د 8 ڀا علعاهد پکهای براق 7 باشد. فشسرضی کم 4 مافریسی 7 در پاډۀ ® 
بالا عثلثی باشد. دراپن صورت 7 رمال است. گر وننها ار 4 مافریسی فطری باشد. 

اثات. چون 9 يك پاية متعامد يکه است» "4 ماتریس "7 درج است. !گر 4رقطر ی 
باشد؛ آنگاه 4 4 = گرا واین مطلب ایجاب می کند که 1*7 *77. بعکس» فرض 
کنیم 7نر مال با شد :4۵,۰۰۰ = #. آنگاه چو ن4 با لامثلٹی است» 246 ک= 0 1. 
بنا بر قضيةً ۱۹٩‏ این مطلب ایجاب می کند که Ta E‏ ارطرفی دیگر» 


هدر( )۱ = 7*۵ 
سر j‏ 
Aj0,‏ 2 = 
j‏ 
بنا بر این» به‌از ای هر ۱ح ژ» ه 4ے بخصوص» ۰ = ۸ و چون 4 بالامئلئی است» 
نيجه می گیر یم که 
۰ = 0۱ 7 
پس» 2:0 = 7*0 وبه‌اذای هر ۲عر» ه = ر4. با ادامةٌ این روش ددمی‌یا بیم کسه 
4 قطر ی است. 1 
قضة 1 فرض کنیم يك فضای خرب داخلی مخثلط با بعد مثناهی و7 عملگری 
حطی دوق ۲ باشد. دد !چين صورت پاپ عنعاهد پکداق راق ۲ وچود دارو که در آن 
اثبات. گیریم ور بعد 7 باشد. وقتی ۱ = م قضیه درست است.بسا استقرا دوی ۸ 
پیش مید ویم و فرض می کنیم که نتیجه برای عملگرهای حطی روی فضاهای ضرب‌داخلی 


عملگرهای نرمال ۲۵۹ 


ميخمل ی بعد ۱ -- 7 درست باشد. جون يكث نضای ضربت داخلی مختاط پا بسک متناهی 
است؛ بر داد یکه‌ای جون ۵ در 7۲ و اسکا ری جون م وجود دارند که 
۰ << 70۱ 

گیریم 7 مکمل متعامد زیرفضای پدیدآمده توسط ۾ و 5 تحدید ۲ به 17 باشد. بنا بر 
فضيةً ۰۱۷ فضای ۳ تحت 7 پایاست. پس ٩‏ عملگری حطی روی ۳ است. چون 1۷ 
دار ای بعد ۱ — م است» فرض استقرا وجود پا ية متعامد یکه‌ای چون E;‏ ۰۰ ,40 
برای ۲۲ را ایجاب می‌کند که دز آن ماتریس 6 بالامثلثی است. حال فرض می کنیم 
A, 2 0‏ آ کاه ay}‏ و۵۵ {a‏ پا یه متعا مد یکه‌ای برای ۲ است که در آن ماتر یس 7 
بالامثلئی است. [] 


این قضیه برای ماتریسها نتيج زیررا ایجاب می کند. 


ننیچه. بها ذاق هرما فرپس × 7 مخللط 4 مافریسی یک نی چون 7 دوجود داردکه 
U’ AU‏ بالا مثلی است. 


اکنون با تر کیب قضیهةٌ۱ ۲ وقضية ه ۰۲ بلافاصله مشابه قضیة ۸ ۱دا به‌شر ح زیر برای 
عملگرهای ترمال به دست می آوریم. 

قضیه؟ ۰۲۲ فرض مي‌کليم 7 ہك فضاق خرب داخلی مخنلط با ہمد منناهی و 7 
عملگر نرمالی ردي 7باشد. دراین صورت /دادای پاپ عنعاهد پکهای منشکل از بردادهای 
سرشت نماي 7 است. . 


مجدداً تعبیری ما تر یسی هم وجود دارد. 
نتیجه. بهازای هرماتریس نرمال ۰4 ماتریسی یکا نی چون ۲ دجود داردکه ۲-۱4۲ 


۱ برای هريك از ماتریسهای متقادن حقیقی 4 در ذیل» يك ما تریس متعامد حقیقی چون 
2 بیابید که ۲*۸ قطری باشد. 


۱ ۱ ۱ ۲ cos Û sin 0 


۱ ۱ ۲ ۱ sinê —cosû 


۲ با هرما تریس متقارن مختلط» خودالحاق است؟ یا نرمال است؟ 


ه ۱ فضاهای ضرب داخلی 


۴۳ برای 
۳ ۲ ۱ 
۴ ۳ ۲ ار 
۵ ۲ ۳ 


يك ماتریس متعامد حقیقی چون ۲ وجود دارد که «ط = ٩4۴‏ قطری است. یکی از 
این ما تریسهای قطری 9 دا بیایید. 


۴ را ۲ با ضرب داخلی استانده بگیرید. 7 را عملگری خطی روی ۲ بگیرید که‌در 
پا يه مر تب استا نده ت و سط ما تریس 


۱ i 
= 
/ ۱ 
نمایش‌داده مي شو د. شان دهید که 7نرمال است‌و با ية متعامد یکه‌ای, متشکل از برردارهای‎ 
سرشت نمای 7 بر اي ۲ بیابید.‎ 
مثالی ازيك ماتریس ۲ < ۲ چون 4 بیاورید که "4 نرمال باشد ولی ۸ نرمال نباشد,‎ ۵ 


ام فرض کنید 7 عملگرنرما لی دوی یك فضای ضرب داخلی مختلط با بعد متناهی باشد. 
ثا بت کنید بر حسب اینکه هم مقادیر سرشت‌نمای 7 حقیقی؛ مثبت؛ با با قدرمطلق ۱ 
باشند» 7 حو دا لحاق» مثبت» با یکا نی است. (ارقضیه ۲ بر ای تحویل مسئله به‌سوالی 
مشا به در بار ماتریسهای قطر ی استفا ده کنید.) 


۷ را عملگری حطی روی فضای ضرب داخلی بعد متناهی 7 بگیرید وفرض کنید 7 
هم‌مثبت و هم یکا نی باشد. ثابت کنید [ = 7. 


۸ ثا بت کنید 7نرمال است اگروتنها | گر 17 7= 7 که در آن ,7 و7 عملگرهای 
حودالحاقی هستند که با یکدیگر جا بجا می شو ند. 


٩‏ ا بت کنی دکه هرما تر یس متقارن حقیقی دادای يك ريشهةً سوم متقارن حفیفی است» یعنی 
| گرم منقادن حفیقی باشد ماتر یسی متفارن حقیقی چون 8 وجود دار د که ۸4 = "8. 


۰ ثا بت کنید که هرما تریس مثبت؛» مر بع يك ما تریس مثبت است: 
۹ ثا بت کنید که هرعملگر نرمال وپو چ توان برا برعم لگرصفراست. 


۲ کر 7 عملگری نرمسال باشد» ثا بت کنید بردارهای سرشت‌نمای 7 وابسته به‌مقادیسر 


عملگرهای رمال ۲۶۱۱ 


سرشت‌نمای متمایز» متعا مد ند. 


۳ فرض کنید 7 عملگری نرمال دوی یك فضای ضرب داخلی مختلط با بعدمتناهی‌باشد. 
ثا بت کنید يك چندجمله‌ای چون ] با ضرایب مختلط وجود دادد که (7) f‏ = 7۳. 
(7 را توسط ماتریسی قطری نمایش دهید و ببینید ‏ چه باید باشد.) 

۴ ا گر دوعملگر نرمال (با یکدیگر) جا بجا شو ند ثا بت کنید که حاصل‌ضرب آنها نیز 
ترمال است. 


عملگر های ر وی فضاهای ضر ب داخلی ‏ 


۵ مد م4 


پیشتر مطا لب مورد بحث در فصل ۸ بنیانی هستند وهر کسی باید آنها را بداند. فصل‌حاضر 
بر ای دانشجویان پیشر فته‌تر یا برای خوافند گانی درنظر گرفته شده است که مشتاق‌اند 
معلومات خود دا در باد عملگرهای روی فصاهای ضرب داخلی کش دهند. به‌استثنای 
قضية محور اصلی که اساسا جیزی جز فرمول بندی دیکری از قضبه ۱۸ در باره قطر ی کردن 
متعأ مد عملگر ها ی نو دالحاق نیست وبجز سایر قضایای بخش ۲.4 مر بوط به‌فرمها مطا لب 
ار ای شده پیجیده تر وعموماً دق کر مسایل فنی تری هسند. عینا همان‌طور که در قسمتهای 
آحر فصلهای ۵ و ۷ انتظار زیادتری داشتیم دراین فصل نیز از حواننده توقع پیشتر ی 
داریم. استدلا لها و اثباتها به‌شیوه‌ای فشرده‌تر نوشته شده‌اند و تقریاً هیچ مثالسی جهت 
هموار ساختن راه وجود ندارد. بااین وجود سعی کر ده‌ایم تعداد زیادی تمرین در دسترس 
خواننده بکذ ار یم. 

سه‌بخش اول به‌نتایج مسر بوط بەفر مها ی روی فضاهای ضرب داحلی و دابطةً بین 
فرمها و عملگرهای خحطی احتصاص داده شده‌اند. بخش بعد مسر بوط به‌نظر یه طیفی است؛ 
یعنی بانتا یج قضایای ۱۸و ۲۲ ازفصل ۸ در بادةٌ قطری کر دن عملگرهای رمال و خودا لحاق 
سروکاد دارد. ددبخش آخر» مطا له عملگرهای ترمال را دنبال می کنیم؛ بخصو ص به حا لت 
حفیقی می پر دادیم و ضمن عمل این پرسش را که قضيهة تجز یه او لبه از فصل ۶ دربارة 


۴ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 
عملگرها ی نرمال چه می گوید» مورد بردسی قرار می‌دهيم. 


۳۰-۹۵ فر مهای روی فضاهای صرب داخلی 
ا گر 7 عملگری عطی روی يك فضای ضرب داحلی بعل متناهی ۲۶ با شد» تابع تعر یف‌شد 
روی ۷ × ۲7 طبق 


f(a, 8B)=(Ta|8) 
ممکن است به‌عنوان نوعی جانشین برای 7 محسوب شود. بسیادی از پرسشهای در باد ۀ7‎ 
با سوّالا تی در بارمٌ 3 هم‌ارز هستنك. ور حقیقت» شاد کم دیده می‌شود که 1 عملگر "7 را‎ 
مشخص می کند. زیر اا گر (به ,۰۰۰ ,40 < 9 پایه متعامدیکه‌ای برای 7 باشده آنگاه‎ 
با‎ RB درابه‌های ما تر یس 7 در‎ 


f (Qu: Qj)‏ = بر 
تعیین می شو ند. فم این نکته مهم است که از دید گاهی ببشتر تجر بدی جگو نه ۲ عملگر 7 
را مشخص می کند. تعر یف ذیل خحواص بسار مهم را تشر یج م کند. 


تعریف. بك فرم (يك و نیم خطی) «دی يك فضای بردادی حقیقی پا مختلط ل 
ثاپیی چون ر دوی 7 × 7 با مقادپر ددهیات اسکا رها ست که بهاژای هر ۵ ۰ 8 9۰ ۷ ډډ 
7 وهم اسکالرهای ه 


7 )60+- 0, (<< 6), YF )۵, ¥) (الف)‎ 
f(a, cB+y)=ef (a, BFL (a, ¥) (ب)‎ 


پس»يك فرم يكو نیم حطی ‏ تا بعی‌ر وی ۲ × 7۲ است که به‌از ای يك ۵ ثابت (8,») ل 
تا بمی حملی از ۾ باشد وبه‌ازای يك ۵ ثابت تابع حطی مزدوجی از 6 . درحالت حقیقی 
(8 ,0) به‌عنوان تابعی ازهريك ازشناسه‌هاء خحطی است. به‌بیان دیگر يك‌فرم دوخطی 
است. ور حالت مختاط» فرم يكو نیم ح م1 دو خطی نیست» مگر آنکه هک . در با قیماندع 
این فصل» بجز درمو ارد ی که ذکر 11 مهم بدنظر برسد صفت «يك و نیم حطی » را حعسذف 
حواهیم کرد. 

اک و چ دوفرم روی 7 باشند وع يك اسکالر» به آسانی می توان شان داد که 
چ اء نیز يك فرم است. ازاین‌مطلب نتیجه می‌شود که هر تر کیب خطی از فرمهای‌روی 
۷ مجدداً يك فرم است. از اینر و» مجموعةً همه فرمهای روی ۲ زیرفضایی از فضای 
بردار ی همه توابع اسکا لری رزوی 7 × ۲ است. 


قضية ١‏ گیرج. 7 ك فضای خرب داخلی با ہید متناهی و ر یك فرام دوی 7 بساشد. 
دراپی صورت عملگر خطی یکنایی چون 7 ردی 7 وجود داددکه بهاذای هر ۾ د 8 در 7 


فرمهای روی فضاهای‌ضرب داخلی ۲۶۱۵ 


f («, 8)= (Ta|8) 
ونگاشت 7 جر یك پکرپختی اذ فضای فرمعا بردی (7 ,1)7 است.‎ 
ج 6 تا بعی‎ J (a: 8) البات. بردار ثابت 8 از 7 را در نظر می گیریم. آنگاه‎ 
(تا بعکی) حطی روی ۲ است. بنا برقضيةً ۶ از فصل ۸ بردار یکتایی چون 6 در 7 وجود‎ 
دار دکه به‌اذای هر ۰۵ (۵۱0) = (8 ,ه) . تابعی چون ل از 7 در ۲ دا با قراددادن‎ 
تعر یف‌می کنیم. دداین‌صودرت به‌اذای هر »» ۰0 و ۷ در ۲ وهمه اسکا ارهایی‎ 70 = 8 
(ر+0)684|ه)ع رهم‎ 
=zf (a, (+7 (a, ¥) 
=ze(a|U8B)+(a| Uy) 
= (alc UBFUY). 
8 پس ل عملگری خظی دوی ۲ است و 1= 7 عملگر ی است که بهازای هر »۾ و هر‎ 
دادیم (7|8) = (8 ,)۶ اگر همچنین داشته باشیم (8 | '7) = (8 ,ع)ل آنگاه‎ 
۰6 به‌اذای هر ۾ وهر‎ 
(Ta—T'a| 6( < ه‎ 
و ازاین‌ری به‌ازای هر » دادیم 770 -,۲. پس» به‌ازای هر فر مء عملگر خطی‌یکتایی‎ 
۲۷ چون ,7 وجود دارد که به‌ازای هر ۾ و 6 دد‎ 
f(a. B)=(T,a| 8). 
7 اگر زو چ دوفرم باشند وء يك اسکالر» آنگاه به‌ازای هر ۾ و 8 در‎ 
(cf +g)(a, 8)= (7 هب‎ |8) 
=cf (a, B)Fg(a, 8) 
= c(7,» | 80(+ م7‎ 8) 
= ))67 7 (| 8): 
بنا بر این‎ 
7 وبم.‎ = CT; FT. 
و ازاین‌ده ,7 ب  نگاشتی خطی است. به‌ازای هر 7 دد (۲ ,۰7/۳7 تساوی‎ 
f(a, 8( =(Ta| 8) 
فرمی تعریف می کند که 7= ,7 و ه < ,7 اگر و تنها اگر ۵ بنا براین» ,7 ج ا‎ 
0 يك یکر یختی است.‎ 


۶ ععملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


نتیجه. نساوی 
|g)=tr (T,T;)‏ ) 
ضر ہی داخلی ردی فضای فرمها بااین خاصبت ثعریف می‌کندکه بهازای هرپایة عتعا مدیکه 
{Os ۰۰۰, Ap}‏ اذ V‏ 
(f | 8)= 2f (0, , 0( 80+ , i)‏ 
J,‏ 


ایبات. از مثال ۳ فصل ۸ بساد گی نتیجه می‌شود که (*717) ٣ا‏ = (,7) ضربی 

داخلی‌روی (۲ ,1)7 است. چون ۽7 ج یك یکریختی است. مثال ۶ ازفصل ۸ شان 
می‌دهد که 

% 

) | (ع‎ =tr (T,T e) 
نیز يك ضرب داخلی است. حال فرض کنیم 4 و 8 ماتریسهای م7 و 7 ددپایه متعامدیکه‎ 
(یه ,۰۰۰ ,,0) < 9 باشند. دراین‌صورت‎ 

(ره f (Qu:‏ = (ره | A= (T0,‏ 
د (ره ,00 = (زه | هي Bj, = (T‏ . چون "8 ماتریس TT,‏ ددپايةٌ 9 است نتیجه 
می گیریم که 
(f |g)=tr (AB) = 2 AB Û‏ 
J,‏ 


تعریف. اگر ار بك فرع باشد د (به ,۰۰۰ ,,0) = پايث مرتب دلخواهی اذ 77 
ماٹرپی 4 با درایه‌های 
Ain = f (x , aj)‏ 
ما تریس ٣ر‏ در پا ی مرب و نامیده می‌شود. 
وقتی که ¶ يك پایةٌ متعامدیکه باشد» ماتریس ‏ در ماتریس تبدیل خحطی ,7 نیز 
هست. اما در حا لت عمومی این‌طور فیست. 


اک تن رارصا < 9 باشد» ننیجه می گیر یم که 
به‌ازای همه اسکا لرهای رنه د ,4 (7۸ 86 ,۱>۲) 


(۱-۹) :2 وم 294 = (,0 ,9 ,2 ۰ 0 ول 


به بیان دیگر» ماتریس 4 دارای این حاصیت است که 


f(a, ۵( ع‎ ۰ 


دراینجا × و ۲ بترتیب ماتریسهای مختصات ي و 8 درپاي سر تب 9 هستند. ما تریس از 


فرمهای روی فضاهای ضرب داخلی ۲۱۷ 


oj = Û Pa )۱ >>(‏ 
بنا بر معادله ۱ 
(۲-۹) ۳ < وم 
تعیین می‌شود. زیر | ۱ 


Aj = f (Or: (ه‎ 
= f(D} Ply: 2 


= 3S PA, E 
= )۳* 4 بر(‎ 


چون بر ای ما تریسه‌ای یکانی» 99 = Pp"‏ از ٩(‏ ۲( چنین برمی آید که نتایجمر بوط 
به‌هم ادزی یکانی را می‌توان در مطالعة فر مها هم به کار برد. 


قضی ۲. گرب ر فرمی دوق يك فضای خرب داخلی مختلط بعدمتناهی 7 باشد. 
دد این صورت پاية متعا مدیکه‌ای برای 7 وجود داردکه در آن ماتریسی ار بالا مشلئی است. 
اثبات. فرض کنیم 7 عملگسری خطی روی 7 باشد که به اذای هر بو و ٩0‏ 
)8 70۱) < (۵ ,») گ. بنا بر قضية ۲۱ پایةٌ متعامد یکه‌ای چون Qn}‏ و °{ و جود 
دار د که در آن ماتریس 7 بالامتلشی است. از این ړو وقتی که << 
.0= (ره | f (ag: aj) = (Ta,‏ 


تعر یف ۰ يك فرع کر دق لس فضای بردا(دی حفبفی ذا مختنلط 7 حرمیتی نامیده 
هی شود ٠‏ هرگا: بهاذای هر ۾ د 6 دد ۲ 
f(a, B)= f(B, a):‏ 
اگر 7 عملگری نحطی روی يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی ۲ باشد و زفرم 
(a, 8B)=(7a| 8)‏ [ 
آنگاه (6 |7*0) = (76|») = (ه ,۶)8 اذ این روء گر هرمیتی است اگر و تنها اگر 
7 خود الحاق باشد. 
وفتی که [ هرمیتی باشد» به‌ازای هریم مقداد (ه ,6) / حقیقی است واین حاصیت 
روی فضاهای مختلط فرمهای هرمیتی را مشخص می‌سازد. 


قضية ۳ گیریم 7 يك فضای بردادی مختلط باشد و کر فرمی دی 7 که په اذاق 
هر ٠»‏ (» ,»)ر حقيفی است. دد این صورت از هرهیتی است. 
بات گیریم به د 8 بردادهایی از 7 باشند. بايد نشان دهیم که 


۱۸ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


f(a, ۵( < f(8, a) 
اما‎ 
[ )04 8, a+B)= f(a, HF f(a, 8(٩)۵, ۵+68, B)- 
کرو وی ار‎ ۵(9۰[ (aa) +f (a+ 8,4 6( چون‎ 
هم حققی است. با استفاده از همین برهان و با دب به‌جای ۰01-6 می‌بینیم که‎ 
(ه ,80):-+(0 ,ه) ۶ نیز حقیقی است. 3 این نتیجه گیر ی که دو عددحقیقی‌هستند»‎ 
آنها را برابر مزدوجهای مختلطشان قرار می‌دهیم و به‌دست می آودیم که‎ 
f(a, (+6۵, (ه‎ = f(a, (+ )۵, a) 
—if (a, (+۶ )۵: a) =if (a, B)—if(B, a). 


اگر معادلةٌ دوم دا در ۶ ضرب کنیم و نتیجه را به‌معادلة اول بیفزاییم» دادیم 


Yf(a, B= f(8, «).O 


نتیجه. گيربم 7 عملگری خطی ددی پك فضای خرب داخلی با بعدمتناهی‌مختلط 
باشد. دد این صورت 7 خودالحاف است اگر و تنها اگر به اذاي هر ۾ دد ۰7 (» | »7 ) 
حقیقی باشد. 


قضی ۴ . (قضیه محور اصلی). به اذاق هر فر؟ هرمیتی ر ردی یك فضای ضرب 
داعلی بعد متناهی ۰7 پا یه عتعامد پکه‌ای برای 7 «جود داددکه درآن زر با يك مائوبسی 
فطری با ددابه‌های حفیفی نمایش داده می‌شود. 
اليات. گیر یم 7 عملگر ی عملگر ی‌حطی باشد که به‌از ای هره د8 دد 6(۰۲ 70۱) = (0:/0). 
در این صورت چون (» .۴)8 =(8 ,»)۶ د (78|») «(78|la)=‏ نتیجه مي شود که 
به‌ازای هر » د 8 
(Ta|8)= f(B. = (4|78)‏ 
و از این‌رو» *7 = 7. بنا بر قضیة ۱۸ از فصل ۸» پایهٌ متعامد یکه‌ای برای ۲ و جوددادد 
که متشکل از بردارهای سرشت‌نمای 7 است. فرض کنیم ( په ,0,۰۰۰) يك پایمتعامد 
یکه باشد و به‌ازای هر > >> ۱ 
در این صورت 
Ok‏ = (ره ۱ f (aus @;) = (Tar‏ 


و بنا بر قضية ۱۵ در فصل ۸ همة ,ها حقیقی هستند. ] 


نتیجه. نحت شرایط بالا 


فرمهای روی فضښاهای ضرب داخلی ۷۱۹ 
f (Djs 20) = 2Cj:‏ 
7 ۲ 


تمر .لن 
٩‏ کداميك از توا بع ر ذیل» تعر یف‌شده روی‌بردارهای (22 ېه) که ۰( )=6 
درا » فرمهایی (يك و نیم خطی) دوی ۲) هستند؟ 
(الف) ۱ < (0 ٣)»,‏ 
( ب ) ۷ f(a, ۵( = (a — j)‏ 
(پ ) (a, 0( = (a +7) — (2 — FJ‏ 
)ت( 0-2 f(a, B=‏ 
۴ فرض کنید ار فرمی روی ۸ باشدکه با 
funy 9۱(۰ (are ۷۷(( < ۱۷۱۳۷‏ 
تعر یف می‌شود. ماتریس ‏ در هر يك از پایه‌های ذیل را بیا بید: 


))۱, o)’ (o, 1)}, {(1,—1)s (1, 1)}, ))۱, ¥)’ (¥, ۴((۰ 


۳ فرض کنید 
i‏ ۱ 
۱ |= 
۲ -_ 


و چ فرع (روی‌فضای‌ما تریسهای‌مختلط ۱ × ۲) تعر یف‌شده‌توسط 4۱ ۲ < (۲ ,)8 
باشد. آیا چ ضر بی داخلی است؟ 


۴ فرض کنید ۷7 یسك فضای بردادی مختلط و فرم (يك و نیم عطی) متقادنی دوی ۲ 
باشد: (» ,8) f‏ = (0 0۰) ۰7[ چیست؟ 
۵ فرض کنید ‏ فرمی باشد که توسط 
ax), (yo Ya ay Frage ۲۵۵۱۲۲ ۰۱‏ «رت)) [ 


تسین مي‌شود. پایةٌ مر تمی بيا بيد که در آن ز توسط ماتریسی قطری نمایش داده شود. 


۶ فرم 7 را نانبهگون (چپ) نامیم» هر گاه بردار ه تنها برداد ۵ با این خاصیبت باشد 
که به‌ازای هر ٩/0‏ ۰ << (0/ ,۵) . گیریم گر فرمی روی يك فضای ضرب دا خلی با شد. 
ثابت کنید نا تبهگون است | گر وتها اگرعملگرخعلی وابستة ر٣(قضیة‏ ۱) نامفردباشد. 


ه ۴۲ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


۷ فرض کنید زر فرمی روی یك فضای برداری بعد متناهی 7 باشد. به تعریف ناتبهگونی 
چپ ار ائه شده در تمرین ۶ توجه‌کنید. ناتبهگونی راست را تعریف و ثابت کنید که 
فرم ۶ ناتبهگون چپ است ا کر و تنها اگر 7 ناتبهگون راست با شد, 


۸ فرض کنید ‏ فرمی ناتبهگون (تمرینهای ۶ و ۷) دوی يك فضای بعد متناهی 7 باشد. 
فرض کنید 1 تا بعکی خطی روی ۲ باشد. نشان دهید يك و تنها يك بردار چون 0 در 
۲ وجود داردکه به‌ازای هر »+ (8 ,ه) f‏ < (0)ر. 


۰۹ فرض کنید ر فرمی ناتبهگون روی يك فضای بعدمتناهی ۲ باشد. نشان دهید هرعملگر 
خطی ؟ دارای يك «الحاقی سبت به [» است» یعنی عملگری چون "6 وجود دار که 
به‌از ای همه »ها و 8هاء (م اک ,6) =(8 ,7)80. 


۵ فرمهای مشت 


دداین بخش, در باده فرمهای (يك‌و نیم حطی ) نامنفی و دابطهٌ آنها با ضرب داخلی‌مفروض 
روی فضای برداری زمینه بحث می کنیم. 


تعاریف. يك فرع زر ردی يك فضای بردادی حفیفی پ.ا مختلط ۲ نامنفی است, 
هرگاه هرمیتی باشد و به اذاي هر ۾ دد ۰7 ہ٥‏ << (ه ,)۶ فر؟ کر مثبت است. هرگاه ار 
هرمپنی و په اذاق هر ۰ وین J (a, a“)z>o‏ باشد. 

یك فرم مثبت روی ۲ چیزی جز ضر بی داخلی روی ۲ نیست. هر فرم نامنفی در 
همة خواص يك ضرب داخلی صدق می کند با این استلنا که برعی از بردادهای غیرصفر 
ممکن است بر خودشان عمود باشند. 

گیریم ‏ فرمی‌روی فضای با بعدمتتاهی 7 باشد. فرض کنیم (به ,40,۰۰۰ = 9 
پایة مر تبی برای 7 و 4 ماتریس ‏ ددپاية 9 باشد؛ یعنی» ( زه تک و با کنو 
aC,‏ م۰۰ 0و << 0» آنگاه 


f (a,«) = f(2; 2.20%) 
لیقره 2 2 سس‎ (ay: ax) 
2 j: 


از این‌رو» می بینیم که ز نامنفی است ا گر و تنها اگر 
"4 < 4 


فرمهای مثیت ۴۲۱ 


5 
(۳-۹) بەازایهمة اسک لرهای ۰00۱ ۰ * j 20 Fa‏ ررم 2 


برای اینکه ر مثبت باشد» باید به‌ازای همه ه وله ,۰۰۰ه) اوی (۲-۹) ا کید 

باشد. شرایط استخراج شده حاکی از این هستند که 7 فرمی مثبت روی 7۲ است اگر و 
g(X, ۲( <2 ۲ ۲‏ 

فرمی مثبت روی فضای ماتریسهای ستونی ۱ × ۸ بر روی هیأت اسکا لر ها باشد. 


قضية ۵. گیریم ۴ هبات اعداد حقیقی پا هیّت اعداد مخنلط و 4 ماذربسی 7 1 
ہر دوق ۸ باشد. قابح ع مرپف شدم فوسط 
)۴-4( ۷ 2۲ (۲ ,)8 
فرمی‌عثبت ددی فضای ۳×۱ است اگر دتنھا اگرماتریسی ۸۸ × ۱ معکوس پذری چون ۲ با 
درایه‌های واقع دد / وجود داشته پاشد بەطوری که ۶٦‏ = 4. 
اثبات. به‌ازای هرماتریس ۸ ×۸ دلخواهی مانند 4 تابع چ دد(۴-۹) روی‌فضای 
ماتریسهای ستونی يك فرم است. قصدمان این است که ثابت کنیم چ مثبت است اگر و تتها 
ا گر ط ۳ = 4. ابتداء فر ض کنيم ۳ = 4. دداین‌صودت چ هرمیتی است. و 
g(X, X)= ۲ PX‏ 
(PX) PX‏ = 
۰ 
ا گر معکوس پذ یر باشد و ه در آنگاه ه << )۳ (×۲). 
حال. فرض کنیم چ فرمی مثبت روی فضای ماتریسهای ستو نی باشد. در این‌صورت 
چ ضر بی داخحلی است و از این روء ما تریسهایی ستونی چون 0,۰۰۰۰٤90,‏ و جوددادند که 
0 8(0 = ,;8 
۰ ۵۸4 
اما اين مطلب دقيقاً حاکی است که ا گر ۵ ماأتریسی یا ستونها ۰۰۰۰ ,© باشده آنگاه 
7 < 40" چون (,0 ,0,۰۰۰ يك پایه است» @ معکوس‌پذیر می‌باشد. حال با 
فرض 07-۱ = طر» دادیم O.A= PP‏ 
در عمل» بررسی اینکه ماتریس مفروضی چون 4 معیار مثبت بودنی را که تااینجا 
عرضه کرده‌ايم ارضا می کند» آسان نیست. پیامدی از قضيةٌ اخیراین است که ا گر چ مثبت 
باشدء آنگاه ۸۰ 061 ذیرا 
det 4= det(P"P) = det P det P =| det P|“‏ 
این واقعی تکه <4 هل به‌هیچ وجه برای تضمین مثبت بودن چ کافی نیست؛ اماءوابسته 


۲ عملگرهای روی فعا ها ی‌ضربداخلی 


به 4ء ۸ دترمینان وجود دارند که حاصیت ذیل دا دارند: اگر "4 = 4 و اگر هر یك از 
این دترمینانها مثبت باشند. آنگاه ۽ فرمی مثبت است. 


تعریف. گیریم۸ عاتریسی:/ × برروی‌هباتتر باشد. کهادهای اصلی ۸راسکالرهای 
(4) ,۸۵ تعریف شده به‌صورت 


A ۰۰ Ak 
A,(4)= det) ۰ | >> 
An Atk 


لم. گہری 4 حاتربسی :1 × 7 معکوس پذیری با دداپه‌های داقع دد ھیاتی چون F۴‏ 
باشد. دد حکم یل هم ارزند. 

(الف) ماتریسی بالا مثلٹی چون ۶ با ۱ ,7(۶ ۸> )١‏ دجسود دارد که 
ماثرپی B= AP‏ پا چين حشلهی است. 

(ب ) کهادهای اصلی 4 همگی مخالف ه هستند. 

اثات. م را ماتریس ۸ ×۸ دلخواهی می گیریم و قراد می‌دهيم 4۲ =8 .آنگاه 


موز گم 2 = Bj‏ 


!گر ٣‏ بالامثلثی و به‌ازای هر ۰ ۱ س ,۲ باشد آ نگاه 


k~ 
2 بررظ = ,بر‎ ™— Ary k>. 
۲ 


ا ن سلبی ت مشروط بسه‌اینکه به ازای > o‏ = پر ر. پس» 8 پایین مثلئی 
حو اهد بود اکر و تتها اکر 


۸-۱ کرک ۱ 5 + 
dans ۲ > 1: > )۵-۹( ۱‏ — = 4۳۳ بح 


از این‌دو می‌بينيم که حکم (الف) هم‌ارز با این حکم است که اسکا لرهایی چون 
> > 5:1۱ 6 > ۱و جوددار ند که‌در(۵-۹)صدق‌می کنند ۱ = ,>> ۰۱ 

دد »)۵-٩(‏ به ازای هر 6۱ دستگاهی از 1-۱ معادلۂ خطی با مجهو لهای 
۶ ۰۰۰۰ دوجود دارد. ماتریس ضرایب این دستگاه عبارت است از 


فرمهای مثبت ۲۳ ۴ 


4 e AA 


۰ 


و دترمینان آن برابر کهاد اصلی (۸4),- ,۵ است. اگر هر ۱)۸(<۰ ,۸ دستگاههای 
)۵-٩(‏ دارای جوابهای یکتا می‌باشند. تا اینجا نشان aS‏ حکم (ا لف) 
را ایجاب می کند و ماتریس ۲ یکتاست 


حال فرض کنیم که (الف) برقرار باشد. آنگاه؛ همان‌طور که خواهیم دید 
A,(B)‏ < (۵,)۸ 
=By Bry ۰۰۰ Bq: k=\, ۰‏ 


برای بررسی (۶-۹)» فرض کنیم ,4 ۰ ۰۰۰ ۰ ,4 و ,8 ۰۰۰۰ ۰ ,8 بتر تیب ستونهای 
4 د8 باشند. دراین‌صورت 


(۶-4) 


۷-۹ رعش 
"۳ ارم , 4 سل ز4مررط 2 ,] 
j=‏ 


حال ۶ را ثابت می گیریم :>> ۱ . از (۷-۹) بر می آید که مین ستون ما تریس 


By ۰۰۰ Bu, 


۰ 


By ۰۰۰ Br, 
باافزودن تر کیبی خطی از دیگر ستونها به‌ستون مم‎ 
N 4 4 4 ۱ بو‎ 


A ۰۰۰ Arr 
به دست می آ ید. چنین اعمالی دترمینان را تفییر نمی‌دهند. این مطلب » (۶-۹) را ثا بت‎ 
می کند» به‌استثنای این مطلب بد یهی که چون مثلثی است؛ ,۰۰8 ۰ ,8 = (),۰۵ چون‎ 

4 د ۶ معکوس‌پذیر ند 8 نیز معکوس‌پذیر است. بنا براین 
A(B)= Bı a By, o‏ 
و از این رو 4(٥‏ )۵ 4 و ۰ ۰ ه k=\,‏ 1 


۴ ععملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


قضی۶. گیریم ر یكفرم «دی‌يك فضای بردادی بعد متناهی 17 و4 ماتریس ردريك 
پاي مرتب ٩‏ باشد. دداپن صورت ار یك فرع مثبت است اگر وتنا اگر ۸-۸٩‏ وکیادهای 


اصله ۱ 4 همگی ۰ مت با شند. 
مات ابتدا نيمه جسالب قضیه دا ان‌جام مى دهيم . فسرض کنیم "4 =4 و 


۰ <(۰)۸ ۸> ۸ > ۱ . طبق‌لم یك ماتریس بالا مثلٹی (یکتای)ط با ۱ = ٥‏ و جود 
وارد که ۸۲ د ‏ پایین مثلثی است. ماتر یس *۴ نیز بایین مثلثی است» بنا برایسن 
۶8B = ۳ ۲‏ نیز پایین مثلثی است. چون 4 خو د الحاق است. ما تریس ۸4 ۳ =( هم 
خودالحاق می‌باشد. هر ما تریس مثلثی خسودالحاق لزوماً ماتریسی قطری است. با همان 
استدلالی که منجر به (۶-۹) شد دادیم 
( ۳ظ),ش< (),۵ 
A,(B)‏ = 
A,(4).‏ = 
چون 2 قطری است کها دهای اصلی آن عباد تنداز 
بر( ۰۰۰ A,(D)= Dı,‏ 
بنابر ه << ()ش ۸> ۸> ۱ به‌ازای هر یل دادیم ه ج 0. 
ا گر 4 ما تر یس فرم کر دد پاية مر تب :10,۰۰۰ =8 باشد» آنگاه 4۲ے "۲ =( 
ماتریس ‏ دد پاية (به ,0,۰۰۰ تعریف شده توسط 
Pit‏ ,2 < ره 
Î‏ 
است. حال به(۲-۹) توجه کنید. چون 7 قطری است و درایه‌های روی قطرش مثبت 
هستند» بد یھی است که 
XDX>o, Xo‏ 
که از آن نتیجه می‌شود فرمی مثبت است. 
حال» فرض کنیم با فرع مثبتی چون ‏ آغاز کرده باشیم. می‌دانيم که 4 =4. 
چگونه نشان دهیم که ه << (۵,)۸ ۸> ۸ > ۱؟ فرض می کنیم ,7 زیرفضای پدید آمده 


توسط ,یم ۵۰۰۰۰ و مگ تحدید f‏ به ۲۷۲ باشد. به‌پیا نی هم‌ادز؛ ‏ [فرمی مثبت 
دودی Vr‏ است و درپاية 01 ۶ 0 با ما تر یس 


۸4 o“ Ark 
ما یش داده می شو د» به‌عنو ان پیامدی ار قضبهة ۰۵ ملا حظه کسردیم که مثبت یودن يك فرم‎ 


فرمهای مثبت ۵ ۴۶۲ 


ایجاب می کند که دترمینان هرما تر یس نمایش آن هم مثبت باشد. ۲ 


برای تکمیل بحث خود در با دابطةٌ بین فرمهای مثبت وما تر یسها؛ چند نکته‌وجود 
دار که پایدآنها دا متذ کرشویم. چه‌چیزی مشخص کنندة ماتریسهایی اس ت که فرمهای‌مثبت 
را نمایش می دهند؟ اگر [فرمی روی یسك فضای برداری مختلط و 4 ماتریس ‏ درباية 
مرتبی باشد» آنگاه ر مثبت خواهد بود اگروتنها ار "4 =4 و 


)۸-4( به‌از ای هر ٥ع‏ مختلط XAK >o‏ 


از قضيةٌ ۳ نتیجه می‌شو که شرط "4 =4 ز اید است» یعنی (۸-۹) شرط "4 =4 را هم 
ایجاب می کند. ازطررف دیگر» اکر با يك فضای بردادی حقیقی سرو کار داشته باشییم» فرم 
7 مثبت خواهد بود اگرو تنهاا گر 4 =4 و 


.2۳ 4 > ° حقیقی‎ Xo به‌ازای هر‎ )٩-٩( 


باید تأ کید کنیم که اگرماتریسی حقیقی چون 4 در )٩-۹(‏ صدق کند نتیجه نمی‌شود که 
=4 مطلبی که درست است این است که ا کر 4 =4 و )٩-٩(‏ پر قر ار با شد» آنگاه 
)۸-4( نيز بر فر اد است. اين امر بد ین د لیل است که 


) 4-۲ ( A(X 1-۲ ( = (X'— iY )4(X HF iY) 
= X'AX-+-Y'AY +i[X'AY —¥'A4X] 


واگر 4ھ =4 آنگاه 4¥ 10 = ×۲'4. 

ا گر4 ما تریسی ۸ × م با درایه‌های مختلط باشد و اگر4 در )۸-4( صدق کند 4 
را يك ماتریس مثبت خواهیم نامید. نکاتی راکه قریباً متذ کر شدیم با گفتن مطلب ذیسل 
می توان خحلاصه کرد: در هريك از حالات حقیقی یا مختلط فرمی چون f‏ مثبت است اگر 
وتنهاا گر ماتریس آن دريك (درواقح» ددهر) پاية مر تب» ما تر یسی مثبت باشد. 

حال فرض کنیم ۲7 یك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی باشد و رفرمی نامنفی 
روی ۰.۳۲ عملگر عطی خودا لحاق یکتا یی چون 7 دوی ۲ وجود داددکه 
f (a, 6( < )01[8(۰ )۱۰-۹(‏ 

بعلاوه 7 دارای این خحاصیت اضافی نیز هست که (Tala) zo‏ 

تعریف. عملگری خطی چون 7 دوی بسك فضای خرب داخلی بعد متناهسی 7 
نامنفی است هرگاه 7= 7 د بهاذاق هر » دد ۰۲ ۰ < (»|»7). یك عملگر خطی مثبت 
عملگری عانند 7 اسث که "7= 7 و بهاذاق هر ه عم ه < (70:|0). 


اگر ۲ يك فضای برداری (حقیقی یا مختلط) با بعد متناهی و (۰|۰) ضر بی داخلی 
روی ۲ باشد» دوی 7 رده وابسته‌ای از عملگرهای حطی مثبت وجود دارد. به واسطهً 


۶ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


(۱۰-۹) تناظری يك به‌يك بین این رده از عملگرهای مثبت ودستة همۀ فرمهای مثبت‌دوی 
7 یافت می‌شود.جهت تأ کید روی روابط بین عملگرهای مثبت» فرمهای مثبت.وما تریسهای 
مثبت از تمرینات این بخش استفاده خواهیم کرد. آنچه را که گفتيم خلاصه می کنیم. 

اکر4 ماتریسی ×۸ بردوی هیأت اعداد مختلط باشد» احکام زیرهم ارز ند. 

(۱) ۸4 مثبت است» یعنی وقتی که Ug ۰ U,‏ اعدادی مختلط باشند و لا اقل یکی 
از آ نها ه نباشد» آنگاه ه > رو رم 2 

ا 

(۲) ×۲4 = (۲|¥×) ضربی داخلی روی فضای ماتریسهای مختلط ۱ × است. 

(۳) نسبت به‌ضرب داخلی استانده ×۲ = (۲|¥) دوی ماتریسهای ۱ × وز»عملگر 
حطی ×4 ج زر مثیت است. 

(۴) به‌ازای ماتریس ۸×7۸ معکوس پذ یری چون ۲ روی €> ۲"۶ =4. 

(۵) "4 =4 دکهادهای اصلی 4 همه مشت هستند. 

اکگرهمهٌ درایه‌های ۸4 حقیقی باشند» این مطا لب هم ار ز ند با : 

(۶) 4 =4 د » < بزدرترر 2 رز درصورتی که ,و ۰۰۰۰ ,زو اعد ادی‌حقیقی 
باشند» ولااقل یکی از آنها صفر نباشد. ۱ 

(۷) ×۲4 = (۲|×) ضر بی داخلی دوی فضای ما تریسهای حقیقی ۱ < 10 است. 

(۸) نسبت به‌ضرب‌داخلی استاندهٌ ×۲ = (26|۲) دوی‌ما تریسهای حقیقی ۱ × ون 
عملکر خطی ×4 ج زر مثبت است. 

)٩(‏ ما تریس ۸ × ۱ معکس وس پذیری چون ط با درایه‌های حقیقی وجود دارو که 
۲ << ر. 


تمر .ین 
۱ فرض کنید 7 فضای ٤۲‏ با ضرب داخحلی استانده باشد. به‌از ای کدام بردار ۾ در ۲ ۰ 
عملگر حطی مثبتی چون 7 وجود دارد که ,76 = ٩0,‏ 


۳ فرض کنید 7 فضای "۸ با ضرب داخلی استانده باشد. اگر 0 عددی حقیقی باشد» 7 
را عملگر خطی «دودان به‌اندازۀ 0» بکیرید: 
cos 6-۵ 810 0, x, sin 0-۳2۵۲ cos 0(۰‏ ,ه) = g(a, zx)‏ 7 
به‌ازای کدام مقادیر 0» عملگر و 7 مثبت است؟ 
۳ 7را فضای ماتریسهای۱ ×" بردوی ٤‏ باضرب داخلی ۲۳0۲ = (۲|×)( که در آن 
6 ما تریس ۸ × ری است که تا بع اخیر يك ضرب داخلی باشد) بگیرید. فرض کنیدھ 


ابتی از ۲ باشد» عنصر 2 از ۷ را که تا بعك خحطی ۳ م × را تعیین می کند؛ 


فرمهای مثبت ۴۲۷ 


۴ فرض کنید 7 يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی باشد. اگر 7 و ل دوعملگر خحطی 
مثبت روی 7 باشند ثا بت کنید ( 0+ 7) هم مثبت است. مثا لی بیاورید که نشان دهد 
TU‏ لزوماً میت لیست. 


۰۵ فرض کنید 


سے 


e 


۱ 
۲ 
۱ 


(ا لف) نشان‌دهید که 4 مشت است. 
(ب) 7۲ دا فضای ماتریسهای حقیقی ۱ × ۲ با ضرب داخلی ×۲(=۲'4|×) 
بگیرید. با به‌کاد بستن فرایند گرام-اشمیت برپایةٌ ( × ¥{ بافرض 


ار 


پایۀ متعامد یکه‌ای برای 7 بیا بید. 
(ب) ما تریس حقیقی ۲ × ۲ معکوس پذیری چون ۲ بیا بید که ط ۲ = 4 


۶ کدام‌يك از ماتریسهای ذیل مثبت‌اند؟ 


سس 
ح |“ 


۳ 
ج 4 
4 0 
لت سس ا 
EOE‏ 
سے 

ویب 
۰ 

سین 
دب 

man 
EE | 
“€ 
| | 
سے من‎ 
ی ا‎ 
e | حت‎ 
E 
| 


| 
| ح‎ 
oj 


۷ مثالی از ماتریسی ۸ × ۸ بیاورید که هم کهادهای اصلی آن مثبت باشند ولی سود 
ماتریسی مثبت نباشد. 


۸ ایا هب۲۵ ۲۵ e‏ =( )|( یه)) ضربی داخلی 
روی 6۲ تعر یف می کند؟ 


۷۸ علگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


٩‏ ثابت کنید که همه درایه‌های روی قطر اصلی ماتریسی مثبت اعدادی مثبت هستند. 


۰ فرض کنید 7 يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی باشد. اگر 7 و 0 عملگرهایی 
حطی روی 7 باشند می‌نویسیم [>7 هر گاه 0-7 عملگر مثبنی باشد. احکام زیر 
را ثا بت کلید: 
(الف) >>1 د 1>7 غیرممکن است. 
(ب) اگر €> 7 د > آنگاه وی>7. 
(ب ) اگر >7 دی >° لزومی نداردکه ل 5 > 81 


۱ فرض کنید 7۲ یك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی و ٤‏ تصویر متعامد ۲ برویزیر 
فضای دلخواهی با شد . 
(الف) ثا بت کنید که به‌از ای هرعدد مثبت ع؛ عملگر ع 4 آم مثبت است. 
( ب ) عملگر حطی خودالحاق 7 را که ع +[ = 7۲ برحسب E‏ بیان کنید. 


1۳ فرض کنید م عددی صحیح مثبت و ۸4 مأتریس ۸ ×۸ 














۱ 
1 ر 
n‏ ۳ ۲ 
۱ ۱ ۱ 
10-۱ ۴ ۳ ۴ ا 
۱ ۱ ۱ ۱ 
۲-۱ 7 إ+n‏ و 


باشد. ٹا بت کنید ۸ مثبت است. 


۳ فر ض کنید 4 ماتریس ۸ × 7 خسودالحاقی باشد. ٹا بت کنید عددی حقیقی چون > 
پس ی ی 
وجود دار د که ما تریس 4+ ]6 مثبت باشد. 


۴ ٹا بت کنید حاصل‌ضرب دوعملگر خطی مثبت عملگری است مثبت اگروتنهاا گر آن دو 


۵ فرض کنید ؟ و 7 دو عملگر مثبت باشند. ثا بت کنید که همۀ مقادیر سرشت‌نمای 57 


مشت ھ ستل ۰ 


چند مطلب دیگر در بارة فرمها ۲۹ ۷۶ 


۵ جندمطلب دبگر در بارة فر مها 
این بخش شامل دوقضیه است که اطلاعات مشرو ح‌تری در بارۀ فرمهای (يك و نیم عطی) 


به دست می دهند. 


قضیة ۰۷ گیریم رفرمی «دی بك فضای برداری‌حقیقیيامخنلط 7د (به ,۰۰۰ ,ږه) 
پایه‌ای برای ڈیر فضای بسد متناهی 17 ۱ 7 باشد. فرض کلیم 1 ماٹریسی 7۲ با 
درایه‌ها ی 


(ره مییه) زد Mj,‏ 
و 7 مجموعة همة جردا رهایی چون 8 ۱ پاشدکه پهاژای هر ۾ دد ۰۲۲ ه =(6 f (a,‏ 
درایی صورت 1۳ ژیرفضاپی ۱ اسك و(ه) < ۲ ۱۲ اگو و کنیا اگر 4 حعکوس پذ پر 
باشد. درصورت دقوع چنپین وضعی 1-17۲ 7= ۲۶ 
الباٽت. اکر6 و بردارهایی از "۲۷ باشند وی يك اسکا لرء آنگاه په‌از ای هره در ۲۲۷ 


f(a, cB+Y) =f (a, B+ (as ¥) 


= ۰ 


از این‌روء "17 يك زیر فضای ۲ است.. 
حال فرض کنیم a= Deko‏ و y0;‏ =8. در این‌صو رت 
J (a, B)= 2 Mna‏ 
مت( 9,4 رش ) رم = 
ازاین مطلب نتیجه می‌شو دکه (۰)-<۲۲۲(] 7 اگروتنها ا گردستگاه همکن 
>> هار3 
۳ 


دادای يك‌جواب غیرصفر (, ,۰۰۰ ,,9) باشد. ازاین‌دو» (ه ) = ۲۱۲7۲۲ 17 ۱گرو تنها 
اگر ۸۸۳ معکو س پذ یر باشد.. اما معکوس‌پذیری "۸2 همارز با معکوس‌پذیری ۸۸ است. 
فرض کنیم ۸4 معکوس پذیر باشد و بگیر یم 
)۱( )عم 
,چ را روی ۲ یا پرمعادلهٌ 


8(8) = > در‎ (o, 8) 


تعر یف می کنیم. آیگاه 


۰ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


cB+ ¥)‏ ,)در رم (BHF Y)=‏ ز8 
)1 مره +2 e2, Af (0u:‏ = 


۷(۰)رع +(0)رع» = 
ازاین‌رو» هر ,ع تا بعی حطی روی ۲ است. پس؛ می تو انیم عملگری خحطی جون £ درودی 
۲ را با قراردادن 
EB= 2, 8(8),‏ 
j=‏ 


8(0») = 2, jn (u: 0,۸ 
= 2, ی‎ en 
=0; 

تیجه می‌شو د که به‌ از ای >> ِ a,‏ = (,0) ۰ این مطلب ایجاب می کند که به‌ار ای 

هر » دد 1۲ »= »£. بنابراین ۰۶ ۲ دا بروی ۲۲ می نگا رد .ET'— E»‏ ا گر8 بردار ی 

دلخو اه از 7 باشده آنگاه 


f (a, EB) = f (au: 2 8(8)«:) 
= 2 6 )( (ou: (ره‎ 
2(2 Aye (Os ۵(([ (ans a) 
چون ۸6۱ = 4ء نتیجه می‌شو دکه‎ 
[ (ag, EB) = D(2 (M رگرب(‎ (o: 8) 
= مار‎ (ou: 8) 


 )0« 8)‏ = 
این مطلب ایجاب می کند که به‌ازای هر ۾ دد # (8 ,») / = E8(‏ «0)/. از این‌رو 
به‌از ای هره در ۷ و هرق در ۲ 
۰ < (0ظ -- 0 f(a,‏ 
پس» غ ¬[ ۲ دا در "17 می‌نگارد. سادی 


چند مطلب دیگر در بارة فرمها ۲۳۱ 


8= EB+(I—E)B 
نشان می‌دهد که 1-۲ 7[ < ۲. سر انجام به‌يك نکتۂ نهایی هم با ید اشاده کنیم. چون‎ 
هر بر داد دد 7 به‌طور یکتا عبادت است از مجمو ع یك برداد در ۲۲ و‎ WwW ۲۱۲۷۲ 4 (ه‎ 
7۰ -- ۴ يك بردار دد ۰۲۲۲ گرم در '۳ باشد. نتیجه می‌شودکه ه = 58 . ازاین‌ری‎ 
0 را بروی ۲7۲ می‌نگار د.‎ 


تصویر ٤‏ داکسه دراثبات ساخته شد می توان به‌شر ح ذیل مشخص کر د: ۾ = 1:6 
اگروتنهاا گر ۵ در 7۲و ن - 6 متعلق به ۲۷۲ باشد. پس ٤‏ مستقل از پایه‌ای از 7است 
که درساختنش به‌کار رفت. ازاین‌دف می‌تو آن به ۲ به‌عنوان تصویر 7 روی که توسط 
تجز ية ب‌مجمو ع مستفیم 

۲ ۲7۲ < ۲ 
تعیین می‌شود ارجاع کر د. توجه کنید که ع یك تصویرمتعامد است ار و تنها اگسر 
۷۰٩‏ - ۲7۲۲ 


قضیا؟ ۰۸ گیريم ريك فر؟ ددی يك‌فضای بردادی حقیقی پامختلط 7 د 4 مافریی 
/ ددپایذ مرشب اه ,۰۰۰ ,0) 17۱ باشد. فرش کنیو کهاد‌های اصلی 4 همگی 
مطسالف ه باشند. در ایی جورت ماثریس بالا مثلئی پکنایی چون م با ۱ = ,۰ 
(7>/> ۱) «جود دادد که 

P" AP 

نیز بالا مثلئی باشد. 

اثبات. چون( )۵ = ((۸4 )۵ (> > ۰)۱ کها دهای اصلی *4م همگی‌مخا لفه 
هستند. از این‌روء بنابر لمی که در اثبات قضیة ۶ به‌کار رفت ماتریسی بالامثلثی چون ۲ 
با ۱= پر وجود دارد که 4 پایین‌مثلثی باشد. بنابراین» *() = ۶"4 بالامثلثی 
است. چون حاصل‌ضرب دوما تریس بالامثئی ود بالامثلئی است» نتیجه می گیریم که 
P* AP‏ با لامئلئی می با شد. اين مطلب وجود P‏ و نه‌یکتایی مء را نشان می‌دهد. اما 
استدلا لی پیشتر هندسی هم وجود دار دکه می تو اند هم برای اثبات وجود وهم برای‌اثبات 
یکتایی م به‌کار رود. 

گیریم 7 زیرفضای پد ید آمده تو سط 0 ۰ + و ¥ مجموعة همۀ 6های 
در 7 باشد که به‌ازای هر » دد ,۰۲۳ ۰ =(8 ,0). چون ۵)4(۰» ماتریس 141 با 
درایه‌های 

Mj = f (aj, a) = Aj 
۷ ز ,۱>۶) يك ماتریس ۸ × )ی معکوسپدیر است. بنا برقضیۂ‎ > ۸( 
V = W, ۷۰ 


۲ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


رک دا تصویر ۲ دوی ,۲۲ که توسط این تجسزیه تعبین می‌شود می گیریم و قسرادمی‌دهیم 
.E , = ۵‏ فر ض کنیم 
(\<k <A).‏ مهب هب6 
دراین صودت: ۵ 8 و به‌ازای هر ۱ << 0۰ به ,17 تعلق دادد. پس وقتی 
۱ 
بر ,2 — = 0ب 
۳ 


پس از قر ار دادن | P=‏ د Pj, = o‏ بهار ای 1 حر 7 ماتر یس بالامئلئی :۶ بن ° با 


k 
8, < 2P j > 
ج‎ 


به‌ازای و ,۰۰۰ ,۱ ع/ دا خواهیم داشت. فر ض کنیم م > 1> ۱. آنگاه 8 دد , 7W‏ 
است WCW‏ .چون 0 به 1۳۲-۱ تعلق داد د» نتیجه می گیر یم که 0 =8 ,)لك 
فرض کنیم 8 ماتریس ‏ در پاية مر تب }ے8 ,۰۰۰ ,,8) دا نشان دهد. دداین صودت 
Bx, << f (Bs 8»)‏ 
وازاین‌رو» وقتی که و ح< ‏ ه = ,,8 پس ۶ بالامثلئی است. از طرف دیگر 
B= PAP.‏ 
بعکس» فر ض کنیم م ماتریس بالامئلٹی با ۱ = ٥‏ باشد که ۳*۸ هم بالامثلشی است. 
حال می لو یسیم 
B= 2, Pua; , (I<SKE<SN)‏ 
1 


آنگاه (,6 ,۰۰۰ ,0) به‌طور آشکار پایه‌ای برای ۲۲ می‌باشد. فرض کنیم ۱ح ).در 
این صورت (6-۱ ,۰۰۰ ,,) پایه‌ای برای ,17 است و چون وقتی که > ۰ 
o‏ = (6 ,,0) [می بینیم که ,8 بردادی از ,۲7 است. معادله‌ای که ,8 داتعر یف‌می کند 
ایجاب می نما ید که 


O = — (3P ره‎ (+, 


اس 
حال ,هر٥‏ < متعلق به م17 است. د ی دد 17 قرار دارد. نا براین؛ 


(eee P1‏ ۳ اسکا لرهای یکتایی هستند که 


نظر ی طیفی ۴۳۳ 


۱ یا 
Pira‏ زر — = ۱0- یک 
2 ز 


و از ایند و م همان ما تر یس ساحخحته شدع قبلی است. [۲ 


4 نظر به طیفی 
دراین بخش» پیامدهای‌قضایای ۱۸ و۲۲ ددفصل ۸ را دررابطه با قطر ی کر دن‌عماگرهای 
خودالحاق ونرمال دنبال می کنیم. 


قضی؟ ٩‏ (قضی طیفی). گيربم 7 عملگری نرمال ردی يك فضای ضسرب داخلی 
حخنلط بعد متناهی ۲ پا عملگری خودالحاف داي یك فضای ضرب داخلی حفیقی بعد 
متناهی 17 باشد. فرض کن ,۰0 ۰۰۰ ٥,‏ مقادیر سرشت‌نمای متمایز 7 باشند. فرض کل 
17 فضای سرشت نمای دابسته به ره در تصویر متعامد 7 دوی ر77 باشد. دراین صورت. 
دقتی رده 17 بر ,17 عمود است. فضای 7 مجموع حستقیم , 1۲ 17۰۰۰۰ استد 
(۱۱-۹) را ۰۰۰ T=c Et‏ 

اثبات. » دا برداری اذ ۰7 8 دا بسردادی از ,17 می‌گيريم وفرض می کنیم 
زعچ. دد این صودت (8|») = (017۳۵) = (/|7۵) = (8|)ره. اذ انرو 
٥‏ = (۵|0)(ره -رع) وچون ه عردره - رم» نتیجه می‌شود که ۰ = (8|»). پس وقتی 
زد زه ر۷ بر ,7 عمود است. بنا براین وافعیت که ۲ دار ی پا يه متعامد یکه‌ای متشکل 
از بردادهای سرشت‌نماست (با قضایای ۱۸ و ۲۲ فصل ۸ مقایسه شود) نتیجه می گیریم 
که ,7+ ۰۰۰ + 7= ۲. اگر ره به ر۱>>(۲۷) تعلق داشته باشد و 
+a =‏ ا cA,‏ آنگاه به‌از ای هر و 


(ر»|,») ره = (ره ر2 |به) = ه 
j j‏ 
"|= 
واراینرو» 7 بر ابر مجمو عمستقیم , 17 ۰ 1 است. بنا بر این رز ۰ ه ۰ از 
و 
+TE,‏ ۰۰. ]7 < 7 
]رین ۰۰۰ ون 

تجز ی (۱۱-۹) تفكيكك طیفی 7 نامیده می‌شود. ایسن اصطلاح تا انسدازه‌ای از 
کار بردهای فیز یکی که مو جب تعر یف طیف يك عملگر خطی دوی يك فضای بردادی با 


بعد متناهی» به‌عنو ان مجموعهٌ مقادیر سرشت‌نمای آن عملگر شدند ناشی می شود. اين مهم 
است بدا نیم که تصویرهای “E,‏ ۰ بسه‌طور متعارف به 7 وابسته‌اند؛ در حقیقت» 


۴ سملگرهای روی فغاهای ضرب داخلی 
اینها چند جملها يها یی بر حسب 7 ۱ 


ننیجه. اگر( 
اثبات. چون وقتى EE =o i j‏ لذا نتیجه می‌شو د که 
مرو سل م۰ T'=c E+‏ 
و یز پا برهان استفر آیی ساده‌ای به‌از ای هر جد د یج 0 2 n‏ دادیم 
T= RE ۰۰۰ FCFE,‏ 
به‌از ای هر جند جمله‌ای دلخواه 


اس )][ سس e,‏ آنگاه به اذاق )> زر > ۰۱ ( )ره عد ری . 
CjC;‏ 2 


f= 3 ره‎ 


۲۲ << ۰ 


دادیم 


"ره <(۶)۳ 


namo 


"۹ ان‎ CE; 


R= o 


تن و 


ِ 7 << 


= > (eB, 
5 ۰6)7( = £ از آنجا که ر8 = (,ه)ره نتیجه می شود که‎ 


چون ,]۰۰۰۰ به‌طور متعارف به 7 وابسته هستند و 
FE,‏ ۰ ۰ ۰( حد ‏ 

خانوادة تصویرهای ( ,0,۰۰۰ ) تفكيك هما نی تعر یف شده توسط 7 نامیده‌می‌شود. 

نکته‌ای در بار اثبات قضية طیفی وجود داردکه بايد تذ کر داده شود. ما این قضیه 
را با استفاده از قضایای ۱۸ و ۲۲ فصل ۸ در بار قطری کردن عملگرهای حودالحاق و 
نرمال استنتا ج کر دیم. اثبات دیگری هم وجود داددکه بیشتر جبری است و در آن ابتدا 
بايد نشان داد که چند جمله‌ای مینیمال هر عملگر نرمال برابر حاصل ضر بی اد سازه‌های 
اول متمایز است. آنگاه همچون اثبات قضية تجزيةٌ او لیه (قضیهٌ ۱۲ در فصل ع۶) می‌توان 
به پیش دفت. چنین اثباتی دا در بخش بعد ارائه خواهیم کرد. 

در کار بردهای گو نا گون لازم است بدانیم که آیا می‌توان توابع معینی از عملگر ها 
و ماتریسها» مثلا" ر يشه 4 روم آنها را محاسب هکرد یا خحیر. این امر را می توان به‌طو ر ا 


نظر یه طیفی ۵ ۴۳ 


ساده دز مور ده عملگرهای ترمال قطر ی شد نی انجام وأد. 


تعریف. گيربم 7 یك عملگر نرمال فطری شدنی وق پك فضای ضرب داخلی با 
بعد مثناهی د 


r= f(e E, 


ذفکيك طیفی آن باشد. فرش کلم گر ثابمی باشد که داملهاش طیف 7 را شاعل است و 
مقا دپرش در هٽ اسکا ثرها هسنند. دراپین صورت عملگر خطی )1 نا پو ععا ده 
1 
(۱۲-۹) رظ(ره) [ ,2 <(7) 7 
E‏ 

تعریف می‌شود. 

ضیا ۰۱۰ گیربم 7 يك عملگر نرمال قطری‌شدنی باطیف کر رو يك فضای‌ضرب 
داخلی پد حثنا هی / باشد. فرضی کن / قا بی با شد که دامنهاش و را شا سل است و 
مقا دپرش در هیاأأت اسکا لرها هستند. در این صورت (7)[ بك عملگر رما قطری شد نی 
با طبف (6) ر است. اگسو 7 نگاشتی پکا نی ۱( 7 بروی ۲۲ باشد و 0707۱ = "۰7 
آنگا. ی طیف 77 هم هست و 

رز نا (۶۳ ۱ 

البات. ترمال بودن (7)/ با محاسبۀ ساده‌ای از (۱۲-۹) و با استفاده از این 

واقعیت که 
XFCE,‏ = )۶ 
1 
نتیجه می شو د. علاوه براین» واضح است که به‌از ای هر ۵ در E;(V)‏ 
(T)a= f (ca.‏ [ 
پس مجموعهٌ (8) ر متشکل از همه (ء) ها به‌ازای ء دد 5 درطیف (7) / جای دارد. 
بعکس» فرض کنیم ەچ و 
۰ 2 0 (1) [ 
آنگاه بر 2 -< ۵ و 
/ 


1 )۲(< 2, f(T)E;a 
= بهرت(ره)‎ 


۶ عملگرهای روی فشاهای ضرب د اخلی 


= رم‎ bE;a: 
ازاین‌دو»‎ 
|| "العرظ |۵۱۲۱ -(ره6) | 2 > ۲ |[هرطظ(9 - (ره) ۴) ر2‎ 


بنا بر این» 0 = (زه) f‏ يا ه = »;£. بنا بهفر ض» ه عم و لذا نمایه‌ای چون ن وجود دادد 
که هد .E,»‏ حال نتییچه می گیر یم که C=‏ و لذإ (5) 7 خود طیف  )7(‏ است. 
ددوافع فر ض کنیم 


[ )5( < ۱, و***‎ b,} 
مجموعة نمایه‌ها یی جسون 1 باشد کسه‎ XK گیریم‎ .mzn هر گاه‎ Bb, که در آن‎ 
بط دداینجا مجموع برروی‌نمایه‌های‎ < 3E; و بر < (,») [.فرض می کنیم‎ ۱ > > 
ون 6 کر فته می‌شود. دداين صورت ,۶ تصویرمتعامد 7 روی زیسرفضای بردادهای‎ 
سرشت‌نمای متعلق به‌مقدار سرشت‌نمای رو از (7) ۶ است و‎ 
702 
تفكيك طیفی (7) است.‎ 


حال فر ض کنیم ل تبدیلی یکا نی از 7 بروی 7۲۲ باشد و 770-۱ "7. درایسن 
صو رت معاد له 


Ta=ca 
برفراداست اگروتنها | گر‎ 
T'Ua < [۰ 


پس؛ ک طیف "7 است و ل هرزیرفضای سرشت‌نما برای 7 را بروی زیرفضای متناظرش 
برای "7 می‌نگادد. دروافع» با استفاده از (۰)۱۲-۹ می بینیم که 


0-۱ رط لا E‏ زره 2 T=‏ 
تفكيك طیفی "7 است. اذاین‌رو 
J(T')= EJ (eDE;‏ 
(- ار نا(ره) J‏ 2 = 


نظر ی طیفی ۴۳۷ 


.۱ (0) 0 < 
هنگام تفکرروی بحث قبل» این مهم است به‌خاطر داشته باشیم که طیف عملگر نرمال 
T‏ مجموعة 
S= (Cy ۰۰۰, Ca}‏ 
از مقا دیرسر شت؛مای متمایزاست. وقتی 7 توسط ماتریسی قطری در پایه‌ای از بردارهای 
سر شت‌نما نمایش داده می‌شود. لازم است که هرمقدار Cj‏ به‌تعداد بعد فضای بردارهای 
سرشت‌نمای متناظرش تکر ار بشود. علت تغییر نماد و درنتیجةً ذیل همین امر است. 
نتیجه. با فرضیهای یه ۰ ۰۱ فرض‌کنيم 7 در پا رقب (به ,۰۰۰ ,0) =8 
توسط ماترپس قطری . با دراپه‌های قطری ,۰2 ۰۰۰۰ ,۰2 نمایش داده شود. ۲ گام 
درپایة ۰8 (7)/ توسطما تریی قطری () 7باددایه‌های قطری (,2) ۰ ۰۰۰۰ (,0) [ 
نمایش داده می‌شود. اگر (یه ,۰۰۰ ,0)  <‏ پاية مسرتب دبگری بوده د ۶ عاتریسی 
باشد که 
رو 2 < ره 
i‏ 
آنگاہ 2(۶) ۶/٣‏ عبارت است اذ ماقویسی (7) گر دپایذ '8. 
اثبات. به‌ازای هر نماي وه نمايةٌ ز یکتایی وجود دادد که )> ز > 0,۰۱ متعلق 
به (7)رE‏ است» و زه = ,4. پس» به‌از ای هر » ببه(, )0‏ = »(7) ] و 
2P f (Ta;‏ = ره( 7) f‏ 


= ر2‎ 1 (4)P a: 
= 2(F(D)P Ja: 
= X(f(D)PJ I رو‎ ۵ 


= )رم‎ ۱۶ (D)P)u; a, O 


ار این نيجه جنین استئیاط می‌شو د که می‌تو ان از هرما تریس ترمال توابع معینی 
تشکیل‌داد. زیرا فرض کنیم 4 ما تریسی‌نرمال باشد. دراین‌صورت ماتریس معکوس‌پذیری 
چون » و درواقع ماتریسی یکانی چون ۶ وجود داردکه ۱ هر مانریسی قطری) مثلا" 
با درایه‌های ۰0 ۰۰۰۰ ,0 باشد. گیریسم / تابسع مختلطی باشد که بتواند روی 
d ° cd‏ به کار بسته شود و(ط) [ ماتر یس قطر ی با درایه‌های ,)7 /(d,) (ees‏ 


۴۳۸ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


با شد. دراین صو رت 0(۲) ۳-۱ مستفل از (7 است و به‌معنی تن دقیفاً تا بعی از 4 
است. اگر ما تریس معکوس‌پذیر دیگر باشد که 0407 ماتریسی قطری چون '(است» 
آیگاه را می توان بردر ایه‌های قطری (] به‌کاد بست و 
)7 = ۲() ۰۱ 
تعر يفتحت شرایط بالا  )۸(‏ به‌صورت )۲-۱7 فعرډف مي‌شود. 


ماتریس (4) / دا می‌توان به‌طریق دیگری هم مشخص کرد. برای انجام این امر 
ذیلا" بر خعی از نتایج مر بوط به‌ما تر یسهای نرمال را که با فرمو لبندی نظیر ما تر یسی قضرة 
قبل به دست می آیند بدون اثبات بيان می کنیم. 


ضبا ٩‏ ۰۱ گپربم4 ما تریسی نرمال د٨۰‏ ۰ یشه‌ها ی مختلط منم ډ4)j‏ — det (2I‏ 
باشند. فرش کیم 
وج — ون 
سس س< ,6 
و (۵,)2۸4 < ,2 (0 > ۶ ۱5 ).دراچن صورت ه حرط (هرگاهاز ENE =E (i‏ سر ظ .و 
بر ۰۰۰ < 7 
اگر f‏ ثاہع مخناطی باشد که داع اد شاه Cp Coe: ۰C‏ ات ۷ ۹4 
f(c)E HF ۰۰۰ 4 (cr)E,‏ <(۸) [ 
وبخصوصی .A= cE ۰۰۰ cE,‏ 
یاد آوری می کنیم که هرعملگر روی‌يك‌فضای ضرب داخلی 7 نامنفی است» هر گاه 
7 خودالحاق باشد و به‌ازای هر » دد ۰۲۷ ه حر (10|0). 
ضيه ۰۱۳ فرض‌کنيم 7 يك عملگر نومال قطری شدنی ردی يك فضای ضرب‌داخلی 
بعد عتناهی ۲ باشد. در این صورت 7 خودالحاق :۰ نا عنفی* پایکا نی است: برحسب اپنکه 
هومقدار سرشت نماق "7 حفیفی ذاعنفی» پا با قد رطق | باشد. 
اثبات. اک 7 دارای تکفيك طیفی رین 1 ۰۰ T=c E+‏ بساشد گام 
E ۰۰۰ E,‏ = 7۳. این گفته که 7 خودالحاق‌است عیناً مثل این است که بگو بیم 
۱۱۳ ۱ 
(c—T( JE + °“ f (c,—t,JE,= 0°‏ 
با استفاده ازاین واقعیت که به‌ازای عة » ه = E,٤‏ و نیز ازاینکه هيچ‌يك از ,ع ها 


نظر یه یفی ۴۳۹ 


برای تشخیص عملگر های رما لی که نامنفی می با شند» به 
k k ۱‏ 
cEal X E,2)‏ 2 ) <(70(۰) 

ج > 

= هر )ره 2 رم‎ | E,0) 
و‎ 

ار |اره 2 = 
j‏ 


تو جه کنید. دراینجا ازاین واقعیت که به‌ازای ز1 » ۰ = (0رط |»رE)‏ استفاده کرده‌ایم. 
ازاین مطلب آشکار است که شرط ه < (»|»7) بر آورده می‌شود ا گر وتنها ا گر به‌ازای 
هر ۰ ه ره . برای تشخیص عملگرهای یکانی مشاهده می کنیم که 
را “<° TT =e E‏ 
TE,‏ | .|| = 
اگر [ = 77۳ آنگاه E,‏ »| ف lel E+‏ =[ وبااثر دادن رت 
رل اه | در 
چون هدر دادیم ۱ = ۲ |ره | یا ۱ | 6 : بعکس؛ ا کر به‌از ای‌هر ۱ ۲ |ره | واضح 
است که ۲ = ۰77۳ O‏ 


تو جه به‌این نکته که این‌قضیه فضیه‌ای درمورد عملگرهای نرمال است حائز اهمیت 
است. اکر 7 يك عملگر خطی عمومی دوی 7۲ با مقادیر سرشت‌نمای حقیقی باشد. نتیجه 
نمی توان گرفت که 7 خودالحاق است. این قضبةٌ حکم می کند که گر 7 داد ای مقادیر 
سر شت‌نمای حقیقی باشد و اگر 7 قطری شدنی ونرمال باشد آنگاه 7 خودالحاق است. 
قضیه‌ای ازاين نو ع» شباهت بین عمل الحاق و فرایند تشکیل مز دو ج اعداد مختلط را 
تقو یت می کند. اگر به از ای‌عدد مختلط < داشته باشیم 7 g—‏ یا ۱ سس 2 آیگاه یاج عددی 
حقیقی است يا قدرمطلتش ۱ است. همچنین؛ اگر به‌از ای عملگر 7 داشته باشیم "7= 7 
با ]= 7۳7۳ آنگاه یا 7 عملگری است خودا لحاق با یکانی. 

اکنون می حو اهیم دوقضبۀ اثبات کنیم که نظیر دو حکم و یر هستند : 

(۱) هرعدد نامنفی يك جدر (ریشۀ دوع) نامنفی یکتا دارد. 

)۲( هر عددمختلط ؛ به‌صو رت ۷۷ که در آن م نامنفی و ۱ = |u|‏ قابل بیان است. 
این همان تجزیهٌ قطبی وم z=‏ برای اعداد مختلط است. 


قضی ۰۱۴ گيريم 7 بك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی و7 عملگری ناعنفی 
دوق 7 باشد. در این صورت 7 داداق بك جسدد (ریشۀ دوع) ناعلفی پکناست.» پعنی يك 
دتا بك عمنگر نالفی چون ۷ ردق 7 وجود داردکه 7= ۸۲. 


۴۴٥‏ عملگرهای روی فغاهای ضرب داخلی 


اثبات. رن +۰۰۰4 1 = 7 دا تفكيك طیفی 7 می گیریم. بنا بر قضیه۲ ۱ 
هر رم نامنفی است. اگرع يك عدد حقیقی نامنفی باشد» فرض می کنیم 1/6 جذر نامنفی » 
را نشان دهد. دراین‌صورت. بنابرقضيةً ۱۱ و (1/7)۱۲-۹-< ۷ عملگرنرمال قطری. 
شدنی خحوش تعریفی روی ۲ است. بنا برقضيةً ۱۲ این عملگر نامنفی است وبا محاسبه‌ای 
ساده 7 < ۲ ۰2۷ 
حال گیریم 2 عملگری تامنفی روی ۲ باشد و 7 << ۲. ثا بت خواهیم کرد که 
.P=N‏ فر ض کنیم 
P=d F4 ۰۰۰ 4d,F,‏ 
تفكرك طیفی ٥‏ با شد. دراین‌صودت به‌اذای هر ژ » dj 2 o‏ جراکه ] نامنفی است. بنا بر 
P'=T‏ دادیم 
سب erd‏ بل 021۳ T=‏ 
حال ,جر ۰۰۰ ,۳ درشر ایط ,۴ ۰۰۰ + ,۴ = ۲ ه = ,۴,۴ به‌ازای زغ واینکه 
هیچ ب یك از ,ها ه نیست» صدق می کنند. اعداد 0 ۰ ۰ dJ‏ متمایزند جرا که اعداد 
تامتفی متمایز دارای جذرهای متمایژ هستند. ۳ تفكيك طیفی با ید داشته باشیم 
حدم و (احیاناً با تغییر تر تیب) Fj = Ej‏ و «d=,‏ پس N‏ = ط. . 


قضیة ۰۱۴ فرش‌کنيم 17 يك فضای ضرب داخلی با بعد متناهی د 7 عملگری خطی 
دوق 7 باشد. در این صورت عملگری پکا نی چون 7 ددی 7 د عملگری ناعنفی چون × 
دوق 7 وجود دارند به‌طوری‌که × 7= 7 عملگر ناعنفی ۷ یکناست. اگر 7 معکوس پذیر 
پاشد. عملگر 7 نیز پکناست. 

اثبات. فرض کنیم داشته باشیم × 0= 7 که در آن ل یکانی و ۷ نامنفی است. 


دراین‌صودت (UN) = NU" = NU?‏ = "۰7 پس» ۸۷۲ = NU UN‏ = 777 . ایسن 
مطلب نشان می‌دهد که ۷ به گو نه‌ای یکتا به‌عذوان جذر نامنفی عملگر نامنفی 7'7 تعیین 
می شو د. 


ازاین‌رو» برای شرو ع اثبات وجود ل و ۷ قضيةً ۱۳ را برای تعر یف N‏ به‌عنو ان 
یکتا جذر نامنفی 7*7 به‌کاد می‌بریم. | گر 7 معکوس پذیر باشد» آنگاه2۷ نیز معکوس‌پذیر پر 
است» جرا که 

(Na| ۸۷۵( < (N"a|a) = )7۳70۱0( = (Ta| Ta). 
را تعریف و اثبات می‌کنيم که ل یکانسی است. اما‎ 2-7۷ ١ دراین حالت‎ 
پس‎ "= )۲۷۳۰۱( < )۸۷۲۱( ۲۰ =(NIT'=NTT 
UU'=TN NT 
- 72-۱۳ 


زظر ی طبفی ۴۶۱ 


7۷۲۲۳ - 
(TTI‏ 
۲( 
=I‏ 
و U‏ یکانی است. 
اگر 7 معکوس پذیر نباشد» برای تعر یف ل نا گزیر به‌انجام کمی کار بیشتر هستیم. 
ابتدا J‏ را دوی برد × تعر یف مسی کنیم. گیر یم ۵ بردادی دد برد ۷ مثلا" 0-6 
باشد. با این‌انگیزه که می‌خواهیم 7۸ < [N8‏ باشد ۾ ل دا مساوی 78 تعر یف‌می کنیم. 
بايد نشان دهیم که ل دوی برد 7۷ خوش تعریف است؛ به‌بیان دیگرء اگر N8‏ = ۰۸۷۵6 
آنگاه 8 7= ۰۲ قبلا نشان دادیم که به‌ازای هر ۷ دد ۰۲ ۲۱۱۲ || ۰۱۱2۸۷۷۱۲ پس 
به‌ازای 0۷ --6 = ل می‌بینیم که ۰ <(6--0) اگر وتتها اگر ه <(0--706. از 
این‌دهف» ل دودی برد 2۷ خوش تعر یف و واضح است که ور جایی که تعربف شود حطی 
است. حال اگر ۲7 برد × باشد» ل دا روی 7 تعریف می کنیم. برای انجام این کار» 
به‌مطلب ذیل نیازمندیم. چون فضاهای پوچ 7 و ۸۷ مساوی هستند» بعد بردشان نیز مساوی 
است. در نتیجه 171 همان بعدی دا دار د که مکمل متعامد برد 7. بنا براین» يك یکر یختی 
(فضای ضرب داخلی) چون ,0 از ۲۲ بروی -(7)7 وجود دادد. تا اینجا ]دا دوی 
WwW‏ تعر یف کر ده‌ایم» و حالا روی ۲7۷1 ] را همان ,ل تعریف می کنیم. 
اجازه دهید تعریت ل دا تکرار کنیم. چون 61۲ 1۴ < ۲7 هر بو در 7 بەطور 
یکتا به‌صورت ۷64-۷ = » قابل بیان است. دراینجا ۸۷۸۵ دد 17 یعنی ددبرد × است 
و ۷ در 7. حال تعریف می کنیم 
۰ +70 << 00 
این 7 بوضوح خحطی است و قبلا" نشان دادیم که خوش تعریف نیزهست. همچنین 
(UalUa) = (TB FU, Y|TB+-U,Y¥)‏ 
(TB|TB)+(U.YlU.¥)‏ = 
(NBINB)F(Y| ¥)‏ = 
(alo).‏ = 
پس» 7 یکانی است. بعلاوه به‌ازای هر 8 دادیم ۰۷۵-7۸۵ 0 
۷= 7 را تجزیهای قطبی برای 7 می‌نامیم. مسلماً نمی‌توانیم آن‌دا للها تجزية 


قطبی بنامیم» چر اکه 27 یکتا نیست. حتی وقتی که 7 معکوس‌پذیر و ددنتیجه ل یکتا باشد 
این مشکل دا دادیم که ل و ۸ ممکن است جایجا نشوند. در واقع» آنها جا بجا می‌شوند 


۲ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


اگروتنها اگر 7 نرمال باشد. مثلا ا گر به‌ازای۷ نامنفی و لا یکانی 2۷0 = =U N‏ 7 
آگاه 
=(NU)(NU)' < ۷/۰۸۷ -< ۷۲ << ۰‏ "77 


عملگر عمومی 7 نیز تجزیه‌ای چون ,۷,۳ = 7 با N,‏ نامنفی و ,07 یکانی خواهد 
داشت. دراینجاء ,7۷ جذر نامنفی 77 است. این‌نتیجه را می توان با به‌کار بستن قضیه‌ای 
که قریباً اثبات شد» روی عملگر *7 وسپس با گرفتن الحاقی» به‌دست آورد. 

اکنون به‌سئلاً قطر ی کردن همزمان خا نو اده‌های جابجا شوندهٌ عملگرهای نسرمال 
بار می گر دیم برای این‌منظور» اصطلا ح ذیل مناسب است. 


تعار ف. گرب خا وادهاق ۱( عملگرهای روق يك فضای خرب داخلی 7 باشد. 
تابمی چون 7 روی 9 با مقادیر درهبأت اسکالرهای 7 بك ریش ۶ نامیده می‌شود هرگاه 
»ی غېر صفرق در 7 وجود داشته باشدکه بهاذای هر 7 در ي 


Ta = ۳) (۰ 


به‌ازای‌هرتابع ر اذ به ۰۴ ()17 را مجموعة همة وهای در 7 می‌گیريم‌که بهاذاي هر 7 
> 9 ۰ ۵( )2-2۲ 0 ۰1 


دراین‌صودت (۲) 7 زیسرفضایی از ۳7و م ریشه‌ای از 9 است اگر و تنها که 
(ه ) علد(م) 7. هر می غیرصفر دد (7)۳ به‌طور همزمان یك بردار سرشت‌نما برای همه 
7های در #7 است. 


قضیا ۰۱۵ گرم 7 خا نواد جا بجا شونده‌ای از عملگرهای نرمال قطرق شد نی 
ردق پك فضای ضرب داخلی بعد مثناهی 7 باشد. دداین مورت 7 نیا داداق تعدادی 
متناهی رپشه است. اگر .سم ۰۰۰۰ ر ریشه‌های منماپز 7 باشند. آنگاه. 

(۱) وقتی روز ۰ (,7)۳ بر (ر)77 عمود است. و 

)1( (س ۵۲ ۰۰۰ ۰۲۵ ۲۶ 

اثبات. فرض کنیم ۶ و 5 ریشه‌های متمایز 8 باشند. دداین‌صورت عملگری چون 7 
در # وجود دار د که (7)و = (7). از آنجا کسه بردارهای سرشت‌نمای متعلق به مقادیر 
سرشت‌نمای متمایز 7 لزوماً متعامد می باشند» نتیجه می‌شود که (۷)۳ بر (۲)5 عموداست. 
چون 7۲ با بعد متناهی است این مطلب ایجاب می کند که ې حدا کثر تعداد متناهی د يشه 
داشته باشد. پس ۰۰۰ پم را دیشه‌های 9 می گیریم. فرض کنیم (ر7 ,۰۰۰ ,47 يك 
زیرمجموعةً مستقل حطی ما کسیمال 7 باشد و 


{Ens Er, °° ۰‏ 
تفكيك همانی تعریف شده توسط , 5>0(7: > ۱). آنگاه تصویرهای ,8 خانسواده‌ای 


نظر یه طیفی ۴۴۳ 


جا بجا یی تشکیل می‌دهند. زیسرا هر ر £ يك چندجمله‌ای در ,7 است و .7 1۰۰۰۰ 
با یکدیگر جا بجا می‌شوند. چون 


1 <) رم‎ Ev (2, B1) 0 (2 nın) 


هر برداد ۵ در ۲ را می توان به‌صورت 


a= 2; EN Evi, ۰۰۰ رک‎ )۱۳-۹( 


۱, ۰۰۰۰ Îm 

ثوشت. فرض کنیم ۰۰۰ رز نمایه‌هایی باشند که به‌اژای آنها 

‘B= را روط‎ ۰ E, uo 
می نو سیم‎ 

حرط ;8 

دداین صودت E8,‏ = 6/؛ پس اسکا لری چون ٤,‏ و جود دارد که 

7,۵ < ۵, ۱ Xim. 
به‌از ای هر 7 در 9 اسکالرهای یکتایی چون ,و دوجود دار ند که‎ 


a SDT, 
= 


TB= 2۵ 
= ) 2,۵۸ 


بدیهی است تابسع م8( *- یکی از ریش‌های و مثلا م» است د 8 هم دد (۲۸) ۲7 


قرار وارد. بنا هس غير صفر در )۹ -۱۳) به‌یکی از فضاهای (r)‏ ۳۷ ۰ (۳) ۷ 
تعلق دادد. ار اینجا نتیجه می شود که ۲ مجمو ع مستقیم متعامد V(r) 0 ۲ (r)‏ 
است.. [] 


نتیجه. فحت فرضیدای فضیه فوف۰ رم دا ثصوپرمتعامد ۲ ددی (ز۲)۳ کرک ۱ 
می‌گيريم. ۲ دگاه وفلی که ز عدن ۰ ۰ = ر٥‏ ,هل 
ی بط =[ 
د هر 7 در 7 مي‌نواند به‌صورت 
}rı(T)P, )۱۲-۹(‏ = 7 
J‏ 


۴ ععملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


تعار بف. خا نوادهٌ تصوپرهای هالعأ هد P,}‏ ,* و CP‏ به تفکیات هما نی تعیبن‌شده 
توسط چ و (۱۲-۹) به تفعياك طبفی 7 برحسب این خانواده ۽ موسوم است. 

با اینکه تصویرهای ,۰۶ ۰۰۰۰ درنتیجۀ قبل به‌طسور متعارف به حانوادة 9 
وابسته‌اند» عموماً نه در 97 قراد دارند ونه حتی تر کیبهایی خحطی از عملگرهای واقع در 
#7 هستند؛ بااین وجود نشان خواهیم داد که این تصویرها دا می توان از تشکیل حاصل- 
ضر بهای معینی از جندجمله‌ایهایی از اعضای ¥ به‌دست آورد. 

درمطا لع هرخا نواده‌ای از عملگرهای خحطی روی یك فضای ضرب داخلی» در نظر 
گر فتن جبر حو دالحاق تولید شده توسط این خانواده معمو لا" سو دمن است. 


تعریف. بك جبر خودااحاق از عملگرهای روی يك فضاق ضرب داخلی/ (یرجبری 
خطى اذ (7 ,2)7 است‌که شامل الحاقی هريك از عناصوش باشد. 


مثا لی از يك جبر نحو دا لحاق» دود )7 L(V,‏ است. جون‌اشتر ال هر دسته ازجبرهای 
حودا لحاق مجدداً جبری خودالحاق است» اصطلاح ذیل بامعنی است. 


تعریف. اگر ۶ خانواده‌ای از عملگوهای خطی ردق يك فضای ضرب داخلی با 
بعد متداهی باشد. جبر خودالحاق تولید شده توسط بو عبادت است از کسوچکنرین جر 
خودالحافی که شامل 3 باشد. 
قضی ۰۱۶ گیربم 2 خا نواده‌ای جا بجا شونده از عملگرهای نرمال قطری شدني 
دوق يك فضاق ضرب داخلی بعد منناهی 97 6 جبر خودالحاف تشولید شده شوسط و و 
عملگر همانی پاشد. فرض کن (,۰۰۰,,) تفکبك هما ئی تعریف‌شده ثوسط 9 باشد. 
دراین صورت 6 مجموع همه عملگرهای به‌صورت 
3 
)۱۵-٩(‏ رطری رم = 7 
۱ از 
روي ۲ ۱ست که ددا نیا 6۱ ۰۰۰۰ Cy‏ اسکالرها پی دلخواه هسنند. 
البات. فر ض کنیم @ مجموعةٌ همةّ عملگرهای به‌صورت (۱۵-۹) دوی ۲ دا شان 
دهد. دراین‌صودت م شامل عملگر همانی و الحاقی 
رطرج 2 T=‏ 
j‏ 


از هريك از عناصرش است. اسر رور راد 3 2d;P;‏ = ل آنگاه به‌ازای هسر 
j‏ 1 
اسکالر ۾ 


نظر یه طیفی ۴۴۵ 


07 +] = 2. )۵6۳ (۴ 


TU = 26۵0 P,P; 
آرم‎ 


=UT. 
6 پس @ جبر جا بجا یی خودالحاقی است شامسل 7 و عملگر همانی. بنابراین @ شامسل‎ 


هست. 

حال فرض کنیم مس ۰۰ ,م همه ریشه‌های ګ باشند. آنگاه به‌ازای هرجفت از 
نمایه‌های (۸ ,ز) با مغد » دد 9 عملگری‌چون 7 وجود دادد که (ے (٣)7‏ ۳,)7. 
فرض کنیم )«; 7) سب din = F(T)‏ و (بر 1) ,۳ << ‘Din‏ دراين صورت عملگر حطی 

(لیرطا مر )۵ ]1 < ,۵ 
و دور 
عنصری از جبر 6 است. نشان حو اهیم داد که << ۶>/(۵> ۱ برای این منظور» 
فرض کنیم از و نیز بو برداد دلخواهی از (,7)۳ باشد. دراین صودت 
TQ =r;(T (0‏ 
D۵‏ = 

پس ه = ب۵(رر- زر7). چون سازه‌های دد ,@ همگی ( با یکدیگر) جا بجا می‌شوند» 


نتیجه می گیر یم که ه = »,0. پس درصود تی که از ,@ دوی V(r,)‏ با ٣,‏ مساوی 
است. حال فرض کنیم » بردادی اذ (,ع)۲ باشد. آنگاه =r;(T ia)‏ 7,۵ و 


F(T a) [0 = ۰‏ — ( ۵ ۵( ییا مر )م0 
پس» » = »,0 د,@ روی (,7)۳ با ,۶ مساوی است؛ بنا براین به‌ازای ,۰۰۰ ,۱< زه 
,۶ = ,0. ازاین مطلب نتیجه می‌شود که @ = ۰6 ] 


این قضیه نشان می‌دهد که جبر @ جا بجا یی است وهرعنصر @ يك عملگر نرمال 
قطر ی‌شدنی است. حال شان می‌دهیم که 6 يك لک مو لد هم دادد. 


نتیجه. تحن فرضیای قضیه. عملگری چون 7 د(٩‏ وجود داردکه هرعنصر 6 یك چند۔ 
جملهاق جر سب 7 است. 
k‏ 
اثبات. فرض کنیم 2P,‏ < 7 و مه ۳۰ اسکا لرهایی متمایز باشند. دړرایسن 
= 


صورت به‌ازای ۰۰۰ ,۲ ,۱ << ۸ 


۶ عملگرهای روی اشاهای ضرب داخلی 


7۲ tP; ۰ 
از‎ 


f = 3 a 


n= 


(7= 2: ۰,7۳ = = 


٩‏ و 


= dat )P, 
در(‎ 
f 
به‌از ای هر عملگر د لخو اه در 6 مانند‎ 
1 
U < 2 رطره‎ 
ز‎ 
يك جندجمله‌ای جون ر وجود دارد که ره = (ره) [ > > ۱؛ وبه‌از ای هر [ی‌به‌این‎ 
0.0 <[ )7( صورت‌دادیم‎ 


نمر ین 
٩‏ تعریفی معقول از یك ماتریس ×۸ نامنفی ادائه کنید» وسپس ابت کنی د که چنین 
ماتریسی دارای جذری نامنفی و یکتاست. 


۴ فر ضکنید 4 مائریسی ۸ ×۸ با درایه‌های مختلط با شرط 4 - =" باشد وفرض 
کنید “ع = 8. شان دهید که 
(الف) ۳4و ‘det B=‏ 
( ب ) =e“‏ و ؛ 
( پ ) 8 یکا نی است 


۳ اگر 7] و 7 عملگرهای نرمالی باشند که جا بجا شو ند ٹا بت کنید 10+7 و 7ل نیز 
نرمال‌اند. 


۴ فرض کنید 7 عملگری خطی روی فضای ضرب داخلی مختلط بعد متناهی ۲ باشد. 
ثا بت کنی دکه ده حکم ذیل در بارة 7 هم ارز ند. 
(الف) 7 نرمال است. 
(ب ) به‌ازای هر ۾ دد 7 ۱۳۳۳۵۱ = |2۵ 


نظر یه طبفی ۴۴۷ 


(پ ) 17+ 7= 7 که در آن ,7 و 7 خودالحاق‌اند و ,۰7,727 

( ت ) اگر » يك برداد وء يك اسکا لر باشد و بو = 7 آنگاه 0ج -<- ب*7. 

(ث ) پایهٌ متعامد یکه‌ای متشکل از بروارهای سرشت‌نمای 7 برای #وجود دادد. 

( ج ) پاية متعامد یکه‌ای چون 9 وجود دارد کهم [ 7] قطری است. 

( ج ) يك چندجمله‌ای چون چ با ضرایب مختلط و جود داددکه (7)ع = 7۳ 

( ح ) هرزبرفضایی که تحت 7بایا باشد تحت ۳ نیز با یاست. 

( خ ) NU‏ = 7 که‌در آن ۷ نامنفی و ل یکانی است ونیز × با ل جابجا می‌شود. 

( د ) 4 ۰۰۰ E+‏ = 7۲ که در آن ,+ ۰۰۰ و = آ به‌ازای 
دز دادیم .E=E;=E, J‘E,Ej=o‏ 


۰.۵ تمرین ۳ را برای اثبات این مطلب به کار ,بر ید که هر خحانسوادة جابجاشو نده‌ای از 
عملگرهای نرمال (نه لزوماً عملگرهایی قطری‌شدنی) روی يك فضای ضرب داخلی 
با بعد متناهی» يك جبر ردا لحاق جابجایی از عملگرهای ترمال تو لید می کند. 


۶ . فرض کنید 7 يك فضای ضرب داخلی مختلط با بعد متناهی و 0 عملگری یکانی‌ددی 
7 باشد که به = »ل ایجاب کند ه = . فر ض کنید 


اوه . در 


وشان دهید که 
(الف) 0(۱- )4-1 ):<(0) [؛ 
(ب) () 7 خودالحاق است؛ 
(پ) به‌ازای هر عملگر خو دا لحاق 7 دوی ۰۲ عملگر 
(7:-+- 7()1:-1) < 0 
یکانی است و دارای خاصیت (7) = 7 است. 


۷ ۰ فر ضکنید 7 فضای ماتریسهای ۸ × ۸ مختلط مجهز به‌ضرب داخلی 
(4|B)= tr (A4B')‏ 
باشد. ا گر 8 عنصري از ۲ باشد» فرض کنید و]»؛ و۸ و و7 عملگرهای حطی روی 
7 تعر یف شده توسط 
)ب( 48 = (۸ )و 
)پ( BA— 4B‏ < (4)ر 7 
را نشان بدهند. سه خانراده از عملگرهای حاصل از تغییر 8 روی همه ماتریسهای 


۸ ۴ ععملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


قطری را در نظر بگیرید. نشان‌دهیدهر يك ازاین‌ خا :ر اده‌ها يك جبر حو دا لحاق‌جا بجایی 
است و تفکیکهای طیفیشان را نیز با بید. 


> 


اگر 8 عنصری دلخواه از فضای ضرب داخلی در تمرین ۷ باشد» نشان دهید که 
و1 به‌طور یکا نی با Ry‏ هم ارز است. 


۳ 


فرض کنید /7فضای ضرب داخلی درتمرین ۷ و گروه ماتریسهای یکانی در 7 باشد. 
اگر 8 در 6 باشد» فرض کنید و ٥‏ عملگر عطی دوی 7 تعر یف شده توسط 
Cg(4)= ۱‏ 
را شان دهد. ثا بث کنید که 
(الف) م٤‏ يك عملگر یکانی دوی 7 است؛ 
(ب) وک CBB ECB‏ 
(پ) هیچ تبدیلی یکانی چون ل دوی 7 وجود نداردکه به‌ازای هر 8 در 6 
ULpU - ۱ << 6۰‏ 


٥‏ فرض کنید 9 خانواده‌ای دلخواه از عملگرهای عطی روی يك فضای ضرب داخلی 
بعد متناهی ۲و0 جبر خودالحاق تولید شده توسط 7 باشد. نشان دهید که 
(الف) هرريشة 6 دیشه‌ای از 7 دا تعریف می کند؟؛ 
(ب) هرريشة م از @ یك تابع خطی ضربی روی 4 است؛ یعنی» به‌ازای همه ها 
و ل های در 6 و همه اسکا لرهای ع 
r(TU) 2 r(T)r(U)‏ 


r(cT +U)= cr(T)+r(U). 


۸ فرض کنید 7 حانوادۂ جابجا شونده‌ای از عملگرهای نرمال قطر ی‌شدنی روی یك 
فضای ضرب داخلی بعد متناهی 7 باشد و فرض کنید 6 جبر خودالحاق تو ليد شده 
توسط 9 و عملکرهمانی 7 باشد. نشان دهید صمرريشةً 4 مخا لف ه است وبه‌از ای 
هسرريشة م از #7 ريشة یکتایی چون و از 6 وجود دار که به‌ازای هر 7 در 97 
(۶)7(<۳)۲. 


۳ فرض کنید ګ خانو اد جابجاشو نده‌ای از عملگرهای‌نرمال قطر ی‌شدنی روی‌يك فضای 
ضرب داخلی با بعد متتاهی 7 و ,4 جبر خودالحاق تولید شده توسط 9 باشد.6 را 
جبر حو دا لحاق تولید شده توسط 9 و عملگرهمانی ] بگیرید. نشان دهید که 

(الف) 6 مجموعة هم عملگر های روی ۲ به‌صورت 7[ است که در آن يك 

اسکا لر و 7 عملگری در ,4 است. 


چند خاصیت دیکر از عملگرهای نرمال ۴۴۹ 


(ب) حدا كثريك دیشه‌چون م از 6 دجود دار که‌به‌از ای هر 7 دد, ٥۰4‏ = (۳)7. 

(ب) اگریکی از ریشه‌های 6 روی ,4 برابر ه باشده تصویرهای ,له ۰۰۰ ,۲ 
در تفکنك همانی تعر یف شده توسط #7 را می توان بەطو ر ی اه گذادی کر که A‏ 
متشکل ازهمهٌ عملگرهای ر وی 7 به‌صورت 


7 0 cjP; 
1= 


باشد. دراینجا بی» ۰۰ ی همه اسکا لرهایی دلخواه هستند. 
(ت) ,۸4 < 6 اگر وتنها ا گسر به‌ازای هر ریشة م از 6 عملگری چون 7 دد ,۸4 
مو جود باشد که ه عک<( )۰ 


۵ چند خاصبت دبگر از عملگرهای نرمال 
دد بخش ۵.۸ خحواص اساسی عملگرهای خودالحاق و نرمال را با استفاده از ساده‌ترین 
و مستقیم ترین روشهای ممکن گسترش دادیم. در بخش ۵.٩‏ صورگوناگون نظرية طیفی 
را بردسی کردیم. دراینجا به‌اثبات برصی قضایا که اذماهیتی بپیشتر فنی بر حوردارند و 
عم در بارة عملگرهای نرمال روی فضاهای حقیقی هستند می پر داز یم. 

با اثبات صودت دقیقتری ازقضية تجزیة او لیه از فنصل ۶ درمورد عملگرهای‌نرمال» 
کار خود را آغاز می کنیم. این اثبات در هردوحالت حقیقی ومختلط به‌کار می‌زود. 


قضیة ۰۱۷ گیریم 7 عملگری نرمال ردی يك فضای ضرب داخلی بعد متناهی 7 
باشد . فرض کن ر چندجمله‌ای مینیمال 7 د ,ر۰ ۰۰۰۰ رم ساژه‌های ادل تکین متمایز 
آن باشند. دداپن صورت هر ر۸ با چندگانگی ۱ دد نجزية ر ظاهر می‌شود د دادای ددجةٌ 
۱ پا ۲ است. فرض کنيم ر17 فضای پوچ (7)رم باشد. دداپن صورت 

(۱) هر گاه دز فضای ,17 بر , 17 عمود است؛ 

O ۰۰۰ 7 )۲(‏ ۲7۲ << ۲؛ 

(۳) 7 تحت 7پایاست دچندجملهای مینیمال تحدید 7 به ,17 همان رم است. 

(۴) بهاذای هرازه یك چندجمله‌ای چون رع بسا ضوایب در هیأت اسکا ری دجود 
دارد که (7)ره تصوپر هلا هد ۲ دوق ,7 است. 

دراثبات از احکام اساسی معینی استفاده حواهیم کردکه آنها را به‌صودت لمهایی 
بيان می کنییم. 


لم 1. کیټ ۷عملگری رمال ددی يكفضاق ضرب داخلی 7باشد. ددا ین صورت 
فضاق پوچ N‏ عکمل ماعا هد ود آٺ است. 

اثات. فرض کنیم به از ای همه مهای دد ¥ ه .(alNB)=‏ دراین صورت به ازای 
همة ق/ها ه = (۳۵|8). اذاین‌دی» ه = یم ۰۷ بنابر قضيةٌ ۱٩‏ از فصل ۸» این ام ایجاب 


۰ ۴۵ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


می کند که ه << 06 ۰۷ بعکس؛ اگر o‏ عت بو 3۷ آنکاه Na= o‏ و به‌ادای همه مهاي در W‏ 
O‏ ۵|2۵(<۰۰) < (۳۵۱۸۵) 


لم ۰۳ اگر 2۷ عملگری رال د ۵ بردادی باشدکه ه <- ۰۸۷۲۵ آنگاه ه < ۰۸۷۵0 
اثبات. فرض کنیم 2۷ نرمال باشد و ه = ,۸۷۲۵. در این‌صوادت ۸۵ دد برد ۷ و نیز 
در فضای بوچ N‏ واقع می شو د. بنا بر م ۰۹ این ایجاب مې کند که .Na= o‏ 8 


لم ۰۳ گيريم "7 عملگری نرمال د کر چندجیلهای دلخواهسی با غرایپ درهیأت 
اسکالری باشد, درا چن صورت f(T)‏ نیو رها است. ۱ 
البات. فر ض کنیم رو ۰ لا یل 0 < . دراین‌صودت 


1 )1( ۵,۲ ۵ °۰° aT" 


)را ۰۰۰ بآ < (7) [ 
جون ۳ << 7*7 نتیجه می گیریم که )7( با f(T)‏ جابجا می‌شود. [] 


لم ۰۴ گیریم 7 عملگری نرمال د زو ع دوچندجمله‌ای نست به‌هم اول وباضرایب 
درهیاّت ۱سکا لوق با شند. فرض کلم 0 3 8 بر دا د ها پی با شند که J )7 (۵ o‏ و ۰ < 0( 7)م. 
دراین صورت و = (0|80). ۱ 
اثبات. چندجمله‌ایهایی چون ۾ و 6 با ضرایب درهیأت اسکالری وجود دارند که 
۱ < + [۵. پس 
a(T)f (T)+b(T)g(T)=1‏ 
د :۵( 0)7( 7)ع = ». نتیجهاینکه 


(a|8) = (g(7)b(7)a|8) = (b(T )alg(T)" 8). 


طبق فرض ه = 7(8)ع. بنا بر لم ۰۳ (7)ع نرمال است. بنا براین طبق قضيةٌ ۱٩‏ اذ فصل۸» 
۰ =6 (g)7؛‏ پس› » = (8|»). O‏ 


اثبات قضيۀ ۱۷. به‌یاو آورید که چندجمله‌ای‌مینیمال 7 عبارت است از جندجمله‌ای 
تکین با کو چکتر ین در جه در بین همه چند جمله ایها یی ما نند f‏ که ه (7) . و جودجنین 
جند جملها یها یی از این فر ض نا شی می شو د که ۲ با بعك متناهی است. فرص کنیم سا رة 
اولی چون رم اش 7 تکر ار شده باشد. دداین صورت به‌ازای يك جندجمله‌ای چون و ۰ 
pg‏ = و : جون =o‏ ( ۰67 تیه می کیر یم که به‌اد ای هر ۵ دد ۲ 


o ۰‏ = 0( 7)ع7((۲),م) 


چند خاصیت دیگر از عملگرهای نرمال ۲۵۱ 


بنا بر م ۳ ( )رو نره‌ال است. پس» م ۲ ایجاب می کند که به‌اذای هر ۾ دد ۲ 

P;(T)g(T)a= o. 
دارای کوچکترین‎ ])7( =٥ ولی این مطلب با این فرض که س دربین همۀ گرهایی که‎ 
"بسك فضای ضرب داخلی‎ ۳ P= ۰۰۰ دد جه است متناقض است. بنا براین» بط‎ 
مختلط باشد هر رو لزوماً به‌صورت‎ 

ره ون P=‏ 

است که ره حقیقی يا مختلط است. ازطرف دیگر اگر 7 يك فضای ضرب داخلی حقیقی 
باشد» آنگاه یا ر س رن = رم و ره در ۸ است یا : 

)z—-c() ¬ (‏ درم 
و ع عدد مختلطی غیر حفیقی است. 

حال فرض می کنیم کر دراین صورت چون ,[» ۰۰۰۰ سبت به هم 


/ 
او لا ند جند جملها يھا یی جون 8 با ضر ایب در هبات اسکا ری وجود دار ند که 


= f رو‎ )۱۶-۹( 


حال به‌طور خحلاصه شان می‌دهیم که چگو نه جنین رم‌هایی را می توان سا حت . اک 
ره :9 = Pj‏ » انگاه چر٤‏ )رګ و برای ر8 جند حماسهای اا بر ی (رء)ز /۱ را 
برمی کز ینیم . وقتی که هر ز7 بد ین صو رت با شد» fig;‏ جند جملها یهاای اشنای وکا 
و ایسته به CC‏ ۰۰۰۰ 6 هستند. و (۱۶-۹) بوصوح درست است . فرص کنیم يك Pj‏ 
به‌صورت ( - و )(0 -- و ) ر باشد که در آن ع يك عدد مختلط غیر حفقیقی است. 
دراین‌صورت ۲ يك فضای ضرب داخلی حقیقی است ومی نو یسیم 
4—C‏ 6 و 

ا 

3 ک 
که ورآن (ع), [(ج --ع) = و. آنگاه 

__ (s5) — (cs +25) 


S3 








j 
پس» ز8 بك جند جمله‌ ای باضر ایب حفیقی انیت ا کر در حهٌ 7 بر ابر ۸ باشد» آنگاه‎ 
Z2 E 
j 
م است؛ بعلاوه» این چندجمله‌ای‎ ١ يك چندجمله‌ای باضرایب حقیقی و بادر جهٌ حداکثر‎ 
به‌از ای هر يك از ور ر بشة (مختلط) 7 صفر می شو د و لذإ متحداً برابر ه است.‎ 
)۱۶-۹( حال گیر یم ۵ بردادی دلخواه از ۲7 باشد. در این‌صودت بابر‎ 


۲ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


a= <۶,)( (۰ 


وچون ه = (۲)ر [(۲)رم» نتیجه می‌شود که به‌ازای هر ز۰ ۵( 7),ع(7), [ دد ر۷ قراد 
داره. طبق لم ۴ ددصور تی که i‏ فضای Wj;‏ بر , ۲۷ عمود است. بنابراین» ۲ مجمو 
مستقیم متعامد 17۰۰۰۰۰۲۲ است. اگر 8 بردادی اذ ر باشد» آنگاه 


pP;(T)TB=T 7)رم‎ (۵ > o 

پس 1۲ تحت 7 پایاست. گیریم ,7 تحدید7 دوی ,17 باشد. دداین‌صودت ه = (7)ر 
و ازاین‌رو ,۶ بر چندجمله‌ای مینیمال 7 تقسیمپذیر است. چون رم برروی هیأت اسکالری 
تحو یل نا پذ یر است نتیجه می گیر یم که رم چندجمله‌ای مینیمال ,7 است. 

حال فرض کنیم SEN‏ و ( 7)ره << E;‏ . درایسن‌صورت به‌ازای هر برداد ,۵ 
در ۰۲ بردار »8 دد ,7 قراد دادد و 

a= 2 E; 

پس» ‘“—E,a= 2, E;0‏ چون وقتی اعد فضای , ۷ بر ,7 عمود است» اين مطلب 
ایجاب ا E,‏ ¬« در 17 قراد داشته باشد. اکنون از قضیۀ ۴ درفصل۸ نتیجه 
می‌شود که ٤,‏ تصوير متعامد ۲ دوی ۲7 است. [) 


تعریف. (پرفضاهای ,۸(7 کرک ۱) را مۇلفه‌عای اولي 7 تحت 7 می‌نامم. 
نتیجه. گیربم 7 عملگری نرعال ددی يك فضای ضرب داخلی بعد متلاهی ۲ و 


Ww,‏ ۰ 7 دولفه‌های ادلی 7 نحت 7 باشند. فرض کن 7 زپرفضاپی اذ 7 باشد که 
دحت 7 پاپاسٹ. ددا چن صورت 


W= 3W ۷ ۰‏ 
j‏ 
البات. واضح است که 17 شامل , ۱۲۷] 2۱1۷ است. اذطرف‌دیگر» ۲۷ که تحت 7 
j‏ 
پا ياست تحت هر چند جمله ای پر چخسب T‏ نیز پایاست. بخصو ص» ۲ تحت تصو بر متعامد 


WNW, از ۷ دوی ¥ پایاست. ا گر ۾ در 17 باشد نتیجه می گیریم که »£۵ در‎ E, 
][ است و ددعین‌حال رل 2 =« بنا بر این مشمول ۲۱۷۸ 2,۲۲ است.‎ 
7 j 


قضیهٌ ۱۷ نشان می‌دهد که هرعملگر نرمال 7 دوی يك فضای ضرب داخلی با بعد 
متناهی به طور متعارف توسط تعدادی متناهی از عملگرهای نرمال 7 مشخص می‌شود و 
این عملگرهای نرمال روی مو لفه‌های او ليةٌ , 17 از ۷7 تحت 7 تعریف می‌شوند وهسريك 
از چندجمله‌ایهای مینیما لشان بر روی هیأت اسکالرها تحویل‌ناپذیر است. برای تکمیل 


چند خاصیت دیگر از عملگرهای نرمال ۴۵۳ 


استنباط خود از عملگرهای نرمال لازم است که عملگر های نرمال ازاین نوع خاص را 
بر دسی کنیم. ۲ 

و اضح است عملگر نرما لی که جند جمله‌ای مینیما لش از در جه ۱ باشد دقیقا مضر بی 
اسکالری از عنصرهما نی است. ازطرف ويکر« و قت ی که چند‌جمله‌ای مینیمال» تحویل نا پذ یر 
و ار درجه ۲ با شد و ضعت پیجیده تر اسیت. 

مثال ۰٩‏ فرض کنیم هزم و 0 عددی حقیقی باش د که مضر بی درست از 7 نیست. 
گیر یم 7 عملگر نرمال ړوی 1۲ باشد که ما تریس 0 در پاية متعامد که استاندم عبارت 
است ار 

0:0 —sin Û 
مات پم‎ ۲ 
sin ê 050 
دراین‌صودت 7 مضر بی اسکا ری ار تبدیلی متعامد و لدا ثرمال است گیر یم جند جمله‌ ای‎ 
سرشت نمای 7 باشد. دداین‌صورت‎ 
p= det (zI— 4) 
= (u —r 009 0)T+r'sin™@ 
= -وو‎ Yr 6095 Or +r". 
و‎ re8 و و 4و =.. آنگاه ه علدو‎ r sin 0 ۰ =r 0 فر ض کنیم‎ 
a س‎ 


b 0 


م 


و (ج --و)(ع--) = م. ازاین روء م برروی ۸ تحویل‌ناپذیر است. چون م بر چند۔ 
جمله‌ای مینیمال 7 تقسیم پذیر است. نتیجه می گیر یم که مر خود چندجمله‌ای مینیمال است. 


این مثال حالت عکسی را پيشنهاد می کند که ذيلا عرضه می‌شود. 
قضی ۰۱۸ گیریم7 عملگری نرمال ددی يك فضای خرب داخلی حقیفی بعد منناهی 
د ر چددجمله‌ای مینیمال آد باشد. فرض کنيم 
p= (e—a)' +b"‏ 


که درآن ۾ و اعدادی حثیقی هستند د ٥غ(.‏ آنگاه عددی صحیح چون ه<و دجود 
دارډکه 2 چند جملهاق سرشت نمای 7۲ است و زپرفضا ها يی چوا ,7 Vy 0e‏ ۳۲ 
جود دار ند که 


(۱) دقنی رة فضای ,۲ بر ,7 عمود است؛ 


۴ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


(۲) ,6۵۲ ۰۰۰ 2۲۵ ۲؛ 
(۳) هر ,7 دادای پایة متعامدیکه‌ای چون };8 ,0 ) باخاصپت ذل است 
Ta; = aa; +bB;‏ 
TB; = — ba; taf, ۰‏ 
به بیان دیگر» | گر "+" ۷= و ۵ به‌نحوی انتخاب شود که 0 =٣ ٥08‏ 4و 
Sin 0‏ جح وه آنگاه ۲ مجمو عمستلیم متعا مدی از زیر فضاهای دو بعدی ,چ است که 7 ړوی 
هريك‌همچون «م برابر دوران به‌اندازۀ زاویه0» عمل می کند. 
اثبات فضيةٌ ۱۸ بر پاية لم ذيل استوار خواهد بود. 


لم گیریم 7 يك فضای ضرب داخلی حقبفی د ی عملگر نرمالی ردی 17 باشدکه 
ه = "۳-7 ۶. فرض‌کنيم » بردادی دلخواه از 7 باشد د 84۸ = ۰/8 دراین صورت 
Sa= -‏ 
e ۱ )۱۷-۹(‏ 
=o‏ (|م) « IBI‏ > |زع 

ابات. دادیم 8 = ,80 و ۾ = ۲0و < 56. بنابراین 

o =|lsa—BIlTFIlSG+all'= || ۲ (Sal B)FIIBII" 

llsBllTF ۲)5۵|۰( +۳‏ + 
جون 6 نرمال است نتیجه می گیریم که 

o =|ls"allT— Y(S' Blo) ۱۱8 ۱۱۲-+- ۱۱5۹۵۱۱۲-۲ )6 (۲۷۷۲ 

|| ۵۱۱۲+ ۱۱5۵-۳۰ 


این تساوی (۱۷-۹) دا ایجاب می کند. و در نتیجه 


(a|8) = (s"8|8) = (8|. S8) 
= (8| ~«) 
= ~)»|8( 
| و ۰ < (8|»). به‌طورمشابه‎ 
||) > )6" Bla) = )۵۱50( 2۰ 


ابات فضي ۰۱۸ گیریم ,۰۲۷ 7۰۱۰۰۰۰ دسته ما کسیمالی از زیسر فضاهای دو بعدی 
باشند که شرایط (۱) و (۲)» ونیز شرایط اضافی ` 


چند خاصبت دیکر از عملکرهای نرمال ۴۵۵ 


71 ر‎ = aa; —bB;. 
1 ر۵‎ = ba; +aB, 
را برمی آورند. همچنین فرض کنیم ,۳7 ۰۰۰ ل 7= 7# دداین‌صورت 17 مجموع‎ 
فرض کنیم ایسن‌طور‎ W=Y مستفیم ي ,7 ۰ ۰ 4۰ 4 اضحتا: شان راهيم داد که‎ 
بعلا وه» حون (۳( و (۱۸-۹) ایجاب می کنند که 1۲۷ تحت 7 و‎ e نباشد» آنگاه‎ 
پایا باشد  نتیجه می گیریم که +7 تحت "7 پایاست و "7= 7. گیریسم‎ ۳ 
کی و +۳ تحت و‎ SS" $" ۱0۳ - دداین‌صودت ([1ه‎ .5 = 7۱) -07( 
لآ ور. را هر‎ =o پایاست. چون ه ۲4-۲( - 7)» اجه می گیر یم که‎ S$" و‎ 
آنگاه ۵ در + قرار‎ . 8= Sa بردادی با نرم ۱ از “س در نظرمی گیر یم و می نو یسیم‎ 
این مطلب ایجاب می کند که‎ eT < 7-٩18 دارد و س 6 ۰.9جون‎ 
7 0 < 004-06 
70 << - 001-۰ 


مطا بی مء 8@— ب 5 a‏ < 6 5 و )8 (a|‏ و اس ۱۵۱ . جون *4-05 =a]‏ *7 
نتیجه می شود که 


(۱۸-۹) دک < 


0-06 < 0 7 
001-۰ < 7106 
ول این مطاب با این واقعیت که 7 (ese‏ 4 دسته ما کسیما لی از يسر فضا ها یی است 
که دد (۰)۱ (۰)۳ د (۱۸-۹) صدی می کنند متنا قض‌است. بنا بر این ۷= ۰1۷ و نظر بها ینکه 
04 -- :2 


b 
det = (z¬ 4+ 
سب ور ( سب‎ a 


اذ (۰)۱ (۰)۲ و (۳) نتیجه می گیر یم که 
det )7-7( <])- (۲4۵۲ ]: O‏ 
فتیجه. تحت شرایط قفخي فوق. 7 معکوس پذیر است و 
۰ + ) < 7۳ 
البات. حون 


a و‎ 0 7 ۳ 0 


۴۵۶ عملگرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


از (۳) د (۱۸-۹) نتیجه می‌شود که 1( + "ي) = *77. پس 7 معکوس‌پذیسر است و 
O ۰7" <<) (۱‏ 


فضیة 1۹ء گیربم 7 عملگری نرمال ددری يك فضای ضرب داخلی بد متناهی ۲7 
باشد. ددا چن صورت هرعملگر عطی که با 7 جاججا شود پا "7 نید جا بجا می‌شود: . جعلاوی, 
هر ژبرفضای پاپای خحت 7 حت تم : یر چایاست. 

اثبات. فرض کنیم ل عملگری حطی روی 7 باشد که با 7 جایجا می شود ری را 
تصویر متعامد 7 روی مو لف اه لی ,۲۳ (۸ > >۱) از ۲ تحت 7 می گیریم. آنگاه E‏ 
بك جند جمله ای بر حسب 7 است و ازاین‌رو با ل جا بجا می‌شود. پس» 

UE,=UEX=UE,;‏ ظ 
بدین‌سان» ) U(W;‏ دیرمجموعه‌ای از W;‏ است. ثرض کنیم 1 و U;‏ تحدیدهای 7 و ۲ 
روی ,17 را نشان ده فرص کم ,7 عملگر همانی روی ,۲۲ با دداین صودت ل 
با ,7 جایجا می‌شود و اکر ورب = ر ۰7 بوضوح ,ل نیز با رل ار 1 جا بجا مسی‌شود. 
از طرف دیکر اگر 1 مضر بسی اسکا رن از I;‏ ثباشده آنگاه T;‏ معکو س پذ یر است و 
اعدادی حقیقی چون. a;‏ و 7 و جود دار ند که 
سس ۹ ۳ = 
T; = (aj (۰‏ 
جون رلار 1 < U;T,‏ نيجه م ی گیریم که ۲ رل <ر۱0 7 بنابر این ,لا ددهر دوحالت 
با 7 جابجا می‌شود. اما "7 نیز با ,± جابجا می‌شود و ازاین‌دو ,1۳ تحت "7 پا یاست. 
بعلاوه به‌ازای هر » و 8 دد ;77 
(Ta|8) = (a|T `8) = (a|T j8).‏ = (6 |هر7) 
جون T(W,;)‏ مشمول W,‏ است این مطلب ایجاب می کند که T;‏ تحدبد 7 روی W,‏ 
باشد. بنا بر این به‌از ای‌هر ر۵ دد W;‏ 
UT’a; < 7 17 ۵ ۰‏ 
چون ۲ مجموع , ۰۲ ۲۷۰۰۰۰ است؛ نتیجه می گیر یم که به‌از ای هر ۵ در ۲ 
۰ << 07*0 

پس ل با ”7 جابجا می‌شود. 

حال فرض کنیم 7[ زیر فضایی از ۷ باشد که تحت 7 پایاست. ونیز فرض کنیم 
ر ۱۷ ۷= ر2. بنابر نتیجة قضيةٌ ۰۱۷ ر22 = 7. پس کافی است نشان دهیم که هر 

j 

1 حت ۷ پا یاست. هر گاه آره < ر 1 این مطلب روشن است. وفتی این‌طور نباشد»‎ Z; 
7; )2,( = 2; معکوس پذ یر است و ر7 دا دده و اذاین‌دو دوی ر2 می‌نگارد. بنا براین‎ 
د چون‎ 


چند خاصیت دیکر از عملکرهای نرمال ۴۵۷ 


` ر7(( + (م) T=‏ 
نتیجه می گیر یم که به‌ازای هر ژ» (ر7*)2 مشمول ,2 است. ۲7 


فر ض کنیم 7 عملگری نرمال روی یك فضای ضرب داخلسی بعد متناهی ۷ باشد.و 
Ww‏ زیر فضا یی پايا تحت 7. درأین‌صوردت نجه قبل نشا ن می دهد که W‏ تحت 7۳ یز 
پایاست. ازاین مطلب نتیجه می‌شود که +17۲ تحت 7= "7۳ (و در نتیجه تحت "7 نیز) 
پایاست. بااستفاده از این واقعیت» بأسانی می توان حالت تقویت شدة ذیل از قضية تجزية 
دوری داکه در فصل ۷ آمده است. اثبات کرد. 


قضيا ۲۰. گرب 7 عملگو خحطی نرعالی ددی پك فضای خرب داخلی بعدمتناهی 7 
(۱ < بعد(77)) باشد. دداین‌جورت 7 پرداد ظهرصفر ۰ ۰ ۰»به دد 17 قرئیب با 7-پوچساز. 
هاق € ۰۰۰ ,ع وجود دار ند که 

۱۷ < 20:15 ۰۰۰ 62): 7( )۱( 

(۲) اگر ۳-۱ > > ۰۱ نگاه e,‏ چندجمله‌ای ,ع دا عاد می‌کند؛ 

(۳) وقتی رز فضای (7 : )7 بر (7 ز به)2عموداست. بعلاده عددصحیحم 
وبوچسازهای ,۰6 ۰۰۰۰ ,ع به‌طوریکنا فوسط شراپط (۱) د (۲) داین دافبت‌که هیپج‌پك 
از ,»ها صفر نیستند قعیین می‌شوند. 


نتیجه. اگر4ماثربس نرمالی با ددایه‌های حفیقی (مختلط) بساشد.آ نگاه يك ماثریی 
متعا مد حقیقی (یکانی) چون ۶ وجود داددکه ۶714۲ درفرم عتعا رف‌گوپاست. 


نتیجه اینکه دو ما تریس نرمال 4 و 8 به‌طوریکانی هم‌ارزند اگر وتنها اگر دارای 
فرم گویای مساوی باشند؛ 4 و 8 به‌طود متعامد هم ارز هستند هر گاه دارای درایه‌های 
حقیقی باشند و فرم گو یای مساوی‌هم داشته باشند. 

از طرف‌دیگر» معیار ساده‌تری‌هم برای هم‌ارزی یکانی ماتریسهای‌نرمال وعملگرهای 
ترمال وجود دادد. 


تعاریف. گیریم 17 د 17 دوفضای خرب داخلی برروی هبات مفروضی باشند. تبدپلی 
خعطی چون 
بت ۳۲ : 7 


یك تبدیل یکا نی نامیده می‌شود: هرگاه 7 را بروی 177 بنگارد و ضربهای داخلی داحفطا 
کند. اگر 7 عملگسری خطی ردی 7 د "7 عملگسوی خطی ددق "7 باشده آنگا: 7 
هم‌ارز یکا نی با 77 است. هرگاه تبدپلی یکا نی چون[ 7۱ بروی 77 وجود داشته باشد که 


اس و ۵ ۱۵۳ 


۴۸۵۸ عملکرهای روی فضاهای ضرب داخلی 


تم . گیربم 7 دو فضای ضرب داخلی با بعد عتناهی پرددی هيات مفردضی 
باشند. فرض کنيم 7 عملگری خطی ددی 7 77 عملگری خطی ردق 7 باشد. ۲نگاه 7 
همارزیکا نی با ۲ است اگر وتنها اگرپاية منعاعدیکهای چون ا7 نیز پاپ منعامدیکه‌ای 
چون 7 ۱( ۲7۲ وجود داشنه باشد به‌طورق که 

۰ ۳ ج و[ 7] 

اثبات. فر ض کنیم تبدیلی یکا نی چون ل از 7 بروی"17 وجود داشته باشد به‌طوری که 
۱-۲ ۵,(۰۱710 ,۰۰۰ ,به) B=‏ دا پاي متعامدیکة (مر تب) دلخواهی بر ای 7 
می گیر یم . همچنین فر ض‌می کنیم n) a; = Ua;‏ کرک ۱ ). آنگاه af}‏ و ,0 = 7 
پا یه متعامد یکه‌ای برای 7۲ است و باقراردادن 


Ta; = > 4,‏ 
د يده می شو د که 
ر۵ 77 = 0 7 
a,‏ تاره 2 = 
زور = 
پس ,۾ ['7] < ۸4 = و[ ]۰ 


بعکس» فرض کنیم پا یه متعامدیکه‌ای چون از 7 وپايةٌ متعامدیکه‌ای‌چون ۶ برای 
وجود داشته باشد به‌طوری که 


[Tg 2] 


د گیریم پم[ ] = 4 همچنین‌فرض کنيم (ڕه ,۰۰۰ ,ره) =8 و( ۰۰۰ ,)= 9 
اگر ل تبدیل حطی از 7۲ در "7 باشرط ۵ = رها («>ز > ۱) باشد» آنگاه 7 تبدیلی 
یکانی اذ 7 بروی 7۲ است و ۱ 


ره 07ا< 0707۱0 
=U 2,4,0,‏ 
A0‏ = 
بنا بر این ۷70010( >> ۱ )» که خو دایجاب‌می کند که 7 = O .UTU7”'‏ 


از لم بلافاصله نتیجه می‌شودکه عملگرهای هم‌ارزیکانی روی فضاهای با بعد 


چند خاصیت د یگر از عملگرهای رمال ۴۵۹ 


متناهی چندجمله‌ای سرشت‌نمای مساوی دار ند. برای عملگرهای سرمال» حالت عکس‌هم 


درست است. 


قضية ۰۲۱ گیریم 7 دوفضاق صرب داخلی با بد مثناهی پورگ هبات هفرضی 
باشند. فرض‌کنيم 7 عملگری نرمال دوی7 و "7 عملگری نرمال ددی 7 باشد. ۲ نگاه7 
همار( پکانی با 7 است اگر دتنها اگر 7 د 7 دادای چندجملهایهای سرشت نمای‌مسادی 
باشند. 

البات. فر ض کنیم 7و "7 دارای جندجمله‌ای سرشت‌نمای مساوی ر با شند», ها 
( >> ۱ دا مو لفه‌های اولية ۷ تحت 7 و ر7 دا تحدید 7 روی ,7 می گیریم. 
فر ض کنیم I;‏ عملگر هما نی دوی ;7 باشد. در این‌صو رت 


3 
(ر7--27) 091 []< f‏ 
=[ 
P;‏ را جندجمله‌ای مینیمال 1 می گیر یم. اگر ;¬ 2 “p=‏ روشن است که 
و درآن ری بعد ر7 است. ا دیگر» اگر (a— aj) +b}‏ = رو که درآن ‘a;‏ رط 
اعدادی حقیقی‌اند و هدر آنگاه از قضيةٌ ۱۸ نتیجد می‌شود که 
det (I, —7;) = pji‏ 
و دراین‌حالت ری۲ بعد ۷ است. تابر اين از ]1 = . حال مي‌تسوانیم ار را با همین 
روش و با استفاده از مو لفه‌های او زيه ۲ تحت 7 هم محا سيه کنیم. . جون ۱ ۰۰۰ DP,‏ 
سازه‌های اول متمایزی هستند» از یکتا یی تز ي یه به سازه‌هاى اول ر نتیجه می شو د که 
دقیقاً ۸ مو لفةٌ او لية > > ۱) از 77/۲ تحت "7 وجود داد واين مو لفه‌هادامی‌توان 
ط ودی نمایه گذاری کرد “Pj‏ جندجمله‌ای مینیمال برای T;‏ تحدید "7 به 1۲ 
باشد. | کر ره -- وود DP;‏ انگاه رگره < ر 7 و ره < ر1 که در آن ر7 عملگر همانی 
روی 2 است. دراین‌حالت بدیهی است که و7 هم ارزیکانی با 7 است. اکر مانند بالا 
٩1۲‏ ۲(ره-- )درو آنگاه با استفاده از م وقضيةٌ ه ۲ دوباره می بینیم که ,7 هم‌ارز 
یکا نی با ر7 است. پس» بها رای هر [ دو با بة متعا مد يكة B; 3B;‏ بتر تیب برای ز 9۲۲ ,۷ 
وجود دار و به‌طوری که 
ار [Tig‏ 


حال گیر پم U‏ تبدیل حطی از 7 در yp’‏ باشد که‌هر Bj‏ رابروی ;8 می‌نگارد. دداین‌صودرت 
[ تبدیلی یکانی از ۲ بروی ۲۳۲ است و "۰707-۱-7 0 


فر مهای دو خطی 


۰ فرمهای دو خطی 


دراین فصل فرمهای دو عطی دوی فضاهای برداری با بعد متناهی را مورد بحث قسراد 
می‌دهیم. احتما لا خواننده بین برخحی ازمطا لب ومباحث دترمينانها ازفصل ۵ وموضوعهای: 
ضر بهای داخحلی وفرمها از فصل ۸ و فصل ٩‏ وجه تشا بھی مشاهده خواهد کرد. دابطةٌ بین 
فرمهای دو خحطی وضر بهای داخلی به‌وجه حاصی محکم است؛ بااسن وجود دراین فصل 
هیج يك ازمطا لب فصلهای ۸ یا ٩‏ دانسته فرض نمی شود. خواننده‌ای که با ضر بهای‌داحلی 
UAT‏ نباشد» حین مطالعهةٌ مبحث فرمهای دو عطی» کر ارات بخش فصل ۸ را مطا لعه کند 
احتمالا" بهره‌ای خواهد بر د. 

او لین بخش» فضای فر مهای دوخعلی روی يك فضای برداری (زبعدی را مورد بحث 
قراد می‌دهد. ماتریس يك‌فرم دوخطی درپايةً مر تب مفروضی معرفی دیکریختی بین فضای 
فرمها و فضای ما تر یسهای ۸ × بر بنیان گذ اشته می‌شود. ر تب يك فر مدوخطی تعریف می‌شود 
وفرمهای دوخطی ناتبهگون معرفی می‌شو ند. بخش دومبه بحث روی فرمهای دو عطی‌متقارن 
و قطری کردن آنها می پر دادد. بخش سوم فرمهای دوخطی متقارن کج را مورد بحث‌قراد 
می دهد . جهار مین بخش گروه حا فظ يك فرم دو عطی ناتبهکون را با تو جه خاصی سبت 
به گروههای متعامد» گروههای شبه‌متعامد» ويك گروه شبه‌تعامد خحاص- گروه لور نتس به بحث 
می گذ ار د. 


۷۲ فره‌های دد خطی 


تعریف. گیربم 7 فضایی بردادی برردی هیات ۶ باشد. بك فرم دوخطی دی 7 
قا بعی چون 7 است‌که بههرجفت عرقب اذ پردادهای ۾ د 8 دد 7 پك اسکالر (0 ,»)زر 
دد ۶ دا تخصیص دهد د در شرایط ژپر صدق کند. 


f (ca ar: B)=cf (o, 8)+ f (««, 8) 


f(ascB +B) =cf (a, B+ f(a, B0 ۰ )۱-۱۰( 


اگر فرض کنیم 1 × 7 مجموعهمةً جفتهای مرتب ازبردادهای واقع در 7رانشان 
دهد این تعر یف می تو | ند به‌شر حز پر هم بیان شوو: يكفرم دو خطی‌ روی/ تا بعی چون 4 از 
۷۷ دراست که به‌عنو انتا بعی ازهر يكا ز شناسه‌ها پش» با شرط ثا بت بودن دیگر ی»حطی 
با شد. و اضح‌است که تا بح‌صفر از ۲ × ۲ در ]فرمی دوحطی است. این بز در ست است که 
هر تر کیب خحطی از فر مهای دو خطی روی خو دفرمی دو خطی است. برای‌اثبات این‌مطلب. کافی 
است تر کیبا ت خی از نو عع ل ر را که‌در آن ر و چ فرمهایی دوخطی‌روی هستند در نظر 
بگیر یم. اثبات اینمطلب كهچ ل ره در(ه ۱-۱)صدق‌می کند» شبیه بسیاری ازاثباتهای‌دیگری 
است که قبلا " دیده‌ايم و ازاین‌رو آن‌را حذف می کنیم. همه اینمطا لب می تو اند با کَفتن اینکه 
مجموعة همه فرمهای دوخعلی روی ۲ زیرفضایی اهنت از فضای‌همة توابع‌ار 7× 7 در 7 
(مثال ۳ در فصل ۲ ) خحلاصه شو د. فضای فر مهای د و خحطی‌ ر وی ۲۷ رايا L(V, ٥, F)‏ نشان‌می‌دهیم. 

مثال .٩‏ گیریم يك فضای بردادی برروی هیأت ۴ باشد د 1 د)1 تا بعکهایی 
خحطی روی 7۲ باشند. 7 را با ضابطة 

J (a, 6( ع<‎ 1)0(1۷)۸۵( 

تعر یف می کنیم. ا گر 8 را ثا بت نگاه دادیم و را به‌عنو ان تابعی از ۾ محسوب کنیم» 
آنگاه چیزی جز مضر بی اسکا لری از تا بعك حطی 7 نخواهیم داشت. با ثا بت بودن 0 
گر مضر بی اسکا لری از بر است. پس» و اضح است که ار فرمی دوخطی روی 7 است. 

مثال ۴ فرض کنیم ۳ و 7 اعدادی صحیح مثبت باشند» و جر يك هیأت باشد. 7 
را فضای بر داړی همه ماتریسهای ۸× م" بر دوی جر و 4 دا ماتریس 0 <ثابتی برروی 
۴ می گیریم. تابح f‏ دا چنین تعریف م ی کنیم 

f a4(X, Y)= tr )2۲ ۸۲ (۰‏ 
دراین صورت  ,‏ فرمی دوخعطی روی ۲۷است. زیراء ا کر ¥» و 2 سه ما تریس ۸× ور 
برروی ۶ باشند» 
Y)=tr ])606 +۲2 (۳۸41۲ [‏ ,62-۲2 )بر 
tr (cX'AY)+ tr (Z AY)‏ = 
SEAL) YY) f 4Z, Y).‏ 


. فره‌های دوخطی ۴۶۳ 


دراینجا اداین مطلب که عمل تر انهش و تا بع رد حطی هستند استفاده شده است. شان‌دادن 
اينکه رز به‌عنوان تابعی از شناسۀ دومش حطی است ازاین هم ساده‌تر است. درحا لت 
خاص ١‏ = م ماتریس 1041۲ يك دريك» یعنی يك اسکالر است وفرم دوحطی چیزی‌جز 
A(X, ۲( << ۲‏ [ 
DAT);‏ 3 = 
٤‏ 
نیست. بزودی شان حو اهیم داد که هر فرم دوءطی روی فضای ماتریسهای ۱ < 7 ازاین 
نو ع است» یعنی به‌ازای ماتر یسی 7 ×۸ چون 4 پر ابر ز است. 
مثال ۳. گیریم ۴ یك هیأت باشد. می‌خواهیم همه فرمهای دوعطی دوی فضای 
۲ را ہیا ییسم. فر ضكنيم یسك چنین فرم دوعطی باشد. !گر ( × و )= و 
B= (Ys 29)‏ بردادهایی از F"‏ با شند» آنگاه 
f(a, B)= f (ue >, 8B)‏ 
af (e,8) Fax f (6, B8)‏ = 
=a (6, Fyre) Far (er, gyre)‏ 
AY (6, O) Fayre (6, 6۱( ۰۵۱۱ (6r, 6)‏ = 
ary (€, €):‏ 
پس» ‏ بەطو ر کامل توسط چھاراسکا لر (ر٤‏ ,رک رر4؛ بنا بر 
f(a, B= Ava ۱ 4۱۲۵3۲ 4۱۱ ۱‏ 
Al;‏ 3 = 
2 
تعیین می‌شو د. 
اگر × و ۲ ماتریسهای مختصات 6 د 6B‏ و 4 ماتریس ۲ × ۲ بادرایه‌های 
(ر> ,رع) ‏ = 4 = (ز ,4)1 باشد. آنگاه 
f(a, B)=XAY. )۲-۱۰(‏ 
در مثال ۲ مشاهده کردیم که ا گر4 ماتریسی ۲ × ۲ برروی 7 باشده آنگاه (۲-۱۰)فرمی 
دوخطی روی ۳۲ تعریف می کند. می بینیم کسه فرمهای دوخطی روی "زره دقیقاً آنهایسی 
هستند که از ما تریسی ۲ < ۲ طبق (۲-۱۰) به‌دست می آیند. 
بحث مثال ۳ را می‌توان برای تشریح همه فرمهای دوعطی روی یك فضای بردادی 
پا بعد متناهی تعمیم داد. گیریم یك فضای برداری با بعد متناهی برروی هیأت ٣‏ و 
(یبه,0,۰۰۰) < 9 پایةٌ مرتبی برای 7 باشد. فرض کنیم فرمی دوخطی‌دوی 7 باشد. 


۶۴ فرمهای دو خطی 


اگر 
at °°° Fay,‏ 0 و ما ۰ B=gya‏ 
بردادهایی از 7 باشند» آنگاه 
)8 ,مه )1 > (8 f(a,‏ 
)8 «ب0) Daf‏ = 
(ر۵رل 2 ef (a:‏ 2 ج 
J‏ 
egy (a, ay)‏ 3 = 
۳ 
اگرفرض کنیم (ره ,0 = A4,‏ آنگاه 
f(a, 8)= 2 24y:‏ 
X ‘AY ۰‏ = 
که در آن × و ۲ ماتریسهای مختصات ۵ و6 درپایۀ مر تب 8 هستند» پس» هرفرم دونحطی 
روی 7 به‌ازای ماتر یس × ی چون 24 بردوی ۲ اد نوع | 
(a, 8) < [a14 4181a )۳-۱۰(‏ [ 
است. بعکس» ا گر ما تر یس ۸ × ۸ی مانند 4 داده شده باشد» بسهو لت دیده می‌شود که 
(۳-۱۰) فرمی دوخطی چون f‏ دوی ۲ تعر یف می کند د (ر» ,)ا = ر4. 


تعریف. گیریم 7 پك فضای بردادی با بعد متناهی د (,ه ,۰۰۰ ,0) = پاپ 

مرتبی برای 7 باشد. اگر/ فرمی دتخطی ددی 17باشد. ماتریس ار در پايا مرتب 4عبارت 

است اذ ماتریسی 4یق ۸ ×۸ با ددایه‌های (ره ,»)ر = رر4. گاهی این ماتریس را با 
[Ff]‏ دشاین خواهيم داد. 


قضی ۰۱ گيريم يك فضای بردادی با بعد متناهی بردوی هیأت ۶ باشد. به‌ازای 
هرپایۂ مرتب 3 ا( 7 قابمی که بههرفر؟ ده خطی دوی 7 ماترپسق در پاي؟ مرتب 7 را 
خربوط سازد؛ یك پکرپختی ا(فضای (2 ,7 ,7.۲7 بردی فضای مافریسهای :7 × بردوی 
هبات ٣‏ است. 


اثبات. قبلا دیدیم که م [ /] +- ز تناظری يك‌به‌يك بین مجموعة فرمهای دوخطی 
روی 7 ومجموعۂ همه ماتریسهای ‏ × برروی ۲ است. اينکه این تناظر تبدیلی خحطی 
است» مطلیی است که به آسانی دیده می‌شوده زیر! به‌ازای هرز و ژ 


فرمهای دوخطی 6 ۶۶ 


(cf + ,)(ع‎ aj) = Cf )0« a;) + 2) ۰(ر0 «ر0‎ 


واین جیزی ليست جز 
O‏ ی(ع] و [7]»  <‏ (ع + [ef‏ 


نتیجه. اگر (به ,۰۰۰ ,0۰ < 9 پاي هرنبی برای 7 د (ی] ,۰۰۰ ل) = 8 
پایة ددگان برای "17 باشده آنگاه ۸۲ فرع ددحطی 


J (a, B= L(o)L,(B), KIS, ۱>( < 
n بوا پر‎ L(V, ۲, F) تشعین هي دهند . جویاه۰ داد‎ L(V, P, F) پاپهای راق فضاق‎ 


است. 

+یات. پایۀ دو گان (برر ,۰۰۰ ,4 اساسا بنابراين واقعیت که (»),[ (به‌ازذای 
هره دد 7) مین مختص ‏ دام > تعر یف می شو و. . حال توابع ری[ تعر یف 
شد و توسط 


L,(a)L;(8)‏ = )06 ,رن 
فرمهای دوخطی از نوع بررسی شده ددمثال ۱ هستند. | گر 


B= ya + kk + Ya, 2 a= 20, تتات‎ F20, 


© 
4 
اس 


(a, 8) =2 TY;‏ ل 


گیر یم گر فرمی دوخحطی دوی ۲ و 4 ماتریس ‏ درپایۀمر تب 9 باشد. دراین‌صورت 
(a, 8) = Air‏ [ 
که چیزی جز 
رطع ۶ 
نیست. اکنون و اضح است که ۲و« فرم ,ر ] پایه‌ای برای ( ,7 ,1)7 تشکیل می‌دهند. J‏ 


اثبات این نتیجه دا می‌توان به‌صودت ذیل هم بیان کرد. فرم دوخطی رر [ «یکة» 
ماتریسی اع راکه تنها در ایةٌ غیررصفرش يك ۱ درسطرز وستون از است» به‌عنوان‌ما تریس 
حود ور پایةٌ مرتب 9 دادد. چون این یکه‌های ماتریسی پایه‌ای برای فضای ماتر یسهای 
7 بنا می‌کنند» فرمهای رر 7 یك پایه برای فضای فرمهای دوخطی تشکیل می‌دهند. 

مفهو م ما تريس يك فر م دوعطی در يك پايةٌ مر تب » مشا به با مفهو م ما تر یس يك‌عملگر 

ی دد يك پا يه مر تب است. درست نظ رعملگرهای حملی؛ علا قه‌مندیم تغییر ات حاصل 
در e‏ مايش يك فرم دوعطی را هنگامی که پا يه مر تبی به پا يه مر تب دیکر ی تغییر 


۶۶ فر مهای دو خطی 


می‌یا بد بدانیم. لذا فرض می کنیم (به ,۰۰۰ ,0) =8 د (ږه ,۰۰۰ ,)= 9 دو 
پایةٌ مرتب برای 7 و 7 فرمی دوخطی روی ۲ باشد. ماتریسهای ې[ [] و و[ [] چه 
رابطه‌ای با یکدیگردار ند؟ حوب ۲P‏ دا ما تریس ۸ ×۸ (معکوس‌پذیری) می گیر یم کسه 
به‌از ای هره در ۲ 
به‌ییان دیگر› ‏ دا به‌وسیلةً 

aj = 2, زر‎ 


تعر یف می کنیم. به‌از ای هردو برداد ۾ و 6 دد ۲ 


f(a, 8) = [alal flal Bla 


= (Pala) laP[Bl a: 

= )و [ه]‎ {f lg PB] q:: 
بنا بر تعر یف و یکتایی ماتریسی که دا درپایةٌ مر تب ' نمایش می‌دهد با ید داشته‌باشیم‎ 
] ۰و[ ]۳ = بو[‎ )۴-۱۰( 


مثال ۰۴ گیریم 7 فضای بردادی ۸۲ باشد. فرض می کنیم آرفرمی دوخطی باشد 
که روی )0 SR‏ و ۷ 3-۳ بنا پر 


f(a, B= yg Faye Farry Fay 


تعر یف شود. دراین صورت 


۱ ۱ ۱ ۸ 
f(a, B)= [zz] 
۱ | ۲ 


و لذا ماتریس 7 درپایة مرتب استانده (:> ,ع) < 9 عبارت است از 


۱ ۱ 
۱ ]در 
۱ ۱ 


فرض م یکنیسم }6 :46 = ۲ پایةٌ مسر تب تعریف شده تسوسط (۱ --,۱) عم و 
)۱ ,)= باشد. در این حالت ما تریس م که مختصات را از ۲ به 9 تغییر می‌دهد 
عبادت است از 


فرمهای دوخطی ۴۶۷ 


۱ ۱ 
P=‏ 
۱ س 
سس 
و[ ]۳ عد مر[ | 
۱ ۱ ۱ ۱ ست ۱ 
۱ ۷ مسب ۱ ۱ ۱ ۱ 
۲ 0 | سس ۱ 
o ۲‏ ۱ ۱ 
O 0‏ 
= 


معنی این نمایش ماتریسی آن است که ا گر بردارهای ۾ و 8 را به‌وسیلۀ مختصاتشان در 
پاي 9 همچون 
ود کزس امه 
بیان کنیم آنگاه 
f(a, 8( = ۳‏ 

تیجه‌ ای از فرمول تغییر پا يه (۴-۱۰) مطلب زير است: 
اگر 4 و 8 ماتریسهایی ۸ × م باشند که فرم دوحطی مشخصی روی ۲ را در (احتما لا") 
پایه‌های مر تب مختلفی نمایش دهند آنگاه 4 و 8 دارای يك ر ته هستند. زیر ا» اگر ٥‏ 
ما تریس ۸ × ۸ معکوس‌پذیری باشد و طهم اهر = ول بدیهی است که 4 و 8 دادای یك 
ر تبه هستند. این مطلب به‌ماامکان می‌دهد که رتبة يك فرم دوخطی روی 7۲ را به‌عنوان دتبة 
هرماتریسی که آن فرم دا ددپاية مر تبی برای 7 نمایش می‌دهد» تعر یف کنیم. 

بهتر است تعر یفی طبیعی تر برای ر ية يك فرم دوعطی ارائه کنیم. این کار ر امی‌توان 
به‌شر ح زیر انجام داد: فرض کنیم فرمی دوخطی روی فضای برداری 7 باشد. اگسر 
برداری چون ۾ را در ۲ ثابت نگه داریم آنگاه (8 ,)7 به عنوان تابعی اذ 8 عطی 
است. بدین طریق؛ هر ی ٿا بت» تا بعکی تحطی ردی ۲ تعیین می کند. این تا بعك حطی را 
با L,(a)‏ شان می‌دهیم . حلاصه می کنیم: اکر ۵ برداد دلخواهی از 7 باشد» آنگاه 
(»), ۲1ن تا بعك خحطی روی 7 است که مقدار آن روی هر برداد 8 برابر (8 ,»)ر است. 
این مطلب تبدیلی چون (»),1 + بو از 7 در فضای دو گان "7 را به‌دست می‌دهد.چون 


۳۶۸ فرمهای دو خطی 


f (ca Far, B)=cf (a, B)+ f (ax, 8)‏ 
می بینیم که 
را( L,(ca Far) =cL,(a‏ 
یعنی ۰ #۳ تبدیلی حطی از ۲ در ۳ است. 
به طر یقی مشا به» گر تبدیلی خطی چون ,۸ از 7 در ”7 را تعیین می کند. به‌ازای 


هر 8 ثابتی از 7 )8 J (a,‏ به‌عنو ان تا بعی از ي حطی است. R,(B)‏ را آن تا بعك خطی 
روی ۲ تعریف می کنیم که مقدار آن دوی برداد ۵ برابر (8 J (a,‏ باشد. 


قضیة ۰۳ گبرپم ر فرمی دوخطی ددی فضای پردادی بعد متناهی/1 پاشد. فرض‌کنيم 
م تبدیلها ی خطی ۱ در" تعربف‌شده قوسط (0()۵/, ۸) = (8,») f‏ = (0()/۵) .1 
باشند. دراپی صودت دت (م) = دت (1)۔ 

البات. می توان اثبا تی «مستقل ازمختصات» برای این قضیة ار ائه داد. چنین اثباتی 
شبیه به‌اثبات این مطلب (دربخش ۷.۳) است که ر تب سطری هرما تریس برابر د تبةستونی 
آن است. لذا دراینجا اثباتی راعرضه می کنیم که با انتخاب يك دستگاه مختصات (پایه) 
به پیش می رود وسیس از قضیة «ر تبه سطری برابر رتب ستونی است» استفاده می‌شود. 

برای اینکه» ثا بت کنیم ر تبه )R,(‏ = د تبة (£)» کافی است ئا بت کنیم که RIL,‏ 
دارای پوجی مساوی هستند. گیریم 8 پاي مر تبی برای ۷ باشد و ۾[ .A=] f‏ ا گر Bı«‏ 
دو بسردار در 7 با ماتریسهای مختصات × و در پاية مر تب 9 باشند آنسگاه 
۵۷ ¥ س (0 ,0) . حالہ = R,(8B)‏ بد ین‌معنی است که به از ای‌هر ۾ در » ه = (0,0) ‘f‏ 
یعنی» به‌ازای هر ما تریسی ۱ 7 جون ۰2 .X AY =o‏ شر ایط اخیر جیزی جز ه = مر 
نیست. بنا براین» پوچی ,۸ برابر است با بعد نضای جوابهای ه = 4۲. 

به‌طور مشا به ه = (1)0 اگر و تنها اگر به‌ازای هر ماتریسی ۱( چون 
Ay as Yy‏ پس ۰ در فضای وج L,‏ است اگر و تنها اگر =4 یعنی » 
ET‏ بنا بر این پو چی مرآ برابر است با بعد فضای جوابهای ه = × '4. جسون 
ما تر یسهای 4 و 4 دارای رتبه‌های ستونی مساوی هستند» می بینیم که 


O‏ .پوچی (,۸) = پو چی(,,1) 


تعریف. اگر ر فرمی ددخطی ردی‌فف ای بعد متناهی 17 ہاشد د تب ر عبارت‌استا( 
عدد صحیح ۲ = رق )R,(‏ = دک (L,)‏ 


نیج ۰۱ رة هرفرم ددخطی برابر است با دتبكٌ مائویس آدذ فر ددهرپاية عرتب. 


نتیجه ۰.۳ اگر کر فرمی ددخعطی ردق فضای بردادي ر بعدی 7 باشد. احکا) زیر 
هم«( هسنند: 


فرمهای دوخطی ۲۶٩‏ 


(الف) ”= دنه ( [). 

(ب) بها (اق هرپردار غېرصفر ۾ دد ۰۲ یی در 7 دجود داددکه f(a, 8B)‏ 

(ب) بها ذاق هرپرداد غیرصفر 8 دد ۰7 »یی دد 7 دجود داددکه هل(8 ,») . 

اثبات. حکم (ب) چیزی جز این نیست که فضای پوچ ,1 زیر فضای صفر است. 
حکم (ب) نیز حا کی است که فضای پوج ,1 ذیرفضای صفر است. تبدیلهای حطی SL,‏ 
R,‏ دار ای پو چی ه هستند اگر و تنها اک دارای رتبةً م باشند؛ یعنی ا کر و تنها اکر 
O (f) =n‏ 


تعریف. فرمی دوخحطی چون / دق پك فضای برداری 7 نا تبهگون (یا نامنفرد) 
نامیده می‌شود. هرگاه درشرایط (ب) د (ب) نیج ۲ صد کند. 


ار ۲ با رول متناهی با شد» آنگاه ناتبهگون ات به‌شر طط آنکه 4 دریکی ار 
سه‌شرط نتیجهً ۲ صدق کند. بخصوص ‏ انبهگون (نامنفرد) است اگر وتنها اگر ما تریس 
آن در (هر) پا يه مر تبی برای ۲ يك ما تریس نامنفرد پاشد. 


مثال ۰۵ گیریم ”۸ = ۲ و اگ فرمی دوخطی باشد که به‌اذای (,2 ,۰۰۰ ,)= » 

د( ,۰۰۰ )=8 توسط 
مب ۰۰۰ f(a, Baa gt‏ 
تعر یف می‌شود. دداین‌صورت ‏ يك فرم دوخطی ناتبهگون روی "۸ است. ماتدریس ر 
در پایۂ مر تب استانده عبادت است‌از ما تریس همانی ۸ × 2: 
J(X, ۲ (< ۲‏ 

این » معمولا" ضرب نقطه‌ای (یا اسکالری) نامیده می‌شود. خواننده احتمالا" با این فرم 
دونحطی» دست کم درحالت ۳ کم آشنا باشد. ازنظر هندسی» عدد )6 J (a,‏ عباردت 
است‌از حساصل‌ضرب طول » ددطول 8 در کسینوس زاویة بین » و ۰/۵ بخصوص» 
f(a, B)=o‏ اگر وتنها اگر بردارهای ې و 6 متعامد (عمودبرهم) با شند. 


مر ین 


۱ كداميك ازتوابع [ در زیر تعریف‌شده روی‌بردادها ی(20۷ ,)0و( ,)=8 
در ۲ فرمهایی دوحطی هستند؟ 


(الف) ۱ =(6 ,0) . 

f(a, 8B) < (ب) ۷ ۱(۲-- ,ظ)‎ 

(ب) کر ,)=( و + )= (۵ ,ع) . 
)ك( سوه( f(a,‏ 


۷۰ فرمهای دو خطی 


۳ فرض کنید ‏ فرمی دوعطی ردی ۲ تعریف شده توسط 
 )), YJ’ (ew y)a Fara‏ 
باشد. ماتریس ‏ را درهريك از پایه‌های زیر بیا بید: 
o), (o, 1)}, ))۱, —1), )۱: ۱((۰ 46۱, ۲(, )۳, ۴((۰‏ ۱۰)) 
۳ فرض کنید 7 فضای همه ماتریسهای ۲<۳ برروی ۸ و [ فرمی دوخطی دوی ۲ 
تعر یف شده توسط ( ۸4۲ 2۳) ۲ <( ۲ ,)۴ باشد و 


۲ ۱ 
ِ سس پم 
۴ ۳ 
مطلوب است ماتریس ‏ در پاي مر تب 
(E, EY, Er, EF!, EY, E}‏ 


که در آن ع ماتریسی است که تنها دد ای غیر صفرش يك ! درسطر ز و ستونز است. 


۴ همه فرمهای دوعطی ‏ روی ۳ دا با این خاصیت که به ازای هر ۾ و 8 
f)», 8)=  )۰ 0)‏ به‌طو در صریح تو صیف کنید. 


۵ فرمهای دوخطی‌روی ۸۲ راکه به‌ازای‌همةً مها و ۵ ها دد (» ,8) f‏ -— < (0.۵8)گ 
صدق می کنند توصیت کنید. 


۶ فرض کنیدرر عددی صحیح مثبتو 7 فضای هم ما تریسهای 7 < 7۱ برروی هیأت اعداد 
مختلط باشد. نشان‌دهید معا و له 


f(4, B)=ntr(A4B)—tr (A4) tr (B) 
فرمی دوخطی چون ر دروی 7 تعریف می کند. آیا این درست است که به‌ازای هر‎ 
۱ F(A, B)= f(B, A4) 8 و‎ A 


۷ فرض کنید ‏ فرم دوعطی تعریف شده در تمرین۶ باشد. شان‌دهید که ر تبهگون (غیر 
ناتبهگون) است. فرض کنید ,۲ زیرفضایی از 7 متشکل‌از ماتریسهای با رد ه و ار 
تحدید ز روی ,7 باشد. نشان دهیدکه ,کر ناتبهگون است. 


۰۸ فر ض کنید ار فرم دوخطی تعریف شده درتمرین ۶ و ۲ زیر فضای 7 متشکل‌از همه 
ماتزیسهای 4 باشد که ه = (4) ۱۳ و 4 -- = "4(4 تسرانهادة مزدوج 4 است). 
تحدید [ روی Vr‏ را با ۲ نشان می‌دهیم. ئا بت کنیك که گر معین منفی است» یعنی 
به‌ازای هر 4 غیر صفر دد ,۰۲ ۸4(>۰ ,)۱ 


فرمهای دو خطی متقارن ۴۷١‏ 


٩‏ ۰ فرض کنید ][فرم دوخحطی تعریت شده در تمرین ۶ باشد. فرض کنید 7 مجموعةٌ همه 
ماتریسهای 4 در 7 باشد که به‌ازای هر ۰8 ه = (8 ,۸). نشان دهید 17 زیر فضا یی 


٥‏ فرض کنید [ فرمی دوخطی روی يك فضای برداری بعد متناهی ۲ و 1۲ زیر نضای 
متشکل از همه 8ھايى باشد که به‌از ای هر ۵» ه f(a, p=‏ شان د هید 


.بعد (77) سب بعد (۲۷) = ر تبهةً () 


این نتیحه ترجه تمرین ٩‏ را به‌ کار گر ید ۳ ر تب فرم د وحطی تعر یف شده در تمر ین 


٩‏ فرض کنید [فرمی دوعطی روی یك فضای برداری بعد متناهی ۲ باشد. فرض کنید 
,7 ذیرفضایی از 7۲ باشد با این حاصیت که تحدید ‏ دوی 7 ناتبهگون است. 
نشان دهید بعد (,۲) < رتبة (]). 


4 فر ض کنید ۸ و 4 فرمهایی دوعطی رو ی بك فضا ی بردادی بعدم‌تناهی ۲ با شند. 
فر ض کنید چ تامنفر و باشد. نشان دهید که عملگر های خطی یکنایی چون ,7۰7 
روی 7۲ وجود وارند که به‌ازای هري و 8 


[ (a, ۵( < 7)ع‎ ۵, B)= g(a. TB): 


۳ نشان دهید که | گر چمنفرو باشد» لزومانتيجهٌ به‌دست آمدة در تمرین ۱۲ ددست‌نیست. 


۴ فرض کنید [فرمی دو حطی دزی يك فضای برداری بعد متناهی 7 باشد. نشان دهید 
] می‌تواند به‌صورت حاصل‌ضر بی از دو تابعك خحطی بیان شود (یعنی به‌اذای ,1 
و L>»‏ دد *۲ L,)»(L,)6(‏ =(8 ,0)) اگروتنها اگر ر دارای رتبة ۱ باشد. 


..٥‏ فرمهای دو خطی مستقارن 

هدف اصلی این بخش» پا سخگو یی بەس ۇ ال ر یر است: | گر [فرمی دو ععطی روی فضای 
بر دادی بعد متناهی ۲ با شد» چهو فت باية مر تبی چون 9 برای 7 وجود دارد که در آن 
۳ تو سط ماتر یسی قطر ی نمایش داده می‌شرد؟ ٿا بت می کنیم که این امر امکان پذ یر است 
اگروتنها اگر زفرم دوخطی مقار نی باشد. یعنی (» ,8) / = (0 ,»)/. قضیه تنها وقتی 
ثا بت می شود که هیأأت اسکا ری سر شت‌نمای صفر داشته با شد» بد ین معنی که | کی 1 عدد 
صحیح مثبتی باشد» مجموع لب ۰۰۰ ۱1 (۸باد) در ار صفر نباشد. 


تعر یف گبريم فرمی دوحعطی ردی فضای بردادی 7 باشد. گویم ر متقارن ۱است 


۷۲ فره‌های دو خطی 


هرگاه بهازاق همه بردادهای ۰۵ 8 دد ۲ (۵ ,8) / =(8 ۵) . 


اگر 7 با بعد متناهی باشد» فرم دوخطی ‏ متقادن است اگروتنها اگر ما تریس آن» 
۸4 دديك (یا هر) پایةٌ مر تب» متقارن باشد: م = ر. برای اثبات این مطلب» با ید بر دسی 
کنیم که چە و قت فرم دوعطی 
۲ << (۲ ,)۳ 
متقادن است. این قرم متقادن است | کرو تنها | کر به‌از ای همه ما تر یسهای ستونی × و ۲ 
۲( -- 4¥ ۲. چون 4۲ ماتریسی يك در يك است. دادیم ۲۳*۸۸6 -< ۸4۲ 2. 
پس» ‏ متقارن است اگروتنها | گر به‌از ای هر و ¥ ۲۲۸4 = ×'۲'4. واضح است 
که این دقیقاً بدین‌معنی است که ام د 4. بخصو ص»؛ بايد تو جه کرد که ا گر پاية مر تبی 
برای ۷ وجود داشته باشد» که در آن ر توسط ماتریسی قطری نمایش داده شود» آنگاه 
گر متقارن است؛ زیر ا هرما تر یس قطری يك ماتر یس متقادن است. 
اگر ‏ فرم دوخطی متقارنی باشد, قرم درج دوم وابسته به 7 عبادت است از 
تا بع ې از ۲ در ۳ تعریف شده توسط 
f (a, a).‏ < (9)0 
اگر ‏ زیرهیأتی از اعداد مختلط باشد» فرم دوخطی متقارن ‏ به‌طنورکامل توسط فرم 
در جۀ دوم و ابسته‌اش طبق اتحاد قطبی 
۱ ۱ 
)4-1( )8 )وچ( )یپ f(a, B=‏ 
تعیین می‌شود. اثبات (۵-۱۰) محاسیه‌ ای عادی است که 0 را حداف می کنیم. ا گر [فرم 
در جۀ دوم ضرب نقطه‌ای درمثال ۵ باشد» فر م در حه دوم واسته به‌آن عبادت است از 
rasa ‘°°° Fag.‏ ,)9 
به بیان دیگر» (»)ې مجذور طول » است. برای فرم دوخحطی 4¥ '× =(۲ ,× )ړا فرم 
درجة دوم وابسته عبارت است از 


6 ,)2( = X‘ AX = DT 
زو‎ 


یکی از رده‌های مهم فرمهای دوخطی متقارن» رده ضر بهای داخحلی روی فضاهای 
بر داری حقیقی‌هستند که در فصل ۸موردبحث قر ار گرفت. | گر 7 يك فضای بردادی حقیقی 
باشدء بك ضرب داخلی روی ۲ فرم دوعطی متقادنی چون 7 دوی ۲ است که در شرط 
(۶-۱۰) هر گاه ه چیه ۰ ۰ << (» ,»)ر ۱ 
صدق می کند. هرفرم دوخطی که در (۶-۱۰) صدق کند. معین مثبت نامیسده می‌شود. پس؛ 
هرضرب داخلی روی يك فضای بردادی حقیقی» يك فرم دو عطی متقادن معین مثبت دوی 


فر مهای دو خطی متقارن ۲۷۳ 


آن فضاست. توجه کنید که هرضرب‌داخلی ناتبهگون است. دو برداد » و8 نسیت به‌ضرب 
داخلی f‏ متعامد نامیده می شو ند» هر گاه 0 =(68 .f(a,‏ فر مدر جةدوم )0 f(a,‏ << (0) 
تنها مقا ر یر نامنفی را می‌بد یرد و )»)4 غالبا به‌عنوان مجذور طول 6 در نظر گر فته می‌شو د. 
بدیهی است که مفاهیم طول وتعامد از مهمتر ین مثال ضر بهای دانعلی- ضرب نقطه‌ای در 
مثال ۵ب ر يشه می گر ند. 

اگر [فرم دوخطی متقار نی روی يك فضای بردادی ۲ باشد» مناسب است بر خی 
از اصطلاحات ضر بهای داحلی را برای J‏ مم به کار ببر یم بو يزه مناسب است بگوییم 
که 0 و 0 نسبت به ر متعا مدند‌هر گاه 0 ك8 .f (a,‏ مصلحت نیست که )0 J (a,‏ به عنو آن 
مجذود طول 4 در نظر گر فته شو د؛ رای مثال | گر 4 بك فضای بردادی مختلط باشد» 
ممکن است داشته باشیم ۹ن = (0 J (a,‏ یا زوی یك فضای بر داری حقیقی داشته 
باشیم ۲ - = (» ,0) ]. 

اکنون به‌قضية اساسی این بخش می پر داد یم. در حواندن اثبات» تجسم حالت‌خحاصی 
که در آن 7 یك فضای برداری حقیقی و ضر بی داخعلی روی ۳ باشد به‌خو اننده كمك 


قضیا ۰۳ فرض کئیم 7 یك فضای بردادی با بەد متلاهی برروی هیأمی با سرشت. 
نماق صفر و رفر6 دوخعطی منفادنی ددی 7 باشد. در اپی صورت پا مرتبی براق 7 
وجود دادد که درا کر توسط عاثرپسی قطری نماي داده می‌شود. 

اثبات. آنچه راکه بايد بيا بیم پا يه مر تبی چون 


B= 40 ۰۰۰, O} 


است که به‌ازای دز ه = (ره ,ب۵). اگر =٥‏ گا یا ۱ = م قضیه به‌طور بدیهی 
درست است. پس می توان فرض کر د که وگو زر و ۱ <ر 1. اک به‌ازای هره در ۲۷ 
ه =( ,)7 فرم درجۀ دوم وابستۀ ۾ متحدا ه است و اتحاد قطبی (۵-۱۰) نشان 
هیدهد که ه = [. پس در ۲ بردادی چون ې وجود داد دږ که ه f(a, ») = g(a)‏ 
گیر یم 7 زیر فضایی يك بعدی از 7 باشد که توسط ۾ پدید می‌آید و 7 مجموعة همه 
بر دارهای 8 در ۲ که ه =(8 ,ه)/. اکنون ادعا می‌کنیم که 6۲7 ¥= ۲. به‌طسور 
یقین زیر فضاهای ۲۷ و +۷ مستقل هستند. يك بردار نمونه دد ۷ 60 است که در آن ع 
يك اسکا لر است. ار ۾ در 17 نیز باشد آنگاه ه = (۵ ,)6 (۰۵ ,60 
ولی ۰چ( ,»)اء پس ه <ع. همچنین» هر برداد در ۷ مجموع بردادی در ۷ و 
بردار ی در ۲۷ است. ذیر اه فرض کنیم ۷ بردادی دلخواه در 7 باشد» قرارمی‌دهیم 

ی وتان 

fara) 


دراین‌صورت 


۴ فرمهای دو خطی 


رم سر(« f(a,‏ 


و چون ۲ متقادن است» ه = (8 ,0). پس» ۵ در زیر فضای ا ۳ قراردادد. عبارت 


نشان می‌دهد که 4-۷ 7= ۲ . 

تحدید 7 روی 71[ يك فرم دوخعطی متقادن روی +17 است. چون +7 داد ای 
بعد (۱-) است می‌تسوانيم بنا به استقرا فرض کنیم که 17 دادای پایسه‌ای چون 
Qa}‏ وه 0 است که 


f (Qs aj) =o, iji < ۲۰ j2Y) 
با قراردادن 0 = »» پایه‌ای چون (به ,0,۰۰۰ برای 7 به‌دست می آید و به ازای‎ 
۱ O1 ۰ f); زا دادیم ۰ < (به‎ 


نتیجه. گپربم زير هیأنی از اعداد مختلط د ۸4 ماتربس ۸ × ۸ متقا(نی برردی ۶٣‏ 
باشد. دراپی صورت مافردنی ۸ × 17 معکوس پذپری چون ۶ بردوی ۴ دجود داددکه ۳٩۸4‏ 
قطری است. 


درحالتی که جر هیأات اعداد حقیقی با شد» ما تریس معکوس پذیر ۲ در این نتیجه را 
می‌توان ماتریسی متعامد انتخاب کرد. بدین معنی که ۱ = اط. به بیان دیگر » اگر 4 
يك ماتریس × م متقارن حقیقی باشد» یك ما تریس متعامد حقیقی چون ۲ وجود دارد که 
P‘AP‏ قطر ی است؟ لکن» ان مطلب به ھچ وجه ار آ نچه در بالا اجام شلد آشکار يست 
(فصل ۸ دا ببینید). 


قضیة ۰۴ گیریم 7 يك ذضای بردادی با بعد عتناهی برردی هیأت اعداد مخنلط 
باشد. فرض کم ار فر دد خطی متقارنی ددی 7 با رة ر باشد. دداین جودت برای 7 
پابة مرثبی چول ( ,0 ,0,۰۰۰ = وجود داردکه 
(۱) ماتریی ر در پاي مرنب 57فطری است 
oF‏ 0 ۰ << [ و۱ 


J ]رن «رق)‎ ۱ ۱ (+) 
°٥, ح٣‎ 


اثبات. بنابر قضيةٌ ۳ پاية مر تبی چون ( یه ,هه 0 برای 7 وجود دارد که 


به ازای یدز o‏ = (ربه f (a,‏ 


فر مهای دو خطی منقارن ۴۷۵ 


چون ‏ دادای رتبة م است» رتب ماتریس آن در پسایة مسر تب لیم ,۰۰۰ ,0) نیز ۲ 
است. . پس» به‌ازای دقیفاً م مقدار ار باید داشة شمه باشیم 2۰( ره «ر0) f‏ . با تغییر تر تیب 
بردار های ره » می توان فرض کرد که 


J (aj: ajo, [ <۱, ۰۰ موه‎ 

اکنون از این داقعیت استفاده می کنیم که هیأت اسکا لرها همان هیأت اعداد مختلط است. 
اگر (په زرم ,)۶۴ / نشانگر یکی از دیشه‌های دوم (جذر) مختلط (زه ,رم) باشد و اگر 

قر ار دهیم 

۱ 
ly, °“,‏ « 6 سح 
jr‏ وه 
آنگاه پایة ,8 ,۰۰۰ ,8 شرایط (۱) و (۲) دا ارضا می کند. ‏ 

بدیهی است» در صو د تی که هیأت اسکا ری زیر هیا تی از اعداد مختلط باشد كەدر 
آن هر عنصرش ريشة دومی داشته باشد» قضيةً ۴ باز هم معتبر است. این قضبه مثلا" و قتی که 
هیأت اسکا لری هیأت اعداد حقیقی باشد» معتبر نیست. دوی هیأت اعداد حقیقی بجای 


قضية ۴ قضية زیر دا داریم. 


قضیا ۰۵ گیریم 7 پك فضای بردادی 7 بعدی برردی هیأت اعداد حقبقی د ز فر 
دوخطی مدقار نی‌ددی 7 بارنبهُ ر باشد. دداین صورت پاپ مرتبی‌چود؛ (,۵۷۰۰۰۰۰۵/ ۰:) 
براق ۲ وجرد داددکه در ف مافریی زر فطرق است 


f(8; B= +1, [ << ۱, و۰۰۰‎ Fr 


بعلاوه تعداد بردادهای پایه‌ای ر68 که به اذاي آنا ۱ = (ر8 ٣)8,‏ حستفل از ۱نتخاب 


پا په است. 
اثبات. پایه‌ای چون (مه ,۰۰۰ ,,0) برای 7 وجود دارد که 
i#j‏ ,ه ع< (ره f(a‏ 
f (ay, aj), \<KjKr‏ 
f(a, aj)= o, j>r-‏ 


"a; ۱ > >‏ 7 |(ره 8B, = | f(a;‏ 
۰ < رز .ره < رق 


۷۶ فرمهای دوخطی 


آنگاه (,6 ,۰۰۰ ) پایه‌ای است با خواص مطلوب. 
گیریم م تعداد بردارهای پایه‌ای ,8 باشدکه به‌ازای آنها ۱ = (ر8 ,ر6)؛ باید 
نشان دهیم که عدد م مستقل ار پا يه حاصی است که ما آن را بر گز یده‌ايم و در شرایط 
مذ کور صدق می کند. گیر یم pt‏ زیرفضایی از ۳ باشد که تو سط بردارهای پایه‌ای ;8 با 
شرط ۱ = (ر8 ,)7 پدید می آید» و 77 زیرفضای پدید آمده توسط بردادهای پایه‌ای 
,8 باشدکه به‌ازای آنها ۱-- <(ر6 ,ر). حال بعد (۲۲) = م › پس باید یکتا بودن 
بعد 7۲ را ثابت کنیم. بسهو لت دیده می‌شود که اگر ۵ بسردار غیر صفر ی از 7٣‏ باشد 
آنگاه <<( ,0۵) 7 به بیان‌دیگ گر روی زیرفضای ۲۷۲ معین‌مثبت است. به‌طو رمشا به» 
اگر بو برداری غیرصفر اذ ۲ باشد. آنگاه >( ,)7 یعنی ز دوی ذیر فضای 7 
معین منفی است. حال گیر یم 7[ زیر فضای دید آمده توسط بردادهای پایه‌ای B;‏ اشد 
که به از ای آنها 0 =);8 .f(B;‏ | کر ۾ در ۳۲71 باشد» آیگاه به‌از ای هسر 1 در ۳ 
f(a, 8B) = ۰‏ . 
چون ,8 ,۰۰۰ 8) پایه‌ای برای ۲ است» دادیم 
۵۲۰ ۵۲۲ ۷۲ -< ۲ 
علاوه‌بر این !دعا می کنیم که اگر 17 زذیرفضایی از ۲ باشد کسه روی آن گر معین مثبت 
است» آنگاه زیر فضاهای ۰۲۷ ۲۰و +۲ مستقل هستند. زیر اه فر ض کنیم» و در ۲۲ 
8B‏ در ۰۲۰ و ۷ در ط 7 و ه < 8+ 0. دد این‌صودت 
o= f(a, a +BHFY)= f(a, a) Ff (a, B+ f(a, ¥)‏ 
f(B.a+B+Y)= f(B. a FI(B, BPFLf(B, ¥) ۰‏ = ه 
چون ۷ در +۲ است ه =( ,8)/ =( ,)7 ؛ و چون 7 متقارن است» دادیم 
f(a, a)+ f(a, ۸۵(‏ = ه 
o= f(8, B)+f (a, 8B)‏ 
پس» (8 ,۶)8 =( ,ه) ]۰ چون ۰ <( f)»,‏ د ۰ >(8 ,7)0 نتیجه می گیریم که 
f(a, a)= I(8, B) =° `‏ 
ولی 7 دوی 7 معین مثبت است و دروی ۲ معین منفی. نتیجه اینکه ه =8 که و از 
این‌رو ۷ نیز برابر صفر است. 
چون 
6۵7 ۰ 65۲ ۲۲ -- ۲ 


و ۰۲۷ ۰۲ و 7 مستقل هستند دیده می‌شود که بعد (7۳) > بعد (۲۷) یعنی اگر 1۷ 
زیرفضایی از 7 باشد که روی آن ‏ معین مثبت است» بعد ۲۷ نمی‌تو اند از بعد ۲7۲ تجاوز 


فر مهای دوخطی منقارن ۴۷۷ 


کند. اگر ,9 پاي مرتب دیگری برای 7 باشد و درشرایط قضیه صدق کند» زیر فضاهای 
متناظر 24 1 ۳ ۵ و vt‏ را حواهیم داشت ؛ و استدلال بالا شان مسی‌دهد که 
بعد( 7( > بعد(). با و ارو نه کردن استدلال بعد( 7) > بعد (*7۳) رابه‌دست‌می آور یم 
و نتیجتا 

O‏ .بعد( /7) = بعد() 


باید نکات چندی را در رابطه با پا يه B„}‏ ان 0 درقضیة ۵ و زیرفضاهای 
وا پستة WT pF‏ ولس متذ کر شو یم. ابتدا» 3 کنید که py‏ ددست همان زریرفضای 
بردادهایی است که برهمة ۲7 «عمود» هستند. قریباً توضیح دادیم که 7۲1 مشمول ددایسن 
زیر فضاست؛ اما 

دتا( )= بعد( 7) = ( بعد( )+ مد (۳۴)) بعد( 7) = مد( ) 
لذ هر بر دار :0 که به‌ازای هسر 8B‏ داشته باشیم J (a, 686()= o‏ باید ور yt‏ باشد. پس 
زیر فضای py‏ یکتاست. زیر فضاهای prt‏ و ۳ یکتا فیستند ؟ اما ابعاد آنها یکتا هستنك. 
اثبات قضیةٌ ۵ نشان می‌دهد که بعد (7۳) برابر است بابزر گترین بعد ممکن زیرفضاهایی 
که روی آنها 7 معین مثبت است. به‌طور مشا به بعد( ۰ ۲) برابر است با بزر کترین بعد 
ز یر فضا ها یی که رودی آنها ۳ معین منفی ایض بدیهی است که 
رب( بعد (7 )ل بعد (+7) 
عدد 
بعد ( 7 ۲)- بعد (۲۲) 

غا لیا نشان کر نامیده می شو د. دلیل معر فی این اصطلاح این است که ایعاد ۳۲٩۲‏ و ۳ از 
روی دتبةً ر ونشان f‏ بسهو لت تعیین می‌شو ند. 

شاید بهتر باشد در بارة رابطة بین فرمهای دوعطی متقادن روی فضاهای برداری 
حقیقی وضر بهای‌دا خلی بهنکتة دیگری‌هم اشاره کنیم. فرض کنیم 7 يك فضای‌بردادی‌حقیقی 
با بعد متناهی و ,۲,۰۲۰ زیرفضاهایی از 7 باشن د که 

۱۷۵ ۷< ۲ 
فرض کنیم , ضر بی داخلی دوی ,۲و م ر ضربی داخلی دوی ,7 باشد. دداین‌صورت 
می تو انیم فرم دوخطی متقارنی چون ‏ دوی ۲ به‌شرح زیر تعریف کنیم: اگر ۾ و 8 
بردادهایی از ۳ باشند» آنگاه به‌از ای j‏ 2 راهایی از 7 می توان نوشت 
a=a tartar‏ و بم 66 "B=‏ 


یر 


گیریم 
f(a, B)= f (ay, ۵( - ۰ 8):‏ 


۷۸ فرمهای دو خطی 


برای گر زیرفضای +7 عبارت خواهد بود از 7 برای گر 7 يك 7۲ مناسب است و / 
يك 77 مناسب. يك قسمت از حکم قضيةٌ ۵ این است که هرفرم دوخطی متقارن روی 7۲ 
به‌همین‌طر یی پدید میآ ید. محتوای دیگر قضیه این است که هر ضر ب داعلی را می‌توان 
درپایة مر تب معینی تو سط ما تر یس هما نی تما یش داد. 


مرلن 
٩‏ عبادات زیر فرمهای درجۀ دوم ي ړوی ۸ را تعریف می کنند. فرم دوخطی متقارن 
4 می 1 ی 


(الف) )يه (ث) ٩2‏ 2 
(ب) b2‏ (ج 6 بط ۳2۲ 
(پ) به (ج) ۳۸۲ alten a‏ 


۱ 
(ت) .»ری ۲۵ 


4 ما تریس درب يه مر تب استانده و رتیه هر يك از فرمهای دوعطی تعیین شده در تمرین ۱ 
را بيا پید. مشخص کنید که کداميك ار این فر مها ناتبهگون هستند. 


۴۳ فرض کنید يږ هط ل )هه = ()ن ,)ې فرم درجۀ دوم وابسته به فرم 
دوخطی متقار نی چون 7 روی ۸۲ باشد. نشان‌دهید ‏ ناتبهگون است اگر وتنها اگر 
ه عد< ۴ -- آر]. 


۴ فرض کنید 7 یك فضای برداری با بعد متناهی برروی زیرهیاتی چون جر از اعداد 

مختلط و کر مجموعةّ همة فرمهای دوخطی متقادن روی 7 باشد. 

(الف) نشان‌دهید 5 زیرفضایی از (۳ ,۲ ,1)7 است. 

(ب) بعد (5) دا بیا بید. 
گيريم 0 مجموعةٌ همه فرمهای درجۀ دوم روی 17 باشد. 

(پ) نشان دهید ‏ زیرفضایی ازفضای هم توابع‌از ۷ در ۸ است. 

(ت) بدون دجوع به‌هیچ پایه‌ای يك یکریختی چون7 از @ بروی 8 دا به‌طسور . 
صریح تو صیف کنید, ۱ 

(ث) فرض کنید ل عملگر ی خطی دوی ۷ و ي عنصری از 0 باشد. نشان دهید که 
معادلۀ (ه )ې = (0)(و *07) فرم ددجۀ دوم ول را دوی 7 تعریف می کند. 

(ج) اگر ا عملگری خطی دوی ۲ باشد نشان‌دهید تابع *7) که در بخش (ث) 
تعریف شد عملگری خطی روی 0 است. نشان‌دهید *7) معکوس‌پذیر است اگر و تنها 


فرمهای دوخطی متقارن ۴۷۹ 


ا کر € معکو س‌پذیر با شد, 
۵ فر ض کنید ې فرم درجۀ دوم دوی ۲ تعر یف شده توسط 
qu, ar) = arl baz, 00, ako‏ 
باشد. عملگر خطی معکوس پذیری چون ل دوی ۸ بيا ید که 
b٣‏ 
(Utq(ey, a) =asf + (e— Jat.‏ 
(راهنماپی: برای یافتن 077۱ (و در نتیجه []) مر بع زا کامل کنید. برای تعر یف 071 
به‌قسمت (ث) تمرین ۴ رجو ع کنید.) 
۶ فرض کنید ې فرم درجۀ دوم دوی ۸ داده شده توسط 
۲۲ < ( 9 ,)و 
باشد. عملگر حطی معکوس‌پذیری چون ل دوی ۲ بيا بيد که 
ar) < ۲۵۸۲-۲23‏ ,,01()9) 
۷ فر ض کنید q‏ فرم در جه دوم رودی 1۲ داده شلد تو سط 
qy, r, op) = sar} Yate Fz}‏ 
باشد. عملگر خحطی معکوس‌پذیری چون ل روی ۸۳ بیا بيد که 
ars ar) = al — af tf:‏ ,رت( و *0) 


(راهنماپی: ل را به‌صودت حاصل‌ضرب عملگرها یی شبیه به عملگرهای به‌کار گرفته 
شده در تمرینهای ۵ وع بیان کنید.) 


۸ فرض کنید4 ماتریس × ۸ متقادنی برروی ۸ و ې فرم درجةٌ دوم روی ۳( داده‌شده 
وا 


q(% ۳ 2,) = 2, 412,2, 
[ءء‎ 


باشد. دوش به کار گر فته شه در تمر ین۷ را برای شان دادن این مطلب که عملگر حطی 
معکوس‌پذیری چون ل دوی ۸ وجود دارو که 


زره یم =), ,*** (Uq),‏ 


تعمیم دهید. در اینجا ,ع به‌اژ ای ۸ , ۰ .۰ . ١,‏ =1 برابر ۸۱ ۱ یا ه است. 


۸۰ فرمهای دو خطی 


٩‏ فرض کنید ] فرم دوخطی متقادنی‌روی "۸ باشد. نتیجةٌ تمرین۸ دا برای اثبات‌وجود 
پا مر تبی چون ‏ به‌نحوی که ې [ /] قطری باشد به‌کار گیر ید. 


٥‏ فرض کنید 7 فضای برداری حقیقی همه ماتریسهای هسرمیتی (مختلط) ۲ < ۲ باشده 
یعنی ما تر یسهای مختلط ۲ ی چون 4 باشد که در بر = زر صدق می کنند. 
(الف) نشان دهید معادلاٌ 4 ]و = (4)م فرم ددجۀ دوم و را دوی 7 تعصریف 
می کند. 
(ب) فرض کنید ۲۲ زیر فضایی از 7 متشکل از ماتریسهای با رد ه باشد. نشان‌دهید 
فرم دوحطی 7 تعبین شده توسط ې روی زیرفضای 17 معین منفی است. 


۱ فرض‌کنید 7 يك فضای بردادی با بعد متناهی و فسرم دو خحطی متقارن ناتبهگونی 
روی 7 باشد. شان‌دهید که به‌ازای هر عملگر تحطی 7 دى ۲ عملگر تحطی یکتایی 
چون "7 روی7وجود دارد که به‌ازای هر بموق/دد ۲ (8 7 f)»,‏ = (8 70). 
همچنین تشان‌دهید که 


2 
(oT +۲۰۷ ( = cT (+ erT‏ 
۰ < ("7) 
بدون این فرض که 7 نا تبهگون است.ء چه‌مقدار از مطالب بالا معتبر است؟ 


۳ فرض کنید "زر یك هیأت و 7 فضای ماتریسهای ۱ × ۸ بردوی ۳ باشد. فرض کنید 
4 ما تر یس۸ × ا بتی بردوی "و فر مدو حطی تعر یف‌شده تو سط 4۲ '× = (۲ ,2) ۳ 
روی 7 باشد. بعلاوه فرض کنید ر متقارن و تاتبهگون باشد. فرض کنید 8 ماتریسی 
۸× ۸ بردوی ۲ و 7 عملگری خطی روی 7 باشد که × رابه ×8 می‌فرستد. عملگر 
۳ در تمرین ۱۱ دا بیا بید. 


۳ فرض کنید ۲ فضأیی بردادی با بعد متناهی و ر فرم دوخطی متقادن ناتبهگونی دوی 
۲ باشد. وابستهٌ به ر يك یکر یختی «طبیعی» از 7 بروی‌فضای دو گان 7۲ وجود دارد 
که همان تبدیل ,1 از بخش ۱.۱۰ است. م[ دا به‌کار بريد ونشان‌دهید که به‌ازای 
هرپايةً (یه ,۰۰۰ ,,ه) B=‏ از 7 پاية یکنایی چون (یه ,۰۰۰ ,00) = ' از 
۲ وجود دادد که ر,8< (ه ,)۰۶ سپس‌تشان‌دهید به‌اژای هر پرداد ۾ دد 17 دادیم 


a= Df به(به به)‎ = 2, f (u, (۵ 


۴ فر ض کنید ۰۲7 » 8» و "9 همچون درتمرین ۱۳ باشند. فرض کنید 7 عملگری‌عطی 


فرمهای دوخطی متقارن ۴۸۱ 


روی ۲و "7 عملگری خطی باشد که آن‌را همچون درتمرین ۱۱ به 7 وابسته 
می‌سازد. نشان دهید 

(الف) و[1]ع ي[ '7]. 

tr (D=tr )۳( X(T, )ب( (ه‎ 


۹۵ 0( 3 همچون‌در تمرین ۱۳ باشنلد. فرض کنید 4 = ې [ ].نشان‌دهید 
شان دهید 


a; > 2(4 ۱( ج ره‎ 2(4 Da: 
j / 


۶ فرض کنید 7 یك هیأت و 7 فضای ماتریسهای ۱ ×" برروی ۳ باشد. فرض کنید4 
ما تر یس 1 < ۸ متقارن معکو س‌پذیری بردوی ۴ ونیز 7 فرم دوخطی دوی7 تعریف 
شده توسط ۸4۲ = (۲ ,)7 باشد. فرض کنید ۲ ما تریس 0 <0 معکوس‌پذیری 
برروی ۶ و 9 پایة متشکل از ستونهای ۲ برای 7 باشد. نشان‌دهید که پایة او در 
تمرین ۳ متشکل از ستونهای ماتریس ۱-(*)۱ه اسیت. 


۷ فرض‌کنید 7 يك‌فضای بردادی بابعد متناهی برروی هیأتی چون ۴ و فرم‌دوعطی 
متقارنی روی 7۲ باشد. به‌ازای هر زیرفضای ۳ اد ۳ ۰ گیریم 7[ مجموعتة همة 
بردارهای ۾ در ۲ باشد که به‌از ای هر 8 در ۲۲ ۰ < (6/ ,) . تشان‌دهید 

(الف) +17 يك زير فضاست. 

(ب) )= 

(پ) (ه) < ۲1 اگر وتنها اگر 7 ناتبهگون باشد. 

(ت) بعد(ط۲) س بعد(۲) = دتبة(]) 

(ث) ‏ اگر ۸= بعد(۲) و = بعد( ۲۳)» آنگاه وور- 2 < بعد( 7). 

(راهنمایی: (,6 ,۰۰۰ 0) دا پایه‌ای برای 17 بگیرید ونگاشت 
a ¬ (f(a, ۵( ۰۰۰, f(a, Bn))‏ 


از ۷ در ۳۳ را موردتوجه قراد دهید.) 


(ج) تحدید ر روی ۳ ناتبهگون است اگر وتنها اگر 
{o}.‏ < + ۱۲ ] ۱۷ 
(ج) +6۱۲۷ ¥= 7 اگر وتتها اگر تحدید ز روی ۲7 ناتبهگون باشد. 
۸ فرض کنید ۲ يك فضای برداری با بعد متناهی بردوی 0 و فرم دونعطی متقارن 
ناتبهگو نی روی 7 باشد. ثابت کنید پایه‌ای چون و از 7 دجود داردکه %= "و6 
(برای تعریف ‏ تمرین ۱۳ دا بینید). 


۲ فرمهای دو خطی 


۰ فرمهای دو خطی متقادن کج 
در تمام این بخش؛ 7 يك فضای بردادی بر روی يك زيرهيأت جر از هیأت اعدادمختلط 
خواهد بود. فرمی دوخحطی چون 7 دوی ۲ متقارن کچ نامیده می شود» هر گاه به‌از ای همه 
بردارهای ۾ و 6 دد ۰۲ (» ,0) [- =(8 ,7)0. در دابطه با ساده کسردن ماتریس 
فرم دوخحطی متشارن کجی روی یك فضای بعد متناهی 17 قضیه‌ای دا اثبات خو اهیم کرد 
ولی بیایید ابتدا به چند مشاهدة عمومی پردازیم. 

فر ض کنید f‏ فر م دو حطی دلخواهی دوی ۲ باشد» اگر فرض کنیم 


g(a, 8)= + [f(a B)+£ (8: o0] 


(a, 8) = [£ («. (7۲۵۰ o0] 


آنگاه بساد گی می توان نشان داد که چ فر م دوخطیمتقار نی دوی 7 و فرم دوخطیمتقارن 
کجی رزوی ۲ است. از این گذ شته, +ع < . بعلااوه» این عبادت برای 7 به صورت 
مجمو ع فرمی‌متقازنو فرمی متقارن کج» یکتاست: پس»فضای L(V, 2 F)‏ مجمو ع مستقیم 
زیر فضای فرمهای متقارن و زیر فضای فرمهای متقارن کج است. 

ا گر بعل 7 م ناهی باشد» فرم دو نحط هک متقادن کج است ٣١‏ ر وتاها |5 رماتریس آن 


4 دد يك (یا هر) پاي ية مرتبی متقادن کج باشد: 4 - س 4 ا يسن قضيه» عینامثل حکم 
متناظر دربارة ر دو خطی متقادن اثبات مسی‌شود. وقتی ‏ متقاردن کج باشد همه 
درایه‌های قطر ی ماتر یس f‏ در هر پایة مر تبی» ه حو اهند بود. این درست متناظر این 
مشاهده است که به‌ازای هر ۾ دد ۰۲ ۰ = (» ,۵ چراکه (» f),‏ =( ,0). 
حال فرض می کنیم ر فرم دوخطی متقارن کج غیر صفری روی ۷ باشد. چون 
هد ؛ بردادهایی چون ۵ و 8 در ۷ وجود دادن که هع(8 ,»)۱.۴ با ضرب ‏ در 
اسکا لر مناسبی» می تو ان فرض کرد که 2۱ (0/ ,») /. گیریم ۷ برداری د لخو اهدر ز یر فضای 
پدید آمده توسط ۵ و ۰0 مثله" 04-6 < ¥« باشد. در این صورت 
TOL SU 8, ۵( > -4‏ 
f(y. 8( ۵+۵8, B)=ef (a, £) =e‏ 
و لذا 
f(y: B)a— f(Y: (۸۰ )۷-۱۰(‏ = 
بخصو ص» تو جه کنی د که و 8 زوم مستقل حطی هستند؛ زر پسرا» ا کت Y=‏ آنگاه 


۰١‏ این حکم در صور تی امکان پذ بر است که 2۲ بعك (۲۷). در طول بحت ؛ اين شرط با بددر 
نظر گر فته‌شود e‏ 


فرمهای دوخطی متقادن ګج ۴۸۳ 


f(y, 0( < f(y, 0( < ۰‏ 
فرض کنید 17 زیر فضای دو بعدی پدند آمده توسط » و 8 باشد. بعلاوه فرض کنید 


7[ مجموعة همه بردادهایی چون 8 در 7 باشد که ه = (8 ,8) 7 =( ,8)؛ یعنی» 
مجموعة همه 8 هایی با شد که به‌از ای هر 7 در زیرفضای ۲ ه < 7 ,6( .f‏ ادعامی کنیم 
که +6۲۲ 7= ۲. زیراء گیریم > بردار دلخواهی در ۷ باشد و 
۸ ۰-۰( ۲ =+ 
۰ سس < 6 
آنگاه بر در 17 و 8 در +1۲ است چرا که 
a)= f(e— f(6, Bat f(6, ۵(۸۵,۵(‏ ,۵) [ 
f(6, a) Ff (€, a)f (8, ۵(‏ = 
و به‌طور مشابه ه = (8 ۰) لژ پس هر > در ۲ به‌صو رات دح با فرض ۷ در 7 
و8 در( 17 است. اذ (۷-۱۰) واضح است که (0) < + ۲۲(] ۲ و لذ۱ 61۷ ¥= ۲ 
حال تحدید ‏ روی +17 فرم دوخطی متقارن کجی روی د است. این تحدید 
ممکن است فرم صفر باشد. اگر نباشد» بردارهایی چون ام و '8 در 17 وجود دار ند که 
.f (al, 8)3 ۱‏ | گر فر ض کنیم ww‏ زیر فضای دز بعد ی پد ید آمده تو سط 0 و 8 با شد 
آنکاہ خو اهیم داشت 
V=W ۲ ۷‏ 
که در آن , 7[ عبارت است از مجموعء همه بردادهایی چون ۵ در +17 به‌طوری که 
< (8 ,0) = (8 , !)۰ اگکر تحدید ‏ ړوی , 17 فرم صفر نباشده مسی تسو انیم 
بردارهایی چون له و "8 دد ,17 دا چنان انتخاب کنیم که ١‏ = ("8 ,0۲) و بعد ادامه 
دهیم. 


در حالت بعد متناهی باید واضح باشد که دنبا له ای متناهی از جفت بردادهای 
(O: 8, (ax, 80, Sey (Q,, 8:)‏ 
با خواص زیر به دست می آیند: 
(الف) =١‏ (رم k “f (Qi,‏ وه ۰۰ TEE‏ 
(ب) 0= ):8  ), 8) =  ):,‏ = (ره f (o;‏ ِ زع ز. 
(پ) ۳ Wi‏ ر پر فضای دو بعدی پد ید آمده تو سط ره و Bj;‏ باشد» آنگاه 


۲۷ -< 1۲ O رگن‎ ۲, («#۷ 


۴ فرمهای دوخطی 


که در آن هر بردار دد ,۳ برهمۀ رح‌ها و رها «عمود» است و تحدید ګ دوی ,۳ فرم 
صفر است. 
قص بر و گپریم 7 يك فضا ق بردا دی 7 بعدک رداق ذپرهینی ۱۱ اعدادهختلفو رفرم 
فرم دو حطی مفر وضیر احفظ هت تحت تشکیل حاصل‌ضر بها (ی عملگرها)» بسته است. 
عرتہی برای 7 وجود داردکه در آن ماقریی ار عبارت است از مجموع حستقيم ها قرس صفر 
(-۸) × ( )1 کہ از ماقریی ۲ < ۲ق 
| ° 
٩ oO‏ — 
ابات. فر ضض می کنیم 0 0 ۰ Oy,‏ 0 بردادهایی با شند که در شرایط 
(الف)» (ب)» و (ب) بالا صدق می کنند. کیر یم ,۷ وء ¥{ پا يه مر تب دلخواهی 
برای زیرفضای ,۳ باشد. دراین صورت 
fı, O, Bx, ** °, Oge By’ is °° Ys.‏ )9 
پا یه مر تبی برای ۲ است. از (ااف)» (ب)» و (ب) واضح است که ماتر یس در پا يه 
مر تب 6 عبادت است ازمجمو ع مستفیم N lL‏ فسخه 
از ماتریس ۲ × ۲ی 
4 ° 


)۸-۱۰( 


١ 0‏ س 
بعلا وه» واضح است که رتیه این ما تریس» و در تیه برابر ۷۸ است. ۲۱ 
روی 7 باشد» آنگاه بعد ۷ بایسد زوج باشد. اگر ۲۸ = بعد (۰)۲ پایاً مرتبی چون 
{Oe 8B ۱ gC, 9‏ برای ۲ وجود خواهد داشت که 


Ol 
١, ر<‎ 
J ,به)‎ aj) = ) i 


ماتریس ا دد این پایة مر تب مجموع مستقیم ) نسخه از ماتسریس متقارن کج ۲ < ۲ی 
(۸-۱۰) است. اگر به‌جای پایةٌ مرتب بالاء پا یه مر تب 


{Os ۰۰۰ ys Bgr** °, 8B} 


را در نظر بگیر یم » صودت استانده دیگری برای ماتسر یس يك فرم متقارن کج ناتبهگون 


فر مهای دو خطی منقارن کج ۴۸۵ 


به‌دست می آودیم. خواننده باید به آسانی بتواند نشان دهد که ماتریس 7 در پایة مر تب 
اخحیر صورت بلو کی 

0 J 

و سب 


را دار دکه در آن ل عبادت است از ماتر یس ۾ × می 


0 o ۱ 
0 ۱ o 
۰ 
۰ 
۰ 
۱ 0 0 


ثمر .ین 
۷ فرض کنید 7 فضایی برداری برروی هیأتی چون 7 باشد. شان دهید که مجمو عة همه 
فرمهای دو حطی مثقارن کج ړوی ۲ زير فضا ی از L(V, ۳, F)‏ است. 


۳ همة فرمهای دوخطی متقارن کجاروی ۳ دا بیا بید. 


۴ فرض کنید ‏ فرم دوخطی متقار نی دوی 0۳ و چ فرم دوخطی متقارن کجی روی ٣"‏ 
با شد. فرض کنید ه = و + ]. شان دهید که 0 ار 
۵ فرض کنید 7 یك فضای‌بردادی م بعدی برروی ذیرهیاأتی چون جر از 6 باشد. احکام 
زیر را ثا بت کنید. 
(الف) معادلة (».8) 4-۶ -(8,) /- = (8 بع)(۳1) یك عملگرخطی م روی 
(۳ ,7 ,1۲ تعریف می کند. 
(ب) ۶ = ۲( یعنی ۲ يك تصویر است. 


رب( ره ره( سک ہو چی (). 


(ت) اگر 07 عملگری‌خطیروی 7 باشد» معادلة (8 1 (UT f(a, B)= f (Ua,‏ 
بك عملگر حطی ٣ل‏ دوی (۴ ,7 ,1)7 تەریف می کند. 


(ث) به‌ازای هر عملگر خطی » تصو بر ۲ با *) حابجا می شو د. 


۸۶ فرمهای دوخطی 


1 نظیر تمرین ۱۱ در بخش ۰۳۰۱0 حکمی رابرای فره‌های دوخحطی متقادن کج ناتبهگون 
ثا بت کنید. 


۷ فرض کنید ر فرمی دوخطی روی يك فضای برداری ۷ باشد. فرض کنید را و ,۸ 
شتهای از ۲ در ۲۲ وابسته به ل داده شده در بخش ۱.۱۰ باشند. ثابت کنید ‏ 
متقارن کج است اگر وننها | گر ,۸ - = مرآ 


۰۸ نظیر دمرین ۱۷ در بخش ۰ ۰۳۲۰۱ حعمی را بر ای فر مهای متقادن کج ثا بت کنید. 


۷ فرض کنید ۲7 فضایی بردادی با بعد متناهی باشد و ,1 و [ تابعکهایی خطی روی‎ ٩ 
باشند. نشان‌دهید که معاد له‎ 
J (a, B) (),(ه) سا‎ -1)۵(۱۷)۵( 
اگر و تنها ا گر‎ = o فرم دوعطی متقارن کجی روی ۲ تعر یف می کند. شان دهید که‎ 
ا و ا وابستة عطی باشند.‎ 


[ فرض کنید 7 فضایی برداری با بعد متتاهی بر روی زیرهیأتی از اعداد مختلط و‎ ٥ 
فرع دو عطی متقادن کجی روی 7 باشد. نشان‌دهید ر دارای رتبةٌ ۲ است !گر و تنها‎ 


اگر تا بعکهای حطی مستقل عطی ,7 و ,7 دوی 7 و جود داشته باشند که 
(a, B)= L,(a)L,(B)— L((B)L,(a):‏ [ 


۱ فرض کنید ر فرم دوخطی متقادن کجی روی ۲۳ باشد. ثا بت کن کنید تا بعکهایی 
جون ا و 7 وجود دازند که 


e B)= L(a)Lr(B)— L,(B)Lr(a): 


۳ فرض کنید 7 فضایی برداری با بعد متناهی برروی زیرهیاتی از اعداد مختلط و ر و 
چ دوفرم دوعطی متقادن کجی روی 7 باشند. نشان دهید عملگر خطی معکوس‌پذهری 
چون 7 دوی ۲ وجود دارد که به‌ازای هر بو د ۰۵ (8 ,»)ع <(0 7 ,70 

اگر و تنها اگر [ د ع رتبهٌ مساوی داشته باشند. 


۳ شان‌دهید که نتیجهةً تمرین ۱۲ برای قرمهای دوعطی متثارن روی فضاهای بردادی 
مختلط معتبر است ولی برای فرمهای دوعطی متقادن روی فضاهای بسردادی حقيقی 


معتیر لیست. 


گروههای حا فظ فر مهای دوخطی ۶۸۷ 


۵۰ رو ههای حافظ فره‌های دو خطی 

گیریم ‏ فرمی دوخطی دوی فضای بردادی ۷ و 7 عملگری خطی روی ۲ باشد. گوییم 
7 فرم ۶ را حفظ می‌کند » هر گاه به‌ازای‌هر » و 8 در ۰۲( f),‏ = (78 ,070 . 
به‌از ای‌هر 7و ] بساد گی‌دیده‌می‌شودکه تابعع تعر یف شده‌توسط (6 7 ,»7) f‏ = (8 ,»)ع 
فرمی دو حطی روی ۳ است. اینکه بگو ییم 7 / را حفظ می کند جبری جزاینکه بگوییم 
[< ع نیست. عملگر همانی » هر فرم دوحطی را حفظ می کند. اگر 6 و 7 عملگرهایی 
خطی باشند که گر را حفظ کنند حباصل‌ضرب 57 نیز ار دا حفظ مسی‌کند ؛ زیرا 
f (7a, 70( = £ )a, 8(‏ = (8 87 ,570) £ . به‌بیان دیگر دستهً عملگرهای حط ی که 
فرم دوخطی مفروضی را حفظ می کنند» تحت تشکیل حا صل ضر بها ( ی عملگر ها )» پسته است. 
درحا لت عمومی» دربارةٌ این دسته ار عملگرها جیز بیشتری نمی توان گفت؛ اما» اکر 1 
نا تبهگون باشد» فضیةً زیر دا خواهیم داشت. 


قصیا ۰۷ گيريم 8 فر دوعحلی نا نیو نی دوق بلث فضای رداق جد حندا هی ۳ 
باشد. مجموعةٌ هم عملگرهای خطی ددی 7 که ر را حفظ می‌کنند. تحت عمل رکیپ 
پك گرده است. 

اثبات. گیریم 6 مجموعً عملگرهایی حطی باشد که ۶ دا حفظ می کنند. مشاهده 
کر ديم که عملگرهمانی در 6۶ قر اردادده و درصورتی که $ و 7 در G‏ باشند» تر کیب 57 
نیز در 6 است. بنا براین فرض که ناتبهگون است» ابت خواهیم کرد که هر عملگر 7 
در G‏ معکو س بذیر است و ۱ 7 نیز دد 6 قراد دادد. فرض کنیم 7 فرم ‏ را حفظ کند. 
گیریم » برداری درفضای پوج ۲ باشد. دداین‌صورت به‌از ای هر 8 در 7 دادیم 

f(a, ۵( <[ (Ta, TB)= f(0, TB)= ۰‏ 
چون7 ناتبهگون است» پس ٥‏ = . دد نتیجه 7 معکوس‌پذیر است. واضح است که 7۳-۱ 
نیز ر را حفظ می کند؛ زیرا 
T8)= f (TT Ta, TT°B)= f (a, B). O‏ ,)۶ 


اگر ار فرم دوخطی ناتبهگونی روی فضصای بول متناهی ۲ باشد» آنکاه ھر پا يه 
مر تب برای/ گروهی از ماتریسهای «حافظ» را تعیین می کند. مجموعةٌ همه‌ما تریسهای 
۾[ 7] که دد آن 7 يك عملگر خطی حافظ ر است. تحت ضرب ماتریسی یك گر وه‌خو اهد 
بود. برای این گر وه از ماتریسها توصیف دیکگری به‌صو رت زیرهم وجود دارد. گیریم 
و[ []< 4 بابراین اکر ‏ و 6 بردارهایی از 7 بتر تیب با ماتر یسهای مختصات × و ۷ 
نسبت به 8 باشند» خو اهیم داشت 
f(a, B= ۰‏ 
گیریم 7 عملگری خطی روی ۲ باشد؛ و ۾[ 7]= ۸. در این‌صودت 


۸۸ فرمهای دو خطی 


1 به)‎ TB)=(MX)'A(MY) 
= X'(M'AM)Y 

بناہراین» 7 فرم گر دا حفظ می کند اکر وتنها اگر 4 = 404 11. دراین‌صورت» قضیهة۷ 
بەز بان ماثریسی مطلب زیر را بیان می کند: | گر هم ماتریس ۸ × ۸ معکوس‌پذ‌یری باشد» 
مجموعةٌهمه ما تر یسهای ۸ × 7 چون ۰۸۶ باشرط 4 = 1'4۸1 تحت ضرب ماتریسی يك 
گروه است. ا گر م[/] 4ء آنگاه ۸4 دداین گروه از ماتریسها است اگر و تنها اگر 
71 = ۸۸ و 7 عملگری خحطی باشد که ر را حفظ می کند. 

قبل‌از پرداختن به‌چند مثال» به ذکر نکته‌ای دیگر می‌پرداذيم. فرض کنیم [ فسرم 
دوخطی متقارنی باشد. عملگر حعطی 7 فرم ‏ دا حفظ می کند اگر و تنها اگر 7 فسرم 
درجه دوم 

)0( = [ )0۰ »( 


وایسته به ه زر IS‏ اگر ۸ فرم f‏ را و کان مطمعناً به‌ازای هر 0 دد ۲ دادیم 
f(Ta, Ta)= f(a, a) < 0)0(۰‏ كٍِِ_ِ 


بمکس؛ و متقادن ات اتحاد قطبی 
ya(«—8)‏ - )8 )و (8 f(a,‏ 


نشان می‌دهد 7 وقتی را حفظ می کند که به‌از ای‌هر ۷ دد ۰۲ (() < (4)77-7. (دراینجا 
فرض براین است که هیأت اسکالری زیر هیا تی از اعداد مختلط است.) 


مثال ۶. گیر یم 7 فضای "۸ يا فضای ٥"‏ باشد. فرض می کنیم 7 فرم دوخطی 
ریخ (a, B=‏ / 
۳ 


باشد که ود آن 2 ,۰۰۰ ,)<< 4(2 ۰۰۰۱ ,)<< ۵. گروه حافظ f‏ گروه 
متعامد (حقیقی یا مختلط ) بعدى نامیده می‌شود. نام « گروه متعامد» بیشتر به گر وه واستهً 
ما تریسهای در پايةٌ مرتب استانده اطلاق می‌شود. چون ماتریس ‏ درپايةً استانده همان 1 
است. این گر وه متشکلاز ماتریسهای 1 است که در 7 = ۸1'1 صدق می کنند. چنین 
ماتریس 12 به‌يك ما تریس متعامد (حقیقی یا مختلط) ×۸ موسوم است. این دو گر ده 
متعامد ۸ × و غالبا ب‌صودت (۸ ,0)۸ و (0 ,0)۸ نمایش داده می‌شو ند. بدیهی است 
گروه متعامد» همچنین گر وهی است که فرم درجهة دوم 
بسا °°° qu, ۰۰۰ axu‏ 
را حفظ می کند. ۰ 


گروههای حافظ فرمهای دوخطی ۴۸٩‏ 


۳ n 
Q(%s ***, = زرح‎ 2 j 
J 


باشد. آنگاه ر ناتبهگون و دارای نشان م -- ۲ است. گروه ما تریسهای حافظ فرمی 
ازاین نوع يك گروه شبه متعامد تامیده می‌شو د. . وقتی که و« = ره گر وه متعامد O(n, R)‏ 
به‌عنو ان نو ع خاصی از گروههای شبه متعامد به‌دست میآید. به‌از ای‌هر يك از ١‏ م مقدار 
P=o,\,Y, ۰۰‏ فرمهای د وخطی مختلفی چون ار بەد ست می آوریم؟ اماء به‌ازای 
cp=n—ksp=k‏ فر مها قر ينه یکدیگر اند وار این‌رو دارای گروههای وابستة ساوی 
هستند. پس» وقتی که ۸ فرد باشد» ۱۳/۳۲ (n+‏ گروه شبه متعامد از ماتریسهای ۸ < م 
وهنگامی که بر زو ح‌باشد» ۲(/۲--) ازچنین گردههایی حاصل می‌شوند. 


قتي بل. گیردم 7 يك ذضای بردادی 7 بعدق برددی هات اعداد عختلط و کر فرع 
دوخحطی ملقارن دانپیگونی دوي 7 باشد. دداپیی صورٹ گرده حافظ ر باگږده عنعا عد 
مختلط ( ٤‏ ,0)7 پکرپشت است. 

الہاٽ. بدیهی است که منظو رمان از يك یکریختی بین دو گروه» يك تناظر يك به‌يك 
بین اعضای آنهاست که عمل گروه دا «حفظ می کند». گیریم 6 گروه عملگرهای خحطی 
روی 7۲ باشد که فرم دوحطی ر را حفظ می کنند. چون گر هم‌متثارن و هم‌ناتبهگون است 
قضیۂ ۴ حاکی است که پا ی مر تبی چون برای 7۲ وجود دارد که‌در آن ر توسط ما تریس 
هما نی ۸ × ۸ نمایش‌داده می‌شو د. بنا براین» عملگری حطی چون 7 فرم [ را حفظ می کند 
اگر و تنها ا گر ماتریس آن درپا ی مر تب 9 ما تریس متعامد مختلطی باشد. ازاین روء 

21 جب ۶ 

يك یکریختی از 6 بروی () ,0)۸ است. (۲] 


قضیة ۰۹ گیربم 7 يك فضای بردادی :۸ بعدی پردوی هپأّت اعداد حقبفی د گر فر 
ددخطی منقادن نالبیگونی دوق 7 باشد. دراین جورت‌گروه حافظ / باگسرده ۸ × 7 شبه 
متعا مدق پکریخت است. 

اثبات. اثبات قضيةٌ ۸ دا با استفاده از قضيةٌ ۵ به‌جای قضيةً ۴ تکر ار کنید. ۲7 


مثال ۰۸ گیریم ر فرم دوخطی متقارن روی ۸۴ با فرم درجۀ دوم 
۲ پوت آون 11 = (1 ,2 Jy,‏ ,)0 
باشد. عملگر ی حملی جون 7 روی RF‏ که اين فرم دوحطی (یا در حه دوم) نحا ض رافظ 
می کند» يك تمدیل لور نتس نامیده می شود و گروه حا فط / به گروه لور نتس موسوماست. 
می خو آهیم یکی ار روشهای تشر تشر یح چند تبدیل لورنتس را به‌دست می دهیم. 
گیر یم 77 فضای بر دار ی حقیقی همه ماتر یسهای‌مختلط هی ۲ × ۲ که هر میتی‌هستند» 


۰ فرمهای دو خطی 


"4 = 4 باشد. به آسانی می‌توان نشان داد که 


14+2 ytiz 
6), y,2,1)= 
9-2 2 
يك یکریختی ¶ از 1 بروی فضای 7 تعر یف می کند. تحت ایسن یکر بختی» فرم درجة‎ 
دوم ي بروی تابع دترمینان برده می‌شود؛ یعنی‎ 
1-1 نم مر‎ 


qz, ۷. 2, ۲( < det ۲ 
۷-7-2 ] -- ۾‎ 


q(«) = det 6)0(۰‏ 
این مطلب اشاره بر این دار که بامطا لعة عملگر های حطی روی 7 که دترمینا نها را حفظ 
می کنند می توان تبدیلهای لور نتس روی ۸۴ را بررسی کرد. ۱ 
4 دا ماتریس ۲ × ۲ مختلط داخواهی می گیریم و برای هر ما تریس هسرمیتی ۸ 
تعر یف می کنیم: 
Uy(4)= MAM".‏ 
حال 14۸1 نیز هرمیتی است. ازاین مطلب باأسانی دیده می‌شود که ہر ل یكعملگر حملی 
(حقیقی )ددی 7[ است. می‌خواهیم بدانیم جه‌وقت این مطلب در ست است که U,‏ دترمینا نها 
ر ارحفظ می کند»؛ یعنی به‌از ای هر 4 دد ۰3 4 061 = [(4) 0] tمd.‏ چون دترمینان N"‏ 
بر ابر مز دودح مختلط دترمینان ۸۲ است» می بینیم که 
det ]0,)۸([ = |det ۰‏ 
پس ہر ل دتر مینا نها را درست وقتی حفظ می کند که ۸ ۳ دارای قدرمطلق ۱ بأاشد. 
لذا اکنون‌ما تر یس‌مختلط ۲ × ۲ یی چون راکه ۱ = |1 001 انتخاب‌می کنیم. 
دراین‌صودت برل يك عملگر خطی روی 77 است که دترمینانها را حفظ می کند. حال 
Ty =O ۵‏ 
را تعریف می کنیم . حون 9 يك یکر یختی است ہر 7 هم‌عملگری خحطی دوی و تیف 
ھمچنین»؛ ہر 7 يك تبدیل لور نتس است؟ ز برا 
Uy@a)‏ ۵)و = q(T ue)‏ 
(۵0بر ۱0 %0( det‏ ج 
(۵0ر )81 = 


گروههای حافظ فرمهای دوخطی ۴٩۱‏ 


det (%«)‏ = 
)»)4 = 
واړاین روء پ7 فرم درجۀ دوم ي را حفظ می کند. 

با به‌کار گیری‌ما تریسهای ۲ × ۲ویژة ۸14 می توان‌روش بالادا برای محاسبة تبدیلهای 
لور نتس‌و یژه مور داستفا ده قر ارداد. دو نکته‌هست که در اینجا می توان بهذ کر آ نها پرداخت؟؛؟ 
بررسی آنهاهم مشکل نیست. ۱ 

(۱) اگر ,۸۸ و ۸ ماتریسهای ۲ × ۲ معکوس‌پذیری با درایه‌های مختلط باشند» 
آنگاه ,ہر ل = ہل اگر دتنها | گر 14 مضربی اسکالری اذ 11 باشد. پسهمة تبدیلهای 
لور نتس نمایش داده شده درفوق از ماتریسهای تك مدو لی 7 یعنی از ماتریسهای ۸۶ 
باشرط ۱ = ۸۸ 61 قابل‌حصول هستند. اگر ,۷ و 1/۱ ماتریسهایی تك‌مدولی باشند که 
۸,4 و 2۸ — ME‏ آنگاه Tu ET,‏ 

(۲) همه تبدیلهای لورنتس با دوش بالا قا بل حصول نیستند. 


مرلن 
۱ فرض کنید 1 عنصری از گروه متعامد مختلط ٤(‏ ,0)۸ باشد. نشان‌دهید که *۰2۸ ۲7[ 
M—=M'sg‏ نیز به () O(n,‏ تعلق دار ند. 


۲ فر ض کنید 14 متعلق به () ,0)۸ و ۸۵ متشابه با 2 باشد. آیا 2۱ نیز به (6 ,0)۸ 
تعلق دارد؟ 


۳ فر ض کنید 
مقر Ji = A‏ 
که در آن 1 عنصری از () ,0)۸ است. شان دهید که 


29; = إ2‎ 
J j 


۴ فرض کنید ۸۶ ماتریسی "X۸‏ برروی € باستونهای ,۰ ۰۰۰۰ ۸ باشد. 
نشان‌دهید که ۸۶ متعلق به (0 ,0)۸ است اگر وتنها اگر 


.رز عم ۸۱۸ 


۵ فرض کنید × يك ماتریس ۱ ×۸ بردوی 6 باشد. تحت چه‌شر ایطی C)‏ ۰ شامىل 


۹۲ 


۴ فر مهای دوخطی 


۶ ماتریسی در () ,0)۳ بيا بيد که سطر او لش (۳ ,۲۶ ,۲۶) باشد. 


¥ 


0 


۰14 


۲ 


۳ 


۱۳۴ 


فر ض کنید 7 فضای همه ما تریسهای ۱ ×۸ برروی ٤‏ و فرم دوخطی‌دوی 7 داده‌شده 
توسط 1۳ = (۲ ,1)] باشد. فرض کنید ۸1 متعلق به (€ ,0)۸ باشد. ماتر یس 
در پایةٌ 7 متشکل از ست وهای Mr, eM,‏ وه از M‏ چیست؟ 


۰ گیریم × یك ماتریس ۱ ×۸ بردوی ٤‏ با شرط ۱ = 16 1۱؛ و رز برابر فومین‌ستون 


ماتریس همانی باشد . نشان دهید ماتریسی چون ۸۶ دد (0 ,0)۸ وجود دارد که 
ر7 < 1 ۰۷ اگر × دارای ددایه‌های حقیقی باشد» نشان‌دهید که يك ۸۶ در O(n, C)‏ 
وجود دارد بااین خاصیت که ,]= 1 ۸. 


فر ض کنید 7 فضای همه ما تریسهای ۱ < 7 برروی 0 ۸4 یك ماتریس ۸×۸ برروی 
» و f‏ فرم دو حطی روی 7۲ داده شده توسط ۲ <( ۲ (XK,‏ باشد. شان‌دهید 
که گر تحت (€ ,)0 پایاست. یعنی به‌از ای‌هر × و ۲ در 7 وهر ۸ دد (0 ,)۰0۵ 
f), ۲(‏ =( ۸۲ ,¥ /1)اگر وتنها ااگر 4 باهرعنصر (6 ,)0 جابجا شود. 


فرض کنید اي مجموعه‌ای د لخواه ازماتر یسهای 1 × برروی 6 و اک مجموعةٌ همه 
ماتریسهای × م بردوی ٤‏ باشد که باهرعنصر £ جابجا می‌شود. نشان‌دهید که ای 
يك جبر بردوی € است. 


فر ض کنید ۳ زیرھیاتی از ۰6 7 فضایی برداری با بعد متناهی برروی ۴ و فرم 
دوحطی نامنفردی روی ۲۷ باشد. گر 7 عملگری خطی روی 7 و حافظ ‏ باشد» 
ثابت کنید ۱+ = 7 081. 


فر ض کنید ۸ زیرھیا تی از ۰6 ۷7 فضای ماتریسهای ۱ ×۸ بردوی ۰ 4 ماتدریس 
۸ × معک و س‌پذیری بسروی ۳ و گر فرم دوخطی روی 7 داده شده تسوسط 
1 =(۲ ,1۲) باشد . ا گر 14 ماتر یسی ۸ × بروی ۳ باشد» نشان دهید که 
۸ ار دا حفظ می کند اگر وتنها | گر 8-۱ = 4 ۸-۱۸۷۷ . 


فرض کنید چ فرم دوخطی نامنفردی روی يك فضای برداری بعد متناهی 7 باشد. 
فر ض کنید 7 عملگرخطی معکوس‌پذ یری‌روی و 7 فرم دوخطی روی ۲ تعیین‌شده 
توسط (78 ,»)ع = (8 ,0) باشد. اگر ل عملگری خطی دوی باشد. شرایطی 
لازم و افی برای 7 بیایید که را حفظ کند. 


فرض کنید 7 عملگر ی حطی روی ۲) باشد که فرم درجۀ دوم ایو - ون را حفظ 
می کند. نشان دهید 
(الف) ۱+ =)7( det‏ 


گروههای حافظ فرمهای دوخطی ۴٩۳‏ 


(ب) اگر MH‏ ما تر یس 7 در پا يه استانده باشد» آنگاه 1-1 دب 1 
FEM:‏ = ۱۰ < )۸-۸ ۱ 


(پ) | گر 1= M‏ ۰001 آنگاه عدو مختاط غير صفر ی جون عم وجود دارد که 


۱ 
لد‎ 
r 


۱ 


چ 
ج 


(ت) گر ۱- = 1 10۲ آنگاه عدد مختلطی چون ع وجود داردکه 
6 


۱ 
ید مت 
6 


۵ فرض کنید ] فرم دوخطی روی 0۲ تعر یف شده توسط 
f(s 2): (91 #7۲ (( << 22۱3/۲ ۱‏ 
باشد. شان دهید ۳ 
(الف) اگر 7 عملگری خطی دوی ۲ باشد» آنگاه به‌ازای هر بو و 8 در 6۲ 
دادیم )8 ,1917()0) = (Ta, T8)‏ . 
(ب) ۲ 7 دا حفظ می کند اگر وتنھا اگر +١‏ = 8617. 
(پ) بند (ب )دد بار ۂ گر وه ما تریسهای ۷ × ۲ی با شرط 4 = ۱6۱۸۶6 که درآن 


۱ 0 
=4 
0 ت 


۶ فرض کنید ۸ عدد صحیحی مثبت» [ ما تریس همانی ×۸ برروی )٤‏ و ل ماتریس 
۲٢ × ۲۸‏ داده شده توسط 


چه می گوید؟ 


۲۴ فرمهای دو خطی 


باشد. فرض می کنیم ۸ ما تر یسی ۲۸ ۲۶ برروی € به‌صورت 


“٤ 


باشد که در آن 4 8 € و D‏ ماتریسهایی ۸ × ۸ بر روی € هستند. شرایطی لازم 
و کافی دوی ۰۸4 ۰8 0 و پیدا کنید که 7 = 1 1'7 . 


۷ همه فرمهای دوخطی‌دوی فضای ماتریسهای ۱ ×۸ برروی ۸ داکه تحت (۸ ,0)۸ 
پایا هستندء بیا بید. 


۸ همۀ فرمهای دوخعطی روی فضای ماتریسهای ۱ ×۸ برروی6 داکه تحت (0 ,0)۸ 
پايا هستند پیدا کنید. 


این ببوست از لحاظ منطقی به دو قسمت تیم می‌شو د. قسمت اول که سه بخش اول را 
در بر می گیرد شامل مفاهیم بتیا نی معینی است که در سرتاسر کتاب (درحقیقت» در تمام 
ریاضیات) ظاهرمی‌شو ند. این قسمت بیشتر به‌منز لا مقدمه‌ای است برای کتاب تا يك پیوست. 
اما قسمت دوم واقعاً پیوستی برای متن اصلی است. 

بخش ۱ حاوی بحثی در مورد مجموعه‌هاء اجتماع» و اشتراك آ نهاست. بخش ۲ 
مفهو م تابع و ایده‌های واپسته جون برد دامته. تابع معکوس» و تحدید تا بعی به زیر- 
مجموعه‌ای از دامنه‌اش را مورد بحث قرار می‌دهد. بخش ۳ در بار رابطه‌های هم‌ارزی 
بحث می کند. مطالب این سه بخش» خحصوصاً مطا لب بخشهای ۱ و ۲ به‌اختصار ارائه 
می‌شو ند. مطا لب» بیشتر به جهت تثبیت اصطلاحات بیان می‌شوند تابرای تشر یح جز ثیات. 
به‌معنی منطقی دقیق» این مطا لب قسمتی اد پیش نیازهای لازم جهت مطا اعه کتاب راتشکیل 
می‌دهند. اما» در صور تی که خواننده در مطالعۀ اول نتواند مفاد این ایده‌ها دا به‌طود کامل 
جذب کند نباید دلسرد شود. البته این ایده‌ها مهم هستند» و لی خواننده‌ای‌که با آنها خیلی 
آشنا نیست. هر گاه حین‌مطا لمةٌ متن اصلی گه گاه این‌مبحث را هم دوره کند آسانترمی تو اند 
آنها دا فرا بگیرد. 

بخشهای ۴ و ۵ دابطه‌های هم ارزی را در رابطه با جبر حطی مورد بررسی قراد 
می‌دهند. بخش ۴ شامل بحث مختصری در بارة فضاهای خار ج قسمت است. این بخش را 
می توان در هر رما تی پس از مطالعۀ دو يا سه فصل اول کتاب خواند. بخش ۵ به جند 
رابطه هم ار زی که در کتاب پیش می آیند نظری می‌افکند با این قصد که نشان دهد برعی 
از نتا یج حاصل را جگو له می توان از دید گاه رابطه‌ها ی هم‌ارزی تفسیر و بخش ع 
اصل انتخاب و نتایجش دا در موز د جبر حطی تشریح می کند. 


۶ پیوست 


پ . ۱. مجموعه 
هر چند ما واژۂ «مجموعه» را تررجیح می‌دهیم ولی «رده»» «دسته» و «خانواده» راهم پا 
همان مقهوع به کار خو اهیم برد. ا گر 6 يك مجموعه و ې شیئی در مجموعه 5 باشد» 
خواهیم گفت که ه يك عنصر ٩‏ است, با بر متعلق به و است و يا به‌طود ساده اینکه یږ در 
$ است. اگر 5 تنها دار ای تعدادی متناهی عنصر چون 9۰۰۰۰5 باشدء غالبا 6 را با 
نشان دادن عناصر ش در بين دو ابرو توصیف می کنیم: 
مه °°°{ عد 6 
پس» مجموعه و متشکل از اعداد صحییح مثیت از ۱ تا ۵ عیادت است از 
rT ۵}.‏ کی 

اگر ی و 7 دو مجموعه باشند. گوییم ی يك زیرمجموعة 7 است يا ۶ مشمول در 
7 است هر گاه هر عنصر $ عنصری از 7 نیز باشد. هر مجموعةٌ ی زیر مجموعه‌ای از 
خحودش است. اگر 5 زیرمجموعه‌ای از 7 باشد اما 5 و 7 یکی نباشند. 5 را یك زیر- 
مجموع* سرة 7 می نایم . به بیان دیگر» و زیر مجموعةً سره‌ای از 7 است به‌این شرط که 
5 مشمول در 7 باشد ولی 7 مشمول در 5 نباشد. 

اگر ی و 7 دو مجموعه باشند. اجتماع 6 و 7 عبادت است از مجموعة 7ل) ؟$ 
متشکل ازذهمهٌ اشیائی چون بو که عنصر 5 يا عنصر 7 باشند. آشتر تراك 5 و 7 عبارت است 
از مجموعهٌ 7(] 5 متشکل از همۀ وهای که هم عنصر ک و هم عنصر 7 باشند. به‌ادای هر 
دو مجموعة مفروض $ و 7 اشتر اك 7(] 8 زیرمجموعه‌ای است از اجتماع 7ل] ۰8 این 
امر باید به‌دوشن شدن مورد استفادۀ و ازهٌ «یا» که در این کتاب دايج است كمك کند.وقتی 
می گویيم بو یا KEE‏ ی E‏ ی 
ا ۱ 

برای اینکه اشتر ال ی و 7 همواره مجموعه باشد. لازم است مجموع آتھی» یعزی» 
مجموعه‌ای با هیچ عنصر هم معرفی شود. پس 7( مجموعة تھی است اگر و تنها اگر 
و و 7 هیچ عنصری در اشتر اك نداشته باشند. 

غالباً نیازمندیم که اجتماع یا اشتراك مجموعه‌های متعددی دا بردسی کنیم. اگر 
گ ۰ مجموعه‌هایی باشند» اجتماع آنها عبادت است از مجموعارکل متشکل از 
همۀ رو هایی که دست کم عنصر یکی از مجموعه‌های ,۰:6 6,۰۰ باشند. اشتراك آنها 
عبارت است از مجموعةٌ زک (] متشکل اذ همها بی که‌عنصر همهمجموعه‌های ,۰:6 ۰ 8,۰۰ 
باشند. در جند مورده اشنا با اشتر الك دسته‌ای نامتتاهی از مجموعه‌ها را نیز مورد بحث 


راز وا یم چاد: اینکسه چنین اجتما ع يا اشة رن که شوه بان و 
باشد. مثال زیر این تعاریف را دوشن می‌سازد و نمادهایی دا برای آنها ارائه می‌نما ید. 


تاع ۳۴۹۷ 


مثال ۰۱ گیریم ‏ مجموعة هم اعداد حقیقی (خط حقیقی) را نشان دهد. اگر 1 
در ۸ باشد» به ع زیر مجموعه‌ای چون ,ی از ۸ دا که به صودت زیر تعریف 
می‌شود. وابسته می‌سازیم: ,ری متشکل است از همۀ اعداد حقیقی چون ې که از 1 کمتر 
نباشد. 

(الف) اا US,‏ اک که در آن ۶ کو چکترین ا و 7۷ است. 

(ب ) ,8 = ,8( رک که دد آن ۲ بزد گترین ٤,‏ د ٤‏ است. 

(ب ) گیریم 7 فاصلاً یکه یعنی مجمو عة هم 1 های در ۸ با شرط ۱ ۶5 > ه 


باشد. آنگاه 
رک رک ل) 
۱ اور 7[ 
ERT‏ 8 
ادر 1 


پ. ۰۳ ابع 
يك تاع متشکل است از: 

(۱) مجموعه‌ای چون 1 که دامنۀ تا بع نامیده می‌شود؟ 

(۲) مجموعه‌ای چون ۲ که همدامنۀ تابع نامیده می‌شود؛ 

(۳) قاعده‌ای (یا تناظری) چون [ که به‌هرعنصر بو از 6 تك عنصری از ۲ چون 
(و) [ را وابسته می‌ساز د. 

اگر ( ,۲ ,26) یك تابع باشد ر را تابعی از × دد ۲ هم می گوییم. گفتن این 
مطلب حا کی از کمی عدم دقت است چراکه این 7 نیست که تا بع است؛ ‏ قاعدة تابع 
است. با این وجود استفاده از نماد واحد برای تا بح و قاعده‌اش محاوره در بار توابع را 
پسیار آسان می کند. پس» اگر بگوییم که تابعی از ۸ در ۲ است. با × دامن ر است 
یا اینکه ۲ همدامنهةً ‏ است - همه حاکی از این هستند که طبق تعریف فوق (7 , ۲, ×) 
يك تا بع است. واژه‌های متعدد دیگری هم و جود دار ند که معمولا"به‌جای واژة «تابع» به 
کار می روند. برخی از اینها عبار تند از «تبدیسل». «عملگر» و «نگاشت». این واژه‌ها در 
زمینه‌هایی به کار می روند که در رساندن نش ایا شده تو سط تا بعی حاص به نظر الهام- 
بخش تر باشند. 

اگر ۶ تابعی از × در ۲ باشد, برد (یا فگادة) ‏ عبادت است از مجموعة همة 
(ے) [های با شرط س در ¥. به بیان دیگر» برد ر متشکل است از همه عناصر 7 در ۲ با 
این شرط که یږ ی در زر باشد که (2) [ = ز. هر گاه برد 7 تمام ۲ باشد می گو ییم f‏ 
تا بهی از × پروی ۲ است یا به‌طور ساده ۶ پوشاست. غالباً بسرد ‏ با (٭) ۴ نشان 
داده می‌شود. 


۸ پیوست 


مثال ۳ (الف) فرض کنیم مجموعة اعداد حقیقی باشد و × = ۲. گیریم تا بعی 
از × در ۲ تعریف شده با "وم = (م)] باشد. برد | مجموعة همه اعداد حقیقی نامنفی 
است و بدین سا 7 پوشا نیست. 

(ب) گیریم × صفحة اقلیدسی باشد و2 = ¥. فرض کنیم ‏ به‌صورت زیر تعریف ‏ 
شود: اگر طر نقطه‌ای از صفحه باشد» آنگاه (ط) عبادت است از نقطةٌ حاصل از دودان 
م به‌اندازۀ *ه ٩‏ (حول مدا درجهت عکس عقر به‌های ساعت). برد ر همةٌ ۲ یعنی تمام 
صفحه است و لذا ر پوشاست. 

(پ) دوباده × را صفح اقلیدسی می گیریم. با روش معمول در هندسة تحلیلی با 
استفاده از دو خحط عمود برهم دستگاه مختصاتی در × می‌سادیم تا تقاط × را با جفتهای 
مر تب (بزه ,,نت) از اعداد حقیقی یکی بگيريم. فسرض کنیم ۲ محود وها یعنی همة 
نقاط (ه ,)با ه = په باشد. اگر ۲۶ نقطه‌ای از × باشد» ()] را نقطۂ حاصل از 
تصو یر ] بروی مح ور ها به موازات محور ہي ها می گیریم. به بیان دیگر» 
(ه ,)= (( ب 2)) [. دد این صودت برد 7 همه ۷ است و لذا / پوشاست. 

(ت) گیریم × مجموعة اعداد حقیقی و ۲ مجموعة اعداد حقیقی مثبت باشد. تا بع 
از ۸ در ۲ رابا ضابطةً e‏ = (م) ‏ تعریف می کنیم. آنگاه ر تسابعی است از × 
بروی ۲. 

(ث) فرض کنیم × مجموعة اعداد حقیقی مثبت و ۲ مجموعةّ اعداد حقیقی باشد. 
گیریم ‏ تابع لگادیتم طبیعی » یعنی تابسم تعریف‌شده تسوسط ي م[ = ع0[ = (2) [ 
باشد. مجدداً ر پوشاست» یعنی هر عدد حقیقی لگادیتم طبیعی عددی مثبت است. 


فرض کنیم ل ) و 2 سه مجموعه. ‏ تابعی از × در ۲ و چ تابعی از ۲ دد 2 
باشد. وابسته به ‏ و چ تابعی چون هم از 21 در 2 هست که به تر کیب ۾ و معروف 
است. این تابع طبق 

((ه) [)ع << (س)( [هع) ۱ 
تعر یف می‌شود. به عنوان مثا لی ساده گیریم 7 ۳ حت زر مجمو عة اعداد حفیقی باشند. 
فرض کنیم ‏ چ» ۸ سه تابع از 26 در 26 باشندکه با ضا بطه‌های 

=e", h(a) =e” ۱‏ (ه)ع a",‏ < (ه) [ 
تعر یف می شو ند. دراین‌صورت .h= gof‏ تر کیب gof‏ غالبا به‌طورساده با رع نمایش 
داده می‌شو د؛ اما جنا نکه مثال ساده الا شان می دهد گاهی ممکن است اين طرز نما یش 
گمراه کننده باشد. 

یکی از سوّالهای جالب. سؤال زیر است: فرض کنیم ز تابعی از × در ۲ باشد. 
چه‌وقت تابعی چون چ از 1 در 1 و جود دارد که به‌ازای هر ې در ۰2 < ((2)[)2؟ ا گر 
ز تابع همانی روی × ينی تابع از × دد × تعریف شده توسط وو = (م)7 دا نمایش 


۳۹۹ ۲ 


دهد» سوّال این است: چه وقت تا بعی چون چ از در ې وجود داردکه [= 0 ع؟ 
به‌اجمال؛ تابعی‌چون چ دا می‌خواهیم که «هرعتصر ۲ دا به‌جای اولش پس بفرستد». برای 
اینکه اين تابح چ وجود داشته باشد» مسلماً 7 بايد يك به يك باشد یعنی ‏ باید دادای 
این خاصیت باشدکه اگر غه آنگاه (ب)عبد(,ه). اگر ز يك به‌يك باشده‌این 
تابع چ مسلماً وجود دارد و به‌صودت زیر تعریف می‌شود: گیریم « عنصر ی از ۲ با شد. 
اگر بو در برد ر باشدءآنگاه عنصری چون ي در × وجود داد د که (2) = و؛ و چون ار 
يك به‌يك است چنین وی یکتاست. تعریف می کنیم < (/2)1. اماء گر ل دد برد 
نباشد» (و)ع دا عنصر دلخواهی از × تعریف می‌کنیم. واضح اس ت که در این صورت 
.gOf <‏ 

فر ض کنیم ر تابعی از × در ۲ باشد. گوییم 7 معکوس پذیر است هر گاه تا بعی 
چون چ از ۲ در ې و جود داشته باشد که 

)۱( هم تابع همانی دوی × پاش 

Jog (۲(‏ تابع همانی روی ۲ باشد. 
هم اکنون دیدیم که اگر یی وجود داشته باشد که در )۱( صد ق کند» آ نگاه f‏ يك به يك 
است. به‌طور مشا به» می تو ان دید که | گر یی و جود داشته باشد که در (۲) صدق کند. برد 
ر همه است. یعنی ‏ پوشاست. پس» | گر ر معکوس پذیر باشد» ريك به‌يك و پوشاست. 
بعکس» اگر ر يك به‌يك و پوشا باشد تابعی چون چ از ۲ دد × وجود داددکه دد (۱) 
و (۲) صدق می کند. بعلا وی این چ یکتاست. این تابع» تا بعی از ۲ در زر است که با 
قاعدة ر یر تعریف می‌شود: اگر ل در ۲ باشدآنگاه («)م همان عنصر و تنها عنصر چون 
س در است که به‌ازای آن ۷ = (2) . 

اگر ر معکوس‌پذیر (يك بەیك و پوشا) باشدے معکوس ‏ یکتا تابع 7۱ از در 
ګر است که در شر ایط زیر صدق می کند: 

(۱۷) به‌اذای هر ه دد ۰26 ۵ < ((۱))2 [ 

(۲) به‌ازای هر بو دد ۰۲ < (()۳۱) [. 


مثال ۰۳ توابع در مثال ۲ دا مجدداً بررسی می‌کنيم. 

(الف) اگر =¥ مجمو عة اعد‌اد حقیقی باشد وای = () 7 آنگاه ار معکو س- 
پذیر نیست. زیرا f‏ نه يك به‌يك است و نه پوشا. 

( ب ) اگر۲ = 2۲ صفحة اقلیدسی و ز «دوران به‌اندازۂ »٩۰۶‏ باشدآنگاه کر هم 
يك به يك و هم پوشاست. تا بع معکوس 7۱ «دوران به‌اندازة ۹٥٩‏ » یا «دوران 
به‌انداز م ۰۲ ۲۱۷» است. 

(پ ) اگر کر صفحة اقلیدسی» ۲ محود ب وء و (ه 2( = (()2 f(s‏ با شد» 
آنگاه ‏ معکوس پذ یر ليست . زیراء گرجه کر پوشاست اما یات به‌يكك نیست. 

( ت ) ا گر × مجموعة اعداد حقیقی» ۲ مجموعهٌاعدادحقیقی مثبت» و ۵۴ <- (ي) ا 


۰ بو ست 


با شد نگاه ر معکوس پذ یر است. . تابع ۱ همان ت لگار یتم طبیعی است که درقسمت 
(ث) آمد: و سب 10g e‏ و = °89. 
(ث ) معکوس تابع لگاریتم طبیعی همان تابع نمایی در قسمت (ت) است. 
گیریم ‏ تابعی از × دد ۲ و , تابعی از × در ,۲ باشد. ,گر دا يك تحدید 
(يا يك تحدید ر به (X.‏ نامیم» هر گاه 
(۱) , 2 زیر مجموعه‌ای از 2 باشد» 
)۲( به از ای هر 2 دد رک (2) 7 = (), 7. 


بدیهی است وقتی که , ر يك تحدید ‏ باشد, نتیجه می گیر یم که , ۲ زير مجموعه‌ای است 
از ۲. نام «تحدید» از این امر ناشی می‌شود که و , گر دارای يك قاعده هستند و عمدتاً 
بدین لحاظ فرق دارند که دامن تعریت قاعده را به‌زیرمجموع ,6 از × محدود می‌کنیم. 
اگرتابع و ذیر مجموعة دلخواهی چون × از × به‌ما داده شو ده برای ساختن 
يك تحدید 7 به ,1 روش ساده‌ای وجود دارد. a‏ ۾ اذ × دد ۲ را با بر 
(7)2 = (م2), [» به‌ازای هر زو در , ۰۲ تعریف می کنیم. مکی اف تعجب آور باشد که 
چرا اين تابع را تحدیلا f‏ بے 2 ننامیده‌ایم. دلیل این امر این است که دد بحث مر بوط 
به‌تحدیدهای ‏ همانند تغییر دامنهةً ۷ خواهان آزادی تغییر همدامنة ۲ نیز هستیم. 


مثال ۴. (الف) ؟ گیر یم × مجموء سة اعداد حقیقی و گر تابع از × در تعریف- 
شده توسط ۲ = («) [ با شد. در این صورت 3 تا بعی معکو س پذیر يست اما اگر دامنة 
آن را به‌اعداد حقیقی نامنفی محدود کنیم معکوس‌پذیر است. گیریم , × مجموعة اعداد 
حقیقی تامنفی و ۳۸۳ تابع از XK‏ دد ۲ تعر یف شده توسط )۳ باشد در این 
صورت  ,‏ يك تحدید ‏ به است. حال آنکه ر نه يك به‌يك است و نه پوشاءددحالی 
که یز هم يك به‌يك است و هم پوشا. بیان اخیر چیزی جز این نیست که هرعدد نامنفی» 
توان دوم دقیقاً يك عدد نامنفی است. تابع معکوس e‏ تا بعی از × در 2 است که با 
۷= (7۱)2 ] تعریف می‌شود. 

(ب) گیریم × مجموعة اعداد حقية ی و 7 تابع از × در × تعریف شده توسط 
f(a)=a 4-۲-۱‏ باشد. برد ز همة کر و لذا ر پوشاست. تابع f‏ قطعاً يك به يك 
ات متله" (ه ۸6 (۱-) . آما f‏ دوی ۰2 مجموعة اعداد حقية ی نامنفی» يك به یلک 
است چرا که مشتق 7 به‌از ای ه << رو مثبت است. وق ی کسه نم بر روی همه اعداد نامنفی 
تغییر کند» (2) 7 بر روی همه اعداد حفیقی ۷ ۳ شر ط اج ل تغیبر می کند. اگر م را 
مجموعةٌ هم ۱ ج ل و ,دا تایسع اذ ,216 در ,۲ تعریف شده توسط (مه) [ = (نه), ا 
بگیریی آنگاه ے۶ تا بعی یك به‌يك از, 2 بروی , ۲است. از این قراد؛ , [ تابع معکوسی 


.١‏ دد مقادل چك تحدید ‏ به,2.م. 


راطه هم‌ارزی ۵۰۱ 


چون ۱ اذ ,۲ بروی ,1 دادد. هر فرمولی برای ()۱ سبتاً پیچیده است. 

(ب) مجدداً 2 را مجموعة اعداد حقیقی و ر دا تابع سینوس» یعنی تابع از در 
× تعریف شده توسط ی 1۸و = (2) 7 می یر یم. . برد [ مجموعةً همه وهایی است که در 
۱ 5 صدق و از اين روء پوشا نیست. چون () [ 7 
۱ 7 فاصلة e TT‏ تا بع از و هو 
تعر یف شده توسط م رزو = (مر), گر باشد. در این صورت م 7 یك تحدید ۳ بهفاصلةّ × 
است که هم يك به‌يك و هم پوشاست. 

این درست طریق دیگری اذ بیان این واقعیت است که دوی فاصلاً از ۲ /7- تا 
۷۲ تابح سینوس هر مقدار بین ۱ س و ١را‏ تنها يك بار اخحتیارمی کند. تابع اگ 
تابح سیئوس معکوس است: | 

J. (y)=sinT'y=arcsin ۰ 

(ت) مثا لی‌عمومی‌از تحدیدی برای يك قا بع» مثال ریر است. این مثال نمو نة خیلی 
بهتر ی است ال دوع تیحد ید ها ین کننه در این کنات به کار خر اهیم برد تا مثا لهای بندهای 
(ب) و (پ). میا ی که در(الف) آمد حا لت حاصی است اراین متا ل» گیر بم × يك‌مجموعه 
و تابعی از × درخودش باشد. گیریم ,6 ذیرمجموعه‌ای از × باشد. گوییم ,2 تحت 
ر پایاست » هر گاه به اذای هر ي دد رل ۰ عنصر (ه) ر دد ,کر باشد . اگر رک 
تحت م پایا باشد آنگاه ‏ با تحدید دامن تصسریفش به ,2 تسابعی چون ي ر 
از ,1 در حودش را الما می کند . اهمیت بایان در این است 5 سه به وسئله تحدیتد 
گر به ,26 می‌توان تابعی از ړک در خودش به دست آورد و نه تسابعی صر فا اد 2 
در ۰۶ 


پ.. رابطة هم‌ارزی 
ناه هم ادزی نوع ویژه‌ای از دوابط بین‌جفت عناصر يك مجموعه است. برای تعریف 
يك رابطة هم ارزی» ابتدا با ید روشن کنیم که يك «ر ابطه» چیست. 
به‌طود قطع هر تعر یف رسمی از «رابطد» باید روابط آشنایی چون (ل = م 
(>:۰»۵ «بو مادر رو است»» و «مم مسن‌تر اذ ل است» را در بر گیرد. ا گر × يكمجموعه 
باشد» چه چیزی باعث تعیین رابطه‌ای بین جفتهای از عناصر 2 می‌شود؟ بدیهی است که 
پاسخ قاعده‌ای است برای تعیین اینکه آیا به‌ازای هر دو عنصر مفروض رو و بو از ۰2 يه 
در دابطة داده شده با رو قراد می گیرد یا نه. چنین قاعدة ۸ را مابطه‌ای (دوتایی) دوی 
×“ ی نامیم. ۳ بخو اهیم ام کین دقبی تر باشیم» بهتر است به‌صورت دیر به پیش بردیم. 
کر EEE‏ جفتهای مر تب (ل ,ه) از عناصر × را نشان دهد. رابطه‌ای 
دوتایی روی × تابعی است,چون ۸ اذ × × × در مجموعة (۱ ۲ {. به بیان دیگر» 1 
به هر جفت مر تب ( ,4) با ۱ با ه را اعتصاص می‌دهد. منظور ان ات که ا کر 


۴ ببوست 


۱ =( ,)1 آنگاه و در رابطة مفروض با و قر اد می گیرد» و اگره = (# ,0 دد 
این دابطه قرارئمی گیرد. 

اگر R‏ رابطه‌ای دوتایی روی مجمو عة 6 با شد وقتی که ۱ (۷ ,109 نو شتن 
Ry‏ به‌جای آن داحت‌تر است. دابطه‌ای دوتایی چون ۸ 

(۱) انعکاسی نامپده‌می‌شوده هر گاه به‌از ای هر يه در ۰2۲ ۸R»‏ «م؛ 

(۲) متقارن است. هر گاه از وم نتیجه بگیریم ھR‏ رو؛ ۱ 

(۳) متعدی نام دارد. هر گاه اذ ,2۸ و 2 نتیجه شود 2«. 
يك دا بط «م‌ارزی ر وی × عبارت است از يك رابطة دو تأیی انعکاسی» متقارن» و متعدی 
روی ر. 


مثال ۵. (الف) دوی هر مجموعه تساوی دابطه‌ای هم ارزی است. به بیان دیکی 
| گر ي به‌معنی رو = »× باشدهآنگاه ۸ دابطه‌ای هم ارزی است. زرا بو نم؛ اگر 
و =ه آنگاه ي = رو؛ واگر = رو ور < رو آنگاه و = رو. رابطة «روعیدیم» متقارن است» 
اما ته انعکاسی است و نه متعدی. 

(ب) 1 دا مجموعة اعداد حقیقی می گیریم و فرض می کنیم و۸ بهسنی > ې 
باشد. در این صودت ۸ دابطه‌ای هم‌ارزی نیست. این رابطه متعدی است. اما نه انعکاسی 
است و نه متقارن رابطه (1 > » انعکاسی و متعدی است ولی متقارن نیست. 

(ب) گیریم £ صفحة اقلیدسی و × مجموعة همه مثلثهای داقع در صفحهةً 77 باشد. 
در این صورت تشابه رابطه‌ای است هم‌ارزی دوی × یعنی» 1,227 (,7 متشابه, 7 
است) رابطه‌ای هم ارزی روی مجموعةً همةّ مثلثهای واقع در يك صفحه است. 

(ت) گیریم ۲ مجموعةّ همة اعداد صحیح: 

SEE ON 
: و فرض کنیم ور عدد صحیحمثبت ثابتی باشد. رابطة ,۸ روی × دا چنین تعریف می کنیم‎ 
اگر و تنها اکر (ه--م) بر قابل قسمت باشد. رابطة ,۸ همنهشتی به‌پیما ن مر‎ DRY 
نامیده می‌شود. وقتی که (-ي) بر و قابل قسمت باشد به جای ل۸ معمولا نوشته‎ 
می شود‎ 
2 22 7 است)‎ n به‌پیما نه‎ J همنهشت‎ ۶ (۰ 

به‌ازای هرعدد صحیح مثبت 1 همنهشتی به‌پيمانةٌ ور را بطه‌ای هم‌ارزی دوی مجموعةًاعداد 
صحیح است. ۱ 

(ث) گیریم × و ۲ دو مجموعه و گر تابعی از × در ۲ باشد. دابطهٌ ۸ دوی × 
دا چنین تعریف می کنیم: ے۸ ٥,‏ اگر و تنھا اگسر (,)< (,ه)/. بسادگی می توان 
نشان داد که ۸ دابطه‌ای هم ارزی روی مجموعةً ې است, چنانکه خواهیم دید» این مثال 
عملا همه روابط هم ار زی را در بر می گیر د. 


رابطهً هم‌ارزی ۲و۵ 


فرض کنیم R‏ رابطه‌ای هم‌ارزی روی مجموعۀ ې باشد. گر مر عنصری از 
× باشد» فرض م یکنیم (::2) مجموعة همه عناصری مانند و از 7 را نشان دهد که 
‘Ry‏ مجموعة (۲)2:7 رده هم ارذی ږو ( به از ای رابطة هم ار دی (R‏ نامیده می‌شود. 
چون ۸ رابطه‌ای هم ارزی است» رده‌های هم‌ارزی خواص زیر دا وادند؛ 

)۱( همه kE(z;R)‏ ناتهی هستند؛ زیرا» نظر به‌اینکه 27 عذصر رو متعلق به 
(جمه) :7 است. 

(۲) گیریم و و و عناصر × باشند. چون ۸ متقارن است؛ رو به (0:ه) تعلق 
دارد اگر و تنها ا کر س متعلق به (۸ E);‏ باشد. 

(۳) اگررم و عناصر 1 باشند» رده‌های هم ارز ی(4;۸)£ و(0:7) یامساوی‌اند 
ویا هیچ عنصرم‌شتر کی ندار ند. ابتدا» فرض کنیم ۸ . گیریم 2 عنصری د(۸ +E);‏ یعنی 
عنصری از باشد که ۸2 ه. چو نج متقادن است» همچنین‌داديم 2 بنا به‌فر ض ۸ و 
چون/متعدی‌است داد یم 275 پس ۰12 این مطلب نشان‌می‌دهد که هر عنصر E); R(‏ عنصری 
از E):۸(‏ نیز هست. با بر تقادن ۸» همچنین می بینیم که هر عنصر (۸ E);‏ عنصری اد 
E(;R)‏ هم هست؛ پس .-E(s;R)= E(y:R)‏ حال استدلال می کنیم کسه | کو رابطة 
aRy‏ پر قر ار نباشدء آنگاه E(sR) N E(4:R)‏ تھی است. ریراء اگر 2 در هر دوی 
این رده‌های هم ارزی باشد» دار یم 2۸2 د ۸2 ,؟ پس 262 و 2 و بدین سان ی 2. 


اک چ را خانوادةٌ رده‌های هم‌ادزی برای رابطةً هم‌ار دی ۸ بگیریم» می‌بینیم 
که (۱) هر مجموعه‌ای از خانوادهٌ 9 ناتهی است» (۲) هر عنصر زو از 26 به يك و تنها 
یکی از مجموعه‌های خا نو اد 97 تعلق دارد» ۳( Ry‏ ار و تنها | کت « و ل هر دو 
متعلق به يك مجموعه از خانوادةٌ ګ باشند. به طور خلاصه رابطهة هم ارزی R‏ مجموعةً 1 
را به‌اجتماع خانواده‌ای از زیرمجموعه‌های (ناتهی) نامتداحل تقسیم می کند. سوی دیگر 
فضیه نیز قابل استدلال است. فرض کنیم و خحانواده‌ای از زیر مجموعه‌های × باشد که 
در شرایط (۱) و (۲) اخیر صدق می‌کنند. ا کر بنا بر (۳) رابطه‌ای مانند ۸ دا تعریتف 
کنیم» آنگاه R‏ رابطه‌ای هم‌اردی روی ۲ است و چ خا نوادة رده‌های هم اردی برای۸. 


مثال ۶ ببینیم رده‌های هم‌ارزی برای در ابطه‌های هم‌ارزی در مثال ۵ چه هستند. 

(الف) ا گر R‏ رابطه ساوی دوی مجموعة کر باشد » آنگاه رده هم‌اردی عذصر ج 
جیز ی جز مجموعة {nm}‏ که تنها عنصر آن ۶و است» یست. 

(ب) اگر 2۶ مجموعة هم مثلثهای واقح دريك صفحه و ۸ رابطةٌ تشا به باشد‌قریب 
تمامی آنچه که در وهلة نخست می توان گفت این‌است که ددة هم‌ارزی مثلت 7 متشکل است 
ازهمةً مثلثهایی که‌با 7 متشا به هستند. بح ازوظایت‌هندسهةٌ سطحه ارائهٌ توصیفهای‌دیگری 
از این دده‌های هم‌اددی است. 

(ب) اگر × مجموعة اعداد صحیح و ۰ رابطه «همنهشتی به پیمانة » ا 


۴ پیوست 


دقیفاً n‏ رد هم‌اردی داریم. هر عددصحیح 1 به‌طو ر یکتا به‌صورت g۸‏ = »و قا بل بیان 

است که در آن ي و 7 اعدادی صحیح‌اند و ۱ > ۳ > 9 . این مطلب شان می‌دهد که 

هر س دقیقاً پا یکی از ۸ عدد صحیح 0 ۸۱ ۲۷ ۰۰۰۰ )| — 7 همنهشت به پیما نة 7 است. 
رده‌های هم‌ارزی عبار تند از 

= و۰۰‎ —Yn, —n, ره‎ Yn, ۰ء‎ 

E = {۰۰ 1—Yn, \—n, Fn, ۱۲ زا‎ 


راتس n‏ رت زو روت ات وو Yn,‏ سس مت زو وه ۰ Eg‏ 

nm \ Yn, موه‎ 

(ت) فرض کنیم × و ۲ دومجموعه» ‏ تابعی‌اذ × در ۲ و ۸ رابطه‌ای هم‌ارزی 
باشد که چنین تعر یف هی‌شود: 2 اگر وتنها | گر (+2) [ < (,2) . رده‌ها ی‌هم ار زی 
برای ۸ درست بزر گترین زیرمجموعه‌های ۲ هستند که روی آنها 7 «ثابت» است. 
توصیف دیگر این رده‌های هم‌ارزی بدین صورت است. این رده‌های هم‌ارزی در تناظنر 
يك به يك با عناصر برد ر قرار دادند. اگر بو در برد کر باشدء مجموعهً همة وهای در 
× با شرط = (7)2 دده‌ای هم‌ادذی برای ۸ است؛ و این خود تناظری بك به‌يك بین 
عناصر برد و دده‌های هم‌ارزی ٩‏ تعر یف می کند. 

حال به توضیحی دیگر در بار روابط هم‌ارزی می‌پردازيم. با مفروض بودن 
رابطه‌ای هم‌ارزی چون ۸ دوی 6 گیر یم #7 خحانوادةٌ دده‌های هم‌ارزی برای ۸ باشد. 
وابستگی رده هم‌ارذی (۸ E)»;‏ به عنصر و تسابعی چون ‏ از × دد 9 (دد حقیقت» 
بروی 9) تعر یف می کند: 

[ (نم)‎ < E(u; R) ۰ 

این نشان می‌دهد که ۸» همچون در مثال ۵ (ث) ر ابطةۀ هم‌ارزی وابسته به تابعی است که 
دامنة آن ‏ است. آنچه این‌مطلب می گوید این است که هر رابطةً هم‌ارزی روی‌مجموعةً 
× به‌صورت یر تعیین می‌شود. قاعده‌ای (تابعی) چون 7 دادیم که به‌هر عنصر وم از × 
شیثی چون (2) دا وابسته می‌سازد و وم اگر و تتها اگر (ی) / = (مم) ۰7 اکنون 
با ید (2) 7 را به‌عنو ان‌خحاصيتي از 7« درنظر گر فت که آنچه را بطة هم‌اردی انجام می دهد 
(جمالاً) عبارت ار گردآوددن همه آن عناصری از 6 باشد که این خحاصیت را متیر کا 
دارا هستند. | گر شیء (2) رد هم‌ارزی ور باشد» آنگاه آنچه گفته شد این است که 
حاصیت مشترك عناصر يك رده هم‌ادزی» تعلق داشتن آنها به یکی از دده‌های هم ار زی 
است. بدیهی است که این مطلب جیز دیادی نمی گوید. در حا لت عم و می» تعداد بسیادری 
تابع متفاوت چون ‏ وجود دارند که رابطة هم ارزی مفروضی را بصورت بالا تعیین 
می‌کنند و یکی از اهداف مرردنظر درمطا لع دوابط هم‌ارزی یافتن یکی اذ این توابع ‏ 


ات که توصیفی ابتدایی و در عین حال بامعنی از رابطة هم‌ارزی به‌دست دهد. در بخش 


فشاهای خارج قسمت ۵۰۵ 


پ. ۵. خواهیم دید که در مورد چند رابطۀ هم‌ارزی خاصی که در جبر حطی پیش‌م یآیند» 
این امر چگونه انجام می‌شو د. 


پ. ۰۴ فضاهای خارج قسمت 
فرض کنیم 7 فضایی بردادی بردوی هیأت ۴ و 17 زیرفضایی از 7 باشد. در حالت 
عمو می» تعد‌اد زیادیز یر فضا جون ۷ وجود دار ند که مکمل W۷‏ سستند؟؛ یعنی» زیر فضا یی 
با این حاصیت هستند که ۲۲۲( 17-< ۲. اگر ضربی داخلی روی 7 داشته باشیم و بعد 
7 هم متناهی باشد» زیرفضای خحاصی‌و جود داد دکه یحتمل نام زیر فضای مکمل «طبیعی» 
7 برای آن مناسب است. این زیرفضاء مکمل متعامد 17 است. اما» اگر 17 بجز ساختاد 
فضای برداری‌ساختار دیگری نداشته باشدء هیچ داهی برای گر ینش زیرنضایی چون ' 17 
که بتوان آن را زیر ففای مکمل طبیعی 17 نامید وجود ندارد. با این وجود از ۲ و۲۷ 
می‌توان فضایی برداری چون 7/۲۲ داساحت که به «خارج قسمت» ۷ و 7 مشهور 
است ونقش‌مکمل طبیعی 17 را بازی کند. این‌فضای خارح قسمت زیرفضایی از 7نیست 
ولذا نمی‌تواند عملا" ذیرفضایی مکمل برای 17 باشد ولی فضایی بردادی است که‌تنها 
بر حسب ۲ و 7# تعریف می‌شود و دادای این حاصیت است که با و 
مانند ۲7۲ یکر یخت است. 

گیریم 7 ز برفضایی ازفضای برداری ۲ باشد. اگر ۾ و 6 بردادهایی از 7 باشند» 
گوییم ۾ همنهشت 8 به پیما ۵؟ 17 است هر گاه برداد (8 -ه) در ذیرفضای 7 باشد . 
اگر 0 همنهشت 8 به‌پیمانة 17 باشده می نو یسیم 

a= 8, ۰ 

همنهشتی به پیمانۀ ‏ رابطه‌ای هم‌ارزی روی ۲ است. 

mod ¥ (۱)‏ ,0 ۰022 زیرا =١‏ 0-0 در 7[ است. 

(۲) اگر 00 ,6 عم آنگاه au, mod W‏ =8. زیر از آنجا که ۲7 ذبر- 
فضایی از 7 است. برداد (0--0) در ۳ است اگر و تنها ا گر (6-0) دد 17 باشد. 

(۳) اگر # mod‏ ,6 مر ۲۲ مج ,۰027 نگاه ۲۲ 7,۵00 = . ذیر اا گر 
(۵ -) د(۷ -8) در 7 باشند» آنگاه (رر--6)-0(4 -)) = 0-۷ هم‌در 17 است. 


دده‌های هم‌ارزی بر ای این دابطهةً هم ارزی به عنوان هممجموعه‌های 17 شناعته 
می‌شو ند. ر دة هم ار زی (هممجموع4) برداری چون 0 چیست؟ این دده هم‌ارزی متشکل از 
همه بردارهای 6 در 7 است که )«—6( در 77 باشد» یعنی همه بر دادهای 6 به‌صودت 
لیم =8 که « دد 17 باشد. بدین‌دلیل» هممجموعةً بردار ۾ با 
01-7 
شان داده سی‌شود. مناسب است که هممجمو عة 8 سیت به Ww‏ به عنوان مجموعة 
بردادهای حاصل ار انتقال زیر فضای ۳ توسط بردار »۾ در نظر گر فته شود. برای تجسم 


۶ پیوست 


این هممجموعه‌ها» بهتر است خواننده حالت خاص زیر را در نظر بگیرد. گیریم 7 فضای 
۲ و 17 زیرفضایی يك بعدی از 7 باشد. اگر 7 را به‌عنوان صفحة اقلیدسی تصو رکتیم» 
Ww‏ خعلی مستفیم مار بر مدا خو اهد بود. اکن )2 (e‏ = 0۱ بسردادی در 7 باشد» 
هممجمو عه 0-1-7 نحط مستقیمی است که از تقطة 29 9) می گذرد و موادی ۳ است. 

دستة همه هممجموعه‌های 7 با 7/۲7 نشان داده حواهد شد. اکنون به صورت 
زیر جمعی بردادی وضر بی اسکا لری روی 7/17 تعریف می کنیم: 

(a F+W) HB W)= (a FB) +W 
cla +W)= (ca) +W 

به بیان ديگر» مجمو ع هممجموعة بو وهممجموعةً 8 عبارت است‌ازهممجموعةً (8 + »)د 
حاصل‌ضر ب اسکالر ع و هممجموعۂ ۾ عبارت است از ھممجموعة برداد 60 . بردارهای 
متفاوت بسیاری از 7 سبت به 7 هممجموعه‌های مساوی خواهند داشت ولذ! باید نشان 
دهیم که جمع وضرب فوق تنها به هممجموعه‌های مور د بحث وابسته‌اند. این بدین معنی 
است که با یداحکام زیر را اثبات کنیم: 

(الف) اگر mod #W‏ ,ده ود modW‏ « 0 6 آنگاه 

a+ B=a'+8', 7 

.ca=ca' , modW آنگاه‎ «a=, mod ۲ (ب) اگر‎ 

شان دادن‌این احکام ساده است. (۱) ا گر ۲ - ۵ و 0 -- 0 در ۲7 باشنده آنگاه 
چون ('8 ¬ 8) +( '» -¬») < (0 + /0) --(6 ۰)۳ می‌بينيم که 4-6 همنهشت 
۵+۵ به پیمانه 17 است. (۲) اگر 'ه سه در 17 و م اسکالری باشد› آنگاه 
cc)» ¬ 0 (‏ = 60-60 در 17 است. 

اکنون بساد گی‌می‌توان نشان داد که 7/1 همراه باجمع بردادی وضرب اسکا لری 
تعر یف شده‌در فرق فضا یی بر داری بردوی هیأت ۶ تشکیل‌می‌دهد. البته‌هريك از اصول يك 
فضای برداری دا بايد به‌طور مستفیم بارس کراده هر يك از خواص جمع بر داد یوضر بت 
اسکا لری از حاصیت متناظر اعمال در 7 منتج می‌شوند. نکته‌ای راهم باید مت کر شد. 
پرداد صفر دد ۲۲/۲۲ هممجموعة بر دار صفر در 7 است. به‌بیان دیگر» ۲۲ بردار صفر 
در ۲/۲۲ است . 

فضای برداری 17/۲۲ خارج قسمت (یا تفاضل) ۲ و 7 نامیده می‌شود. يك تبدیل 
خطی طبیعی جون @ از ۷ بردوی 7/۲۲ وجود دادد. این تبدیل با 04-۲ (0)0 
تعریف می‌شود. باید در نظرداشت که عملهای در 7/۲۲ دا درست طوری تعریف کردیم 
که این تبدیل © حطی راشد. تو جه کنید که فضا ی پوچ @ دقيقاً دیرفضای ۳ است. 0۵ را 
تبدیل خارح قسمت (یا نگاشت خارج قسمت) از 7 برروی 17 می‌ناميم. 

حال می‌توان را بط بین فضای حارج قسمت 7/۲۲ و زیر فضاهایی از ۲ دا کسه 
مکمل ۷ هستند به‌شرح زير بیان کرد. 


فضاهای خارج قسمت ۰۷ ۵ 


قضیه. گیریم 7 زیرفضاپی از فضای برداری 7 د نگاشت خار ج قسمت از ۲ 
بروی 17/17 باشد. فرض کے 177 (پرفضاپی از 7 باشد. در این مورت 6۲۲۲ 7= ۲ . 
اگر وثنیا اگر نحدید 0 به "17 ہك پکرپخنی ۱( "17 بردی 7/7 باشد: ۱ 

اثبات. فرض کنیم 2۷۲ 7. پس هر بردار » در 7 به‌طور یکتا به صورت 
ب0» که در آن 7 در ۲ و 2 در ۲۷۲ است» قا بل بیان است. در این صورت 
دق = ابدق-+ << بو0؛ یعنی 7+ 7 = ۳77 ». .این نشان می‌دهد که , ۷۲ را 
بروی ۲/۲۲ می‌نگارد؛ یعنی ۲۲/ 7= ('0)7. بعلاوه @ دوى'7 يك به‌يك است؛ زیر اه 
فرض کنیم ,7 و ۳( دو بردار در 177 باشند و ا = ,۵ در این صورت 
ه (م ۷= ,0)۷ پس ‏ ل در 17 قراردارد. این برداد همچنین در 17۲ که 
مجزا از 17 است قراردادد؛ پس ه < م س . بنابراین تحدید 0 به "17 تبدیل حطی 
يك به یکی از ۲7۲ بروی 7/۲۲ است. 

فرض کنیم 177 چنان زیر فضایی از 7 باشد که روی ۲۷7۲ يك به يك باشد و 
¥ / = ('0)7. گیریم » بردادی اد 7 باشد. دراین‌صودت برداری چون "۷ در ۲۲۲ 
وجود دار د که 0 = أ 0؛ یعنی 01-17 = 7 '. پس بردادی چون ۷ در 7 هست 
که ۷-٩-۰‏ > ۰0 بنابراین "1-۲7 7 = ۲. برای‌اینکه نشان‌دهیم 7 و 17۲ مجزا هستند» 
فرض کنیم ۷ هم در ۷ و هم در 17 باشد. چون ل در 17 است » دادیم ه < 0. ولی 
0 روی 77۶۷ يك به‌يك است و لذا باید داشته‌باشیم ه = .۰ بدین‌سان ۲ 1۲ < ۲. Û‏ 


آنچه که حقیقتاً این قضیه می گوید این است که 77۷ مکمل 7 است ا گر وتنها | گر 
۲ زیر فضایی باشد که دقیقاً يك عضر ازهر هممجموعه 17 را شامل باشد. این قضیه‌نشان 
می‌دهد a‏ وقتی OW’‏ ۲7۲ < ۲ نکاشت حارج قسمت ۰ فضای ۲7۲ را با ۳۱/۳ 
«یکی می کند». به‌طور حلاصه 6۲7۱/۲۷ 7 به‌طریقی طبیعی با !۲ یکر یخت است. 
تکته‌ای سبتاً آشکار را هم باید متذ کرشد. اگر 17 زیرفضایی از فضای بردادی 
بعد متناهی ۲ باشد» آنگاه 
. بعد(۲) = بعد( ۸۲۲۷ 4)7 بعد( ) 


این مطلب را می‌توان از قضیة بالا نتیجه گرفت. شاید آسانتر باشد مشاهده کنیم که آنچه 
این فرمول بعدی بیان می کند این است که 
بمد(۲) = ر تب() + پوچی(2) 
هدف ما در اینجا بررسی دقیق فضاهای خارج قسمت نیست. لکن نتیجه‌ای بنیا نی 


هست که لازم است اثبات آن ارائه شود. 


قضیه. گیربم 7 و 7 دد فضای پردادی بردوی هبات ۶ہ باشند. فرض کنیم 7 تبدیلی 
خطیاذ 7 بروی 7 باشد. اگو ¥ فضای‌پوج 7 باشد. ۱ نگاه 2 با 7/7 چکرپختاست. 


۸ ۵ پیوست 


البات. تبدیلی چون ل از ۲/۲۲ دد 2 را به صورت 70 = ( 7+ 0)4 تعر یف 
می کنیم. با ید شان دهیم که [] خوش تعریف است» ب یعنی !گر 641-1۳۲ = 01-1۷ آنگاه 
8= ۰70 این مطلب از این واقعیت ناشی می‌شودکه 17 فضای پوچ 7 است؛ ديرا 
B+‏ < 0-7 بدین معنی است که 8 در 17 است و این امر صورت می‌پذ یسرد 
ا گر وتنھا گر .T(a— --0( =٥‏ این مطلب نه تنها نشان می‌دهد که ل خوش : تعر یف است» 
بلکه نشان می‌دهد که ل يك به‌يك نیز هست. 

اکنون بردسی اینکه U‏ حطی است و ۲/۲۲ را بروی 7 می‌فسرستد بساد کی میسر 
است» زیراکه 7 تبدیلی خحطی از ۲ بروی 2 است. O‏ 


پ. ۵. روابط هم ارزی در جر خطی 
حال بر خی از روا بط هم ارژی دا که درمتن‌این کتاب‌ظا هر می شو ند» مورد تو جه قر ارمی دهیم. 
مجموعةً زیر درست نمونه‌ای از این زوابط است. 

(۱) گیریم 7 و ۸ دو عدد صحیح مثبت و 7 يك هیأت باشد. ۲ را مجموعةٌ همه 
ماتر یسهای ۸ ×۸ برروی ۳ می گیر یم. دد این‌صورت هم‌ارزی‌سطری» رابطه‌ای‌هم ارزی 
روی مجموعة ۲راست. حکم («4 هم ارز سطری 0 است» بدین معنی است که 4می تو انداز 
8 توسط دنبا له‌ای متناهی از عملهای سطری مقدماتی به‌دست آید. ا گر به‌جای «4 هم‌ارز 
سطری B‏ است» بنویسیم سح آنگاه بسر د سی خو اص زیر مشکل نیست: (۱) سحیر؛ 
(۲) اگر جنحیب آنگاه سحق؛ (۳) اگر تخیر و نحل آنگاه €ہہ4. در بادة این 
رابطة هم‌ارزی جه می‌دانیم؟ در واقع» مطا لب زیادی دداین مودد می‌دانیم. مثلا" مي‌دانیم 
که 8ہ اگر و تنها | گر به‌ازای ما تریس ۸ × معکوس‌پذیری چون ۲ ۲ = 4؛ 
یا 8ہ اگر و تنها اگر دستگاههای همگن معادلات خطی ۵ = ×4 و ہ = ×8 دارای 
جو ابهای مساوی باشند. . همچنین اطلاعات بسیار واضحی در بارهٌ رده‌های هم‌ارد ی این 
رابطه داریم. هرما تر یس ۸ × ۸ری مانند 4م با يك و تنها يك ماأت-ر یس تحویل شده سطری 
پلکا نی هم‌ارز سطری است. آنچه این مطلب می گو ید این است که هرددهٌ هم‌ادزی برای 
این را بطه دقیقاً شامل یك ما تر یس تحویل‌شده سطری پلکانی ۸ است؛ رد هم‌ارزی تعیین- 
شده تو سط ۸ متشکل از هم ماتریسهای ٥‏ = است که در آن ط ماتسریس ”× (رر 
معکوس‌پذیری است. این توصیف از دده‌های هم‌ادزی دا می‌توان به‌طریق زیرهم تصور 
کرد. با مفروض بودن ما تریس ۸ × ری مانند 4 ؛ قاعده‌ای (تابعی) چون ‏ دادیم که 
ب4 ما تریس تحو یل شدۂسطر ی پلکا نی )7 را که‌هم‌ارز سطری 4 است‌وابسته‌می کند.ر ابطهٌ 
هم‌ارزی‌سطر ی کاملا " توسط ‏ تعیین می‌شود. زیر ا؛ 8ہ | گروتنها | گر (4) f‏ = (8) 7؛ 
یعنی» ا گر و تنها اگر 4 و 8 دادای یك شکل تحویل شدۂ سطری پلکانی باشند. 

(۲) گیریم ۸ عددی صحیح مثبت و جر يك هیأت باشد. فرض می‌کنیم کر مجموعة 
همه ما تریسهای ۸ × ور برروی زر باشد. آنگاه تشابه رابطه‌ای هم‌ارزی دوی کر است؛ هر 
ما تمر یس × ری مانند 4 متشابه خودش است؛ | گر 4 متشابه با 8 باشدء آنگاه 8 متشا به 


اصل موضوع انتخاب ۵٩‏ 
| ۱ 

با 4 است؟ ا گر 4 متشابه‌با 8 و 8 متشابه با ) باشد» آنگاه 4 متشا به با 6 است. در بارة 
این رابطة هم‌ادزی نیز مطا لب سبتاً زیادی می‌دانیم. مثلا 4 متشا به با 8 است اگر و 
تنها | گر 4 و 8 روی 7۳ عملگرهای خطیساوی دا (احتمالا" ) درپایه‌های مر تب‌متفاوتی 
نمایش دهند. اماء مطلبی عمیق‌تر از این می دانیم. هر ما تریس ۸ م ما نند 4 بردوی 7 
با يك و تنها يك ما تر یس که در فرع گویاست ( فصل ¥(« (برروی )»متشا به است. به‌پیان 
دیگر »هر دهم ارز ی بر ایر ابطة تشا به دقیقاً شام ل يك ما تر یس است که در فر م گویاست. هر 
ماتریس در فرم گویاء توسط يك تایی (ږم ,۰۰۰ ,,ع) از چندجمله‌ایهای تکین‌دارای 
این حاصیت که ,م چند جمله‌ای رم دا عاد می کند» 1-۱ ,۰۰۰ ,۱ ژ» تعیین 
می‌شود. بدین‌سان» تابعی چون ر دادیم که به هر ماتریس ۸× م مانند 4 يك تایی 
(رم ,۰۰۰ ,)= (7)4 دا که درشرط تفسیم پذیری ,ررم بر رم صدق می کند وابسته 
می‌سازد؛ و 4 و متشابه‌اند اگر و تنھا اگر (8) f‏ = (4) . 

(۳) اينك حالت خاصی از همین مثال ۲. گیریم × مجموعةٌ ماتریسهای ۳ ۳ بر ۱ 
روی‌هیأتی چون ۳ باشد. رابطۀ تشابه‌روی ې دا مودو بررسی قرادمی‌دهيم. اگر 4 د8 
دو ماتریس ۳ ×۳ برروی ۳ باشند. آنگاه 4 و 8 متشابه‌اند اکر و تنها اگر دادای 
چندجمله‌ای سرشت‌نمای مساوی و چند جمله‌ای مینیمال مساوی باشند. به‌ازای هرما تریس 
۳ چون 4 جفتی مانند ( ,) از دو چندجمله‌ای تکین داریم که 

(الف) تر «deg‏ 

(ب) م چندجمله‌ای 7 را عاد می کند» 

ر چندجمله‌ای سرشت‌نمای 4 است و م چندجماه‌ای مینیمال 4. با مفروض بودن 
چندجمله‌ایه‌ای تکین و م برروی ٣‏ که در شرایط (الف) و (ب) صدق می کنند» 
به آسانی‌می توان ماتریسی ۳ »× ۳ برروی ۳ به‌دست آورد که وم دا بتر تیب» به‌عنو ان 
چندجمله‌ایهای سرشت‌نما و مینیمال خود داشته باشد. لب هس این مطا لب چنین است. 
ا گر رابطدٌ تشابه دوی مجموعة ماتریسهای ۳ (۳ برروی ٣‏ را مورد بردسی قر اد دهيمی 
رده‌های هم‌ارزی در تناظر يك به‌يك خو اهند بود باجفتهای‌مر تب (م ,) از چندجمله‌ایهای 
تکین برروی ۲ که درشر ایط (الف) و ([ب) صدق می کنند 


پ. ۶. اصل موضوع انتخاب 

به بیا نی مجمل؛ اصل انتخاب يك قاعده (یا اصل) فکر کردن است حا کی از اینکه با 
در دست داشتن خانو اده‌ای از مجموعه‌های نا تهی» می تو انیم E‏ 
بو پت برای بیان دقیق‌تر «طلب» فرض کنیم مجموعة نمایه‌ای چون 4 و به‌ازای هر ۾ 
در ۸4 مجموعه‌ای وابسته وغیر تھی چوتن م5 در دست باشد. «انتخاب» يك عنصر از هر 
ی به‌معنی ار اه قاعده‌ای است چون ‏ که به هر ۾ يك عنصر (م) از مجموعةً ی را 
وابسته سازد. اصل انتخاب حا کی است که این امر امکان پذ یر است» یعنی با در دست‌داشتن 


۰ ۱ يوست 


حانو ادةُ مجموعه‌های ے۶ ) تابعی چون f‏ از 4 دد 
ÛU S«‏ 
a‏ 


یا فت‌می‌شو د که به‌ازای هر ۰۵ (») ار دد ی باشد. این‌اصل هرچند مورد پذیرشا کثریت 
ریاضیدانان است در مو ارو بسیاری به‌هیچ‌وجه دوشن نیست که تابع صریحی چون ‏ را 
چکو نه می تو ان به‌دست آودد. 

اصل انتخاب پیامدهای تکان‌دهنده‌ای هم دادد. اکثر این نتایج» به مواد مورد بحث 
این کتاب یا ار تباط اند کی دارند یا هیچ د بطی پیدا نمی کنند. اماء يك پیامد شایستهذ کر 
است: هرفضای بردادی پایه‌ای‌دارد. مثلا" هیأأت اعداد حقیقی به‌عنوان يك فضای بر داری 
بر روی هیأت اعداد گویاء دادای يك پا یه است. به‌بیان دیگرء زیرمجموعه‌ای چون ی از 
۸ و جود داردکه برروی هیأأت اعداد گویا مستقل خطی است و دادای این حاصیت‌است 
که هرعدد حقیقی تر کیب خحطی گویایی از تعدادی متناهی از عناصر ی است. ما ور اینجا 
برای استنتاح این قضية مر بوط به‌فضاهای بردادی از اصل انتخاب خود را معطل نمی کنیم 
و برای دیدن اثبا نی اران خواننده را به کتاب ی که در فهرست مراجع آمده است» 
ارجا می‌دهيم. 
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1. Kelley 


عمل» کنش 
اضافه کردن 
مجاور 
الحاقی 
عمل الحاق 
عملگرت 


جبری 

پستهةً جبری 
الگوریتم 

متناو ب 

آنا لیو . 

ز او یه 

چندجمله‌ای پوچساز 


تقر یب-نز ديك‌سار ی 
دلخو اه 


استدلال» آو ند 


واژه‌نامةً انگلیسی به‌فادسی 


action 
add 
adjacent 
adjoint 
101 
1۳ 
adjunction 
admissible 
algebra 
algebraic 
algebraically closed 
algorithm 
alternating 
analysis 
angle 
annihilating polynomial 
annihilator 
anti-isomorphism 
application 
approximation 
arbitrary 
argument 


۲ دواژه ناهه 


آدایش 

قانون شر کت‌پذیری 
ما تریس افز وده 

معو ری 


ہجو (ے 


aC” 


یه مہنا [ لگاریتم ] 


مقدارب [ = مقدار ویژه | 
بر داز 
ز ده 
کلاسبك 
الحاقی كلاسيك 
رده دی 
همبعد 
همد امنه 
ضر یب 
همسازه 
انطباق 


کرد آورده. دسته 


array 

assertion 
associativity law 
augmented matrix 
axial 

2215 

axiom of choice 


base 

basis 

bilinear 
form 

binary 

binomial 


calculation(—™+computation) 
canonical 
character 
characterisation 
characteristic 
polynomial 
- 6 
01 
class 
classic 
classical adjoint 
classification 
codimension 
codomain 
coefficient 
cofactor 
coincidence 
collection 
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ستون column‏ 
عمل ستو نی operation‏ 
رتب ستو نی -rank‏ 
تر کیب combination‏ 
مب خطی linear‏ 
آنالیز تر کیبی combinatorial analysis‏ 
جا بجا یی commutative‏ 
جا بجا گر commutator‏ 
جا بجاشدن commute‏ 
همدم companion‏ 
ما تر یسب matrix‏ 
مکمل complement‏ 
ختلط complex‏ 
مق لفه component‏ 
تابع مر کب composed function‏ 
تر کیب [توابع] composition‏ 
محاسبه computation(m+calculation)‏ 
هادی conductor‏ 
همنهشتی congruence‏ 
به‌پیمانة و —modulo n‏ 
همنهشت congruent‏ 
مزددیع conjugate‏ 
ترانها دة transpose‏ 
تابع تزویجی conjugation function‏ 
پی امد consequence‏ 
ساز گار consistant‏ 
نوه COntInuOus‏ 
همگرایی convergence‏ 
همگرا convergent‏ 
عکس Converse‏ 
مختص coordinate‏ 
نتیجه corollary‏ 
تناظر correspondence‏ 


correspondent متناظر‎ 


۴ واژه‌نامه 


هم مجم و عه 
شمادش پذ یر ی 


شمارش بذ بر 


نز ول کردن 
نزولی 
قباس استنتا ح 
ی 
انکر ات 
تبهگون 
در جه 
وابستگی 
وا يست 
یی 
دترمینان 
زر تب 
قط قطری 
ما تریس قطری 
قطر ی شدنی 
عملک رت 
قطر ی کر دن 
مشتق پد یر 
دیفرانشیل 
مشتق گیری» دیفر انسیل گیری 
تید یل س 


coset 

countability 

countable 

criterion 

cross product 

cyclic 
decomposition 
subspace 
0 ۲ 


decomposable 
decompose 
decomposition 
decrease 
decreasing 
deduction 
definite 
integral 
degenerate 
degree 
dependence 
dependent 
derivative 
determinant 
1 
diagonal 
~matrix 
diagonalizable 
—operator 
diagonalization 
differentiable 
differential 
differentiation 
-] 10۳۵10۳ 
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بعد dimension‏ 
مستقيم direct‏ 
مجمو عّس Sum‏ 
سو direction‏ 
سویی 01۳60110981 
مجزا . disjoint‏ 
فاصله [دو نقطه ] distance‏ 
قانون پخش‌پذیری distributive law‏ 
تقسیم کر دن۔بخش کر دن» عاد کردن divide‏ 
مقسوم divident‏ 
بخش پذ بر ی divisibility‏ 
تقسيم division‏ 
مقسوم‌علیه divisor‏ 
دامنه domain‏ 
ضرب نقطه‌ای dot product‏ 
مضاعف double‏ 
دو گان -dual‏ 
دو گان dual‏ 
پايةٌ - basis‏ 
فضا ی Space‏ - 
دو گانی duality‏ 
پلکانی echelon‏ 
مقدارو یژه [ = مقدار سر شت نما] eigenvalue‏ 
عنصر» عضو element‏ 
حذف elimination‏ 
فر آیند 5 - 
تھی empty‏ 
تام entire‏ 
فضایت —space‏ 
درایه entry‏ 
هم‌ادرزی equivalence‏ 
را بط ~relation‏ 


equivalent هم‌ارز‎ 


۶م واژه نامه 


محا مي تعبین مهد ار 
«سط دادن 

ارس 

صر جع 


تما 
نمایی 
کسترش 


سازه 
تز يه بەسازەھا 
هیأت 
متناهی 
بطو ر متناهی تو لبدشده 
فرم» صورت 
صو ر ی 
سر ی تو انی 
فرمول 
مدول آزاد 


تا بع 
۳ بعلث 


ندیم 

تعمیم‌دادن» عمومیت دادن 
تو لید کر دن 

تو لیدشده 

مو لد 

تمودار 

بزد گترین مقسوم‌علیه مشتر لا 
9 


evaluation 
expand 
expansion 
explicit 
exponent 
exponential 
extension 


factor 
factorization 
field 
finite 
finitely generated 
form 
formal 

—power series 
formula 
free module 
function 
functional 


generalization 
generalize 

generate 

generated 

generator 

graph 

greatest common divisor 
group 


Hermitian[ = self ad joint] 
form 
homogeneous 


همر یخت 
همر یختی 
ابر فضا 


فرضص 


اید آل . 

خحودتوانی 

حودتوان 
۲ 

همانند» یکسان 

همانی [ = عنصرهمانی ]» اتحاد 
ا ی 

نکاره 

موهومی-انگادی 

صعو دی 


شمول 
استقلال 
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homomorphic 
homomorphism 
hyperplane 
hyperspace 

hy pot hesis 


ideal 
idempotence 
idempotent 
—Operator 
identical 
identity 
function 
image 
imaginary 
increasing 
inclusion 
independence 
independent 
—variable 
index 
indices 
induce 
induced operator 
induction 
inductive 
inequality 
infinite 
inner product 
integration 
9ب‎ parts 
inter polation 
intersection 
interval 


۵۱۸ داژه‌نامه 


هسنه 


ر وش راکد +[ = مقداد سرشت‌ما ] 


invariance 
invariant 
-subspace 

inverse 
inversion 
invertible 
irreducible 
isomorphic 
isomorphism 
iterated 
iteration 


kernel 


latent root 


leading مقدم‎ 

دراية غيرصفر- —nonzero entry‏ 
کو جکتر ین مضرب مشتر ك least common divisor‏ 
لم lemma‏ 
طول length‏ 
ول line‏ 
نحطی linear‏ 

ر کسان combination‏ 

تا بع function‏ 

تا بعك functional]‏ 

اة —transformation‏ 
وابستة حطی linearly dependent‏ 
مستقل حطی linearly independent‏ 
پا یین مثا lower triangular‏ 
بزر گی magnitude‏ 
قطر اصلی main diagonal]‏ 


` map = mapping گا شت‎ 


مینیمم 

کهاد 

مدول 

جندجمله‌ای تکین 
حر کت 

تابح جندحطی 
مضروب 

ر 

چند گا نگی 

ضر یب» مضر وب فیه 
دو به‌دوعمود برهم 


منفی 
پو چ توان 
ناتبهگون 
فرم دو حطی- 

نامتدانعل 
تامنفر د 
نرم 
ترمال 

۰ عملگر- 
رمال کننده 
بر مدار 
نماد نماد گذادی 
«تایی 
پو ی 
فضای پو چ 
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matrix 
maximal 
subspace 
maximum 
member 
minima] 
—polynomial 
minimum 
minor 
module 
monic polynomial 
motion 
multilinear function 
multiplicand 
multiplication 
multiplicity 
multiplier 
mutually perpendicular 


negative 

nilpotent 

non-degenerate 
1 ] 11108 ۳ form 

non-overlapping 

non-singular 

norm 

normal 
—Operator 

normalizer 

normed 

notation 

n-tuple 

nullity 

null- space 


0 ۵۲ واژه‌ امه 


فر د 
رزوی 
يك به يلك 


5 
عملکر 
مر تيه 

0 
8 به همر دب 
مدا 
متعامد 


موازی 
قانون متوازی‌الاضلاع 
دور تناوب 
ددره‌ای 
حا کشت 
گروه جایکشتی 
عمود 
عمود بودن تعامد 


قطبی 


odd 

on 
one-one 
0910 
operate 
operation 
operator 
order 


ordered basis 
origin 
orthogonal] 
` basis 
complement 
- group 
projection 
1 
9 ۳ 
orthogonality 
orthogonalization 
ort honormal 
(5 
-set 
over 
overlap 


parallel 


parallelogram law 


period 

periodic 

permutation 
—group 

perpendicular 

perpendicularity 

polar 


اتحاد قطبی 
قطب 
چند جمله‌ای 
رت 
فرم دوعطیب ب 
و 
رشتة توأنی 
او ليه 
تجز ی 
اول ۱ 
اید آل اصلی 
فر آ یند 


حاصل‌ضرب» ضرب 
طر ح» تصو یر کر دن 


هو ار 
ا 
اثبات 
سره 
مقدار - 
گروه شبه متعامد 
درجهٌ دوم 
فر 
خار ج قسمت 
فضای 
برد 
ر تبه 
گویا 
فرب 
خط 
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polarization identity 
pole 
polynomial 
positive 
~definite 
بت‎ bilinear form 
form 
power series 
primary 
—decomposition 
prime 
principal ideal 
process 
product 
project 
projection 
—operator 
proof 
proper 
—Subset 
—value 
pseudo orthogonal group 


quadratic 
—form 

quotient 
0 


range 
rank 
rational 
form 
real 
line 


۲ واژه امه 


تا بع حقیقی 
عکس [ يكعدد 
مستطیل 


وارونه» وارونه کردن 
و ارو نه پذ یر 

حر کت صلب 

حلمه 


~valued function 


reciproca 
rectangle 
rectangular 
reduced 
reducibility 
reflection 
reflective 
relation 
relatively prime 
remainder 
representation 
representative 
resolution 
restrict 
restricted 
restriction 
—Operator 
reverse 
reversible 
rigid motion 
ring 
root 
rotation 
rOW 
-equivalence 
~Operation 
rank 
-reduced 
— — echelon 
-space 
"01۳ 
r-shuffle 


اسکا ار 
چند جمله‌ا یب 
جرد 
خودالحاق 
عملگر نیم‌ساده ۱ 
بر دار جدا کننده 
جداسازی 
دنبا له 
رشته» سر ی 
يكو نیم خطی 
رچ 
مجموعه 
انتقال 
و 
علامت 
شان 


ما تر یس 
: تبدیل- 
کج 


متقا رن 


فرم دوخطی سب 


جو اب 

فضا 

پدید آوددن 

پدید آمده تو سط 
پد ید آو ر نده 
فضا یی 


واژه‌نامة انگلیسی ه‌فارسی ۰ ۵۲۳ 


scalar 
-د‎ 0011۷ 0181 
(۴ 
self adjoint[ = Hermitian] 
semi-simple operator 
separating vector 
Separation 
sequence 
Series 
sesqui-linear 
. form 
Set 
shift 
shuffle 
sign 
signature 
signum 
similarity 
simultaneous 
diagonalization 
—triangulation 
singular 
~matrix 
—transforma tion 
skew 
—Symmetric 
- -bilinear form: 
solution 
space 
span 
spanned by 
Spanning 
spatial 
Spectral 


۴ واژه امه 


تفکك- 
مقدادت 
ن 
مر بسح » مجذور 
ماتر یس مر بعی 
جذر ريشة دوم 
استانده 
پايا 
ا کید 
ساختار‌ساعت ۱ 
پر کننده [ = ]-هادی] 
زیربخ 
زیرهیات 
زیرما تریس 
زیر مدول 
شاخصد بر 
ز پر مجموعه 
زیر فضا 
جایگزینی 
تفر یی 
توالی 
متوالی 
مجتمع 
نماد 
متقادن 
فرم دوخطی 
گروه متقاد نس 
تمادن 


-0 0۳ 
-value 
spectrum 
square 
—matrix 
—rOOot 
standard 
-basis 
strict 
structure 
stuffer 
subdivision 
subfield 
submatrix 
submodule 
subscript 
subset 
subspace 
substitution 
subtraction 
SuCCEeSSIONn 
successive 
sum 
sym boj 
symmetric 
—-bilinear form 
- 0 
symmetry 


T-conductor 

tensor 
product 

term 

theorem 


و اژه‌نامة اذگلسی بەفارسى ۵ ۵۲ 


theory 
trace 


-of linear transformation 
0 ۳ 
transformation 


transitive 
transitivity 
translation 
transpose 
transposition 
triangulable 
triangular 
triangulation 
trivia] 


unimodular 
union 
unique 

unit 
unitary 


- 8 


unlty 


upper triangular 


validity 
value 
vanish 
variable 
variation 
VEeCIOF 
space 


2۲۶۶ و اژه‌نامه 


ضرب گوه‌ای wedge product‏ 
خوش تعریف well-defined‏ 


صفر ۱ 3 0 


array 
r~shuffle 
free 
analysis 
combina torial 
argument 


hyperplane 
hyperspace 
identity 
polarization 
proof 
9۱8108 
standard 
argument 
induction 
independence 
deduction 
scalar 
intersection 
term 


۲۸ واژه‌نامه 


اضا فه کردن 

اعتبار 

افز و ده 

| کید 

الحاق 

الحاقی 
کلاسك 

القا كردن 

الگودیتم 

تقال 

انتقال 

انتگرال 
معین 

انتگرال گیری 
جز به‌جزه 

انطباق 

انعکاس 

انمکاس 

انگاری [ = موهومی] 

اول 

او لیه 

ایدال 


اصلی 


بردار 


2101 
principal 
add 
validity 
augmented 
strict 
adjunction 
adjoint 
classical— 
induce 
algorithm 
shift 
translation 
integral 
definite 
integration 
—by parts 
coincidence 
reflection 
inversion 
imaginary 
prime 
primary 
ideal 
principal— 


remainder 


upper triangular 


divisibility 
trivial 
shuffle 
range 

۷ 01 


کت جدا کننده 
س دوری 
ب سطری 
متعامد 
بر دودی 
بزر گترین مقسومعلیه مشتر ك 
بزد گی 
پستهةً جبر ی 
بسط 
بسط دادن 


پدید آوددن 
پدید آور نده 
پر کننده 


وازهنامةً فارسی با نگلیسی ۵۲۹ 


Separating~ 

cyclic— 

۳01۷ 

orthogonel— 
over ۱ 


greatest Common divisor 


magnitude 


algebraically closed 


expansion 
expand 
dimension 


anti-isomorphism 

invariant 

invariance 

base 

basis 
dual 
orthogonal-— 
orthonormal- 
ordered- 


lower triangular 
distributive 
spanned by 
span 
spanning 
stuffer 
echelon 
nilpotent 
annihilator 
nullity 

. onto 


continuous 


هم و اژه نامه 


مشتق گیری [ = دیفرانسیل گیری] 


منفرد 
تبهگون 
تجز یه 

او لبه 
تجز یه به‌سازه‌ها 
تجز یه پذ بر 
تجز یه کر دن 
تحد ید 
تحویل شده 

_ سر ی 

من پاکانی 


function 
conjugation— 
multilinear— 
۱112687 
composed 
functional 
linear— 
entire 
tensor 
transformation 
linear 
differentiation 
singular— 
degenerate 
decomposition 
primary— 
factorization 
decomposable 
decompose 
restriction 
reduced 
rOW-— 
سب‎ 1 
irreducible 
overlap 
` transpose 
conjugate 
transposition 
combination 
linear 
composition 
‘conjugation 
similarity 
` projection 


تعمیم 
تعمیم دادن 

تعیین مقدار [ = محاسبه] 
تفر یی 


تقسیم کردن؛ بخش کر دن »عاد کر دن 
تکر ار 

تك‌مدو لی 

تناظر 

تولی 

تو ليد کردن ‏ 

7 هادی [[-ها دى] 


ابجا شدن 
جا بجا گر 
جا بجا یی 
جایگزینی 
جایگشت 


و اژه‌نامةً فارسی بها نگلیسی ۳۱ 


. orthogonal 
project 7 
orthogonality([ = perpeadicularity ] 
transitivity 
generalization 
generalize 
evaluation 
variation 
subtraction 
resolution 

. Spectral— 
sy mmetry 
approximation 
division 
divide 
iteration 
unimodular 
correspondence 
succession 
generate 
empty 
T-conductor 


commute 
COMrmutator 
commutative 
Substitution 
permutation 
algebra 

algebraic 
Separation 

term 

solution 


۲ واژ‌نامه 


حاصل‌ضرب » ضر ب 
حد ف 
e‏ صلب 


حو دالحاق 
خو دتوان 
خو دتو آنی 
تعوش تعر یف 


polynomial 


annihilating— 


mMmONnic— 


characteristic — 


multiplicity 


product 
elimination 
motion 

rigid— 
real 
assertion 
resolution 
ring 


quotient 
line 

real 
linear 
self adjoint 
idempotent 
idempotence 
well defined 


domain 
determinant 
entry 

nonzerOo— 

leading - 
degree 
quadratic 
interpolation 
arbitrary 


و اژه‌نامة فارسی بانگلیمی ۵۳۲۳۲ 


دنبا له sequence‏ 
دوتایی binary  -‏ 
دوجمله‌ای binomial‏ 
دوران rotation‏ 
دوره‌ای periodic‏ 
دورة تناوب period‏ 
دوری cyclic‏ 
دو گان dual‏ 
مضاعف double-‏ 
دو گا نی duality‏ 
دیفرانسیل differential‏ 
گیری [ = مشتق گیری] differentiation‏ . 
رابطه relation‏ 
س هم‌ارزی equivalence‏ 
ر تبه Tank‏ 
س دترمینان determinant‏ 
س ستو نی column‏ 
مس سطری - ۳0۷ 
رد trace‏ 
تبدیل خطی of linear transformation‏ 
ماتریس of Matrix‏ 
رده class‏ 
رده‌بندای classification‏ 
ر شته serjes‏ 
توانی power‏ 
- توانی صودی Formal power-‏ 
ريشه root‏ 
راکد[ = مقدار سرشت نما ] }atent-‏ ` 
زاویه angle‏ 
زیر بخش subdivision‏ 
ز یر فضا subspace‏ 


۴۶ ۳ واژه‌نامه 


سہ ی‌دودی 
د یما کسیمال 
ز یرما تر س 
ز پرمجموعه 
e‏ 
ریرمدول 


ساعتار 
ساز گار 
ساده 


سویی 


شاعص دير 
شر کت پذ یری 
شمادش پد یر 
شما رش پدیر ی 


شمول 


ضر ب 
ضر ب ؛ حاصل‌ضرب 
۳ تا اسو دی 


cyclic—- 

maximal 
submatrix 
su bset 

proper— 
submodule 


structure 
consistant 
factor 
column 
character 
characteristic 


characterization 


proper 
rOW 
direction 
directional 


su 080۳10۴ 
associativity 
counta ble 
countability 
inclusion 


explicit 
increasing 
20۳0 
vanish 


multiplication 
product 
tenSOr— 


و اژه نامه فارسی به! ذگلیسی 82۳۵ 


CrOSS— 
inner— 
wedge 
00] 
coefficient 
multiplier 


project 
length 
spectrum 


mem ber 
converse 
sign[ =signum] 
action 
operation 
adjoint— 
column— 
rOW 
operator 
adjoint— 
induced 


projection— 
idempotent 
diagonalizable — 


normal— 


semi-simp le— 
sesqui-linear— 


perpendicular 


perpendicularity 


element 
identity 


۳۶ داژه‌ امه 


فاصله [اعداد حقیقی ] 
فاصله [ دو نقطه ] 


ف ايل 
ا 


۳ درجة دوم 
دو حعی 
- متقا رن 
متقادن کج 
معن متیت 
اتبهگون 
آ- هرمیتی 
فرمول 
فضا 
مت ی‌برداری 
ب ی‌پوج 
سی‌تام 


مت یدو گان 
- ي‌نطری 
فضایی 


interval 

distance 

process 
elimination— 

odd 

hypothesis 

form 
multilinear— 
quadratic— 
bilinear— 
symmetric 


skew-symmetric— 
positive definite— 
non-degenerate 


Hermitian— 
formula 
space 
veciOr— 
null 
entire— 
` quotient 
dual 
1۳01۸۷ - 
spatial 


theorem 
pole 
polar 
diagonal 
main— 
diagonalizable 
diagonalization 
unitary 


گرد آورده 

کا 
جایکشتی 
سے شبه متعامد 


واژهنامۀ فارسى بها نگلیسی ۵۳۷ 


application 
skew 
classical 
action 


“least common divisor 


minor 


collection 


group 
permutation 


pseudo-ort hogonal- 


` orthogonal- 
symmeitriCc= 
extension 
rationai 


lemma 


matrix 
diagonal- 
square— 
singular 
companion— 
maximal 
maximum 
origion 
base 
canonical 
orthogonal 
orthogonalization 
orthonormal 
transitive 
variable 


۵۳۲۸ واژه نامه 


یت مستفا 
متقادن 


متو ازی‌الاضلا ع 
متوالی 


independent— 

symmetric 
`. skew- 

correspondent 
alternating 
finite 
parallelogram 
SUCCEeSSİ Ve 
positive 
triangulation 
triangular 
triangüulable 
admissible 
adjacent 
disjoint 
sum 

direct— 
Set 

orthogonal 

orthonormal— 
calculation 
computation 
evaluation 
axis 
axial 
coordinate 
complex 
module 

free 
square 
order. 
composed 
conjugate 

linear 


مشتق گیری »دیفرانسیل گیر ی 
مضاعف 

مضر وب 

مضروب‌فیه [ = ضریب ]| 


مقدار سر شت‌نما [ = مقد ارو یژه] 
مقد ار سر ه 

مقد ار طیفی 

مقد ارو یژه 

معدم 

e 

مقسوم عليه 

۳ 


منفر د 

منفی 

موازی 

مو لد 

مؤ لفه 

موهومی [ = انگاری] 
مینیمال 


مینیمم 


و اژه نامه فارسی بها نگلیسی ۸۵2۳۹ 


rectangle 
rectangular 
independent 
linearly 
direct 
derivative 
differentiable 
differentiation 
double 
multiplicand 
multiplier 
inverse 
invertible 
criterion 
definite 
positive— 


characteristic value 


proper value 
spectral value 
eigen value 
leading 
divident 
divisor 
iterated 
complement 
orthogonal— 
singular 
negative 
parallel 
generator 
component 
imaginary 
minimal 
minimum 


ه ۴ ۵ و اژه نامه 


ناتبهگون 
ناتهی 
نامتداعل 
نامتتاهی 
تامساوی 
نامنفر د 


وارو نه 
و ار و نه‌پذیر 


non-degenerate 
non-empty 
non-overlapping 
infinite 
inequality 
non-singular 
corollary 

norm 

normal 
normalizer 
normed 

decrease 
decreasing 
relatively prime 
signature 
theory 

image 

map] = mapping] 
exponent 
symbol 

notation 
notatiOn— 
representation 
representative 
index 

indices 
exponential 
graph 


dependence 
linearly 
dependent 
reverse 
reversible 


و ارونه کر دن 


هادی 


هرمیتی 
هسته 
هم‌ارر 
هم‌ارزی 


_ سطری 


همانی [ = عنصر هما نی ] پاتحاد 


همیعد 
همد امنه 


واژه نامه فارسی بهانگلیسی ۱ ۵۲ 


reverse 


conductor 
Hermition 
kernel 
equivalent 
equivalence 

rOW— 
identity 
codimension 
codomain 
companion 
homomorphic 
homomorphism 
simultaneous 
cofactor 
convergent 
convergence 
homogeneous 
coset 
congruent 
congruence 

—modulo n 
field 


unitary 
one-one 
unique 
isomorphic 
isomorphism 
unit 

unity 


فهرست ز اهنما 


بر ۲۲۳ 
آزاد؛ مدول. سه 


ابرفضا ۰۱۳۴ ۱۱۴ 
اتحاد قطبی ۰۳۵۵ ۴۷۲ 
اجتماع ۷۶۹۶ 
استانده 

پا ی سه 

ضرب داخلیب سه 
استقلال حطی ۰۵۶ ۶۴ 
اسکالر ۶ 

جند‌جمله ای سه 
اشترالد ۶ ۴۹ 

پو چساز سه 

ب زیر فضاها ۵۱ 
اصل (موضو ع) انتخاب ۵۰٩‏ 
اعداد 


اعمال ستونی مقدماتی ۰۳۸ ۳۳۳۴ 


اعمال سطری مقدماتی ۰۱۱ ۳۲۹ 
افزوده؛ ما تریس سه 
اقلیدس» فضای. ی سه 
الحاقى 

س تبدیل‌عطی ۳۸۲ 

كلاسيك ۱٩۲‏ (تمرین ۰)۳ ۲۵۸ 
اید آل ۱۷۱ 

اصلی ۱۷۱ 


بالامئلئی ما تریس سه 
بخش پذ بر ی چندجماهایها سه تقسیم پذ بر ی 
چندجمله ایها 
بر ۲۲۳ 
برد ٩۵‏ 
E‏ بح ۳۳۹۷ 
ستبدیل خطی ٩۶‏ 
بردار 
جدا کننده ۳۱۷ (تمرین ۱۴) 
دوری ۲۹۷ 
سر شت نما ۲۳۹ 
سسطری ۵۴ 
های متعامد ۷۷۳۰۳۶۱ 


۴ فهرهت راهنما 


تر کیب خطیب‌ها سه 
7 پو چسازتسه 
مختض. سه 
برد گترین مقسوم‌عليه مشترك ۱۷۳ 
بستهةً جبری» هیأت ۳ 
بسطهای لا پلاس ۲۳۳ 
بعد ۶۱ 
سفضای بردا ری ۶۱ 
سمتناهی ۵۷ 
فرمول-۶۱ 


زیر فضایت سه 
دیرمجموعكب سه 
سازه‌هایسب سه 
مجمو ع مستفیم- سسه 
پایه ۵۷ 
ساستانده ۵۸ 
سبرای مدول ۲۱۴ 
دو گان ۰۱۳۱ ۲۱۶ 
سفضای برداری ۵۷ 
س‌متفا مد و۳ 
سیکه ۳۶۴ 
سمر تب ۶٩‏ 
تخیورس سه 
پر کننده س‌اید آل پر کننده 
پو ج‌توان 
تبدیل حطی سب 
ملک ره 
ما تریس سه 
پو چسار 
اشترالك ۱۴۰ (تمرین ۱۱) 
بر دا رها سه ]7 پو جساز 
. سریرفضاها ۱۳۵ 


-ز یر مجمو عه ۱۳۴ 
سمجموع ۱۴۰ (تمرین ۱۱) 
پوچی تبدیل خحطی ۽ 
پرشا ۴۹۷ 


تابح ۴۹۷ 
بر د سه 
- رخحطی ۱۸۵ 
وتععلی متناوب ۰۱۸۸ ۲۲۰ 
م‌تحد‌یده ه ۵ 
چند‌جملها یها ۲۴ 
-جندخحطی ۲۱۶ 
سخحطی ۰٩۱‏ ۰۱۲۹ ۳۷۶ 
سدترمینان ۱۸۸ 
سمعکوس پذ بر ٩‏ ۴۹ 
سهمانی ۴۹۸ 


تأ نسو د ۶ ۲۱ 
ضر ب‌سی سه 

تبایل 
حا ر ج قسمت ۵۰ 
-لودنتز ۴۰۲ (تمرین ۰/۱۵ ۴۸۹ 
نشی کیر ئ ۷ ۹ 
صفر ۱ ٩‏ 
-یکانی ۴۵۷ 

تبدیلهای خطی ۰۹۱ ۱۰۳ 
الحاقیسه 
پر سے سه 
a‏ 
سپو چ توان A۸5‏ 
حار جقسمت dof‏ 
خو دالحاق ۳۸۶ ۴۰۶ 
سفطری‌شدنی ۲۲۱ 


کیلی ۲۰۱ (تمرین ۷) 
سمتعامد ۳۹۳ 

سمئیت ۴۲۵ 

مثلثی شونده ۰۲۶۴ ۲۰۸ 
سمعکوس‌پذیر 1٥۶‏ ۰ 
-نامنفرد ۱۰۷ 

سنامنفی -عماگر نامنفی 
سنرمال ۴۰۳ 

سیم سا ده سه عملگر نیم‌ساده 
سیکا نی ۷۵۱ 

تجزية ديس سه 


جز ءقطر ی‌شد نیس سه 
جندجمله‌ایهای مینیمال- سه 
دترمینان سه 
ةسه 
ار ا سې 
ضر س سه 
ما تریس سه 
درپایة متعامد یکهسه 
تجز یه 
اولي چندجمله‌ایها ۱۷۸ 
چندجمله‌ایها به‌سازه‌های اول ۱۷۷ 
-دودی تبدیلهای نحطی. ۳۰۴ 
-قطبی_ تبدیل حطی. ۲۶۴۱ 
قضیة._ او لبه سب 
تحد ید 
س E‏ ۰ ۰ ۵ 
عملگر ی سه 
تحویل شده 
سسطری ۱۵ 
سپلکانی ۰۱۸ ۷۶ 
تحویل نا پذیر» چندجمله ای سه 


فهرست ر اهنما ۵۲۵ 


ترانهادة 
ستبدیل‌عطی ۱۴۷ 
ما تریس ۱۷۹ 
مز دوج ماتریښش ۳۵۳ 
تر کیب 
ستوابع ٩۸‏ ۳۴ 
-خحطی بردادها ۴۵ 
خحطی معادلات ٩‏ 
تزویجی ۳۵٩۹‏ (تمرین ۱۳) 
تشابه ماتریسها ۱۲۵ 
تصو یر 
فضای‌برداد ی ۲۷۵ 
سمتعا مد ۳۷٥١‏ 
تغییر پایه ۱۲۱ 
تفکيك 
سطیفی ۰۳۳۳ ۴۴۴ 
-همانی ۴۳۴ ۴۲۴ 
تفر یب ۳۶۸ 
تقسیم پذیر ی چندجمله ایها ۱۶۸ 
7-پوجساد ۰۲۶۳ ۰۲۶۴ ۲۸۹ 
7سمجاز ۲۰۳ 
7-هادی ۰۲۶۳ ۰۲۶۳۲ ۳۰۲ 


جا بجا بی 
E o‏ 
حاقه_ سه 
گر وهس 
جایگشتها ۱۹۷ 
سی روچ ۱۹۸ 
ی فرد ۱۹۸ 
ضر ساب سه 
علامتب سه 
جیر ۱۵۳ 
جا بجایی ۱۵۴ 


۶ فهرست راهنما 


-خطی ۱۵۳ 
سخودا لحاق ۴۴۳۴ 
۱ سرشته‌های توانی صوری ۱۵۵ 
جدر ۴۳۹ 
جزء قطری‌شدنی تبدیل خطی ۲۸٩‏ 


جند جمله ایع] 
تأبعسسه 
تجز یه او لیات سب 
تجز یه به‌سازه‌های اول سه 
تقسیم پد بر یس سه 
ری اسک لر ۱۵۶ 
ی اول ۱۷۶ 
ی تحویل پذیر ۱۷۶ 
سی تحویل ناپذیر ۶ ۱۷ 
سی تکین ۱۵۶ 
ی سرشت‌نما ۲۴۰ 
سی مینیمال تبدیلهای حطی ۲۵۰ 

سما تر یسها ۰ ۵ ۲ 

در جه سه 
ریشه‌های_ه 
صفر ھا ی سه 
ضر ایب سه 
مشتی س سه 

چندحطی 
تابع سه 
ف رس سه 


حر کت صلب ۴۰۲ (تمرین ۱۴) 
حقیقی» اعدادسسه 
حلقه ۱۸۳ 

س گراسمان ۲۳۵ 


حار ح‌قسمت 
تبدیلهای حطیسسه 
سفضاهای برداری ۵۰۶ 
و م 
خارجی» ضر ب سه 
حطی» 0 بع سه 
حو دا لحاق 
تبدیاهای خحطیسسه 
جو ج 
۳۹ 
فر سے 
ما تریس سه 


حو دتو ان» عملگر سه 


دترمینان ۲۳۵-۱۸۳ 
تا بع سه 
تبدیل‌حطی ۲۲۴ 
ر تبڈ س4 ٣‏ 
دراية ماتريس ۱۱ 
در جه 
جندجملهایها ۶ ۱۵ 
فر م چندخحطی ۲۱۶ 
فر مدوم سه4 
درون‌یا بی» ۱۶۱ 
دستگاه معا دلات 
نعطی» ۷ 
سهم‌ادر ۹ 
سهمگن ۸ 
دلتای کرونکر ۱۵ 
دنبا له بردارها ۶۴ 
دوحطی» فر م سه 
دوران ۰۷۲ ۴۰۰ (تمرین ۴) 
دودی 
بر داد سه 


زیر فضایبسه 

قضية تجزیك 
دو گان 

پا يسس 

فضایبسه 

مدول.سه 


دابطه ۵۱ 
سهم ارزی و 

ر ديه 
تبد یل حطی ۶ ٩‏ 
سدترمینان ۲۱۳ (تمرین )٩‏ 
ستو نی ما تریس ۰٩۹۷‏ ۱۵۰ 
سطری ماتریس ۰۷۵ ۰۹۷ ۱۵۰ 
سفرم دوخحطی ۴۶۸ 
سماتریس ه ۱۵ 
مدول ۲۱۵ 

رد 
-تبدیل‌خطی ۱۴۱ (تمرین ۱۵) 
ما تریس ۱۳۰ 

زشته 
-توانی ۱۵۵ 
-توانی صودی ۱۵۵ 

ريشه 
چندجمله ایها» ۸ ۱۶ 
سخانواده‌ای ازعملگرها» ۴۴۲ 
مدوم 4 جذر 
سرا کد +مقدارسرشت نما 


زیر فضاهاء ۴۸ 
پو چساز ےہ 
ی پایا ۰۷۶۰ ۰۲۷۰ ۴۵۶ 
سی پد ید آمده ۵۱ 
سای 7سمجاز ۳۰۳۲ 


فهرست راهنما ۵۷۶۷ 


ی دودی ۲۹۷ 
ی صفر ۲۹ 
ی مکمل ۳۰۳ 
ی مکمل متعامد ۳۶۹ 
ی مجزا هزیر فضاهای مستقل 
دی مستقل ۲۱۷۳ 
مجمو عّس سه 
زیرما تریس ۲۱۳ (تمرین )٩‏ 
ز یرمجموعةً 
پو چسازسه 
پايا ۵۰۱ 
سسره ۲۹۶ 
زیرهیأت ۶ 


ژوردان» فرم-ما تریس سه 


سازه‌های پایای ماتریس ۵۳۱۲ ۳۷۰ 
ستونی 

اعمال سه 

ر تہ سه 

هم‌اد زی سه 
سر شت نما 

بر دار سه 

جند جمله‌ای سه 

فضاأیس-+ 

مقد‌ارسسه 
سرشت‌نمایی هیأت ۷ 
سطر ی 

اعمال + 

پر دار سه 

ره سه4 

فضای. سه 

هم‌ارد یس سه 


۵۴۸ فهرست راهنما 


شبه متعامد» گروه- سه 
شر کت‌پذیری ۵ 
سجمع بردادی ۴۲ 
ضرب ماتریسها ۰۲۸ ۱۲۰ 


صفر 
تبد یل سه4 
زیر فضاھای۔ سم 
های چندجمله‌ایها ۱۶۸ 
ما تر یسب سه 


ضر ایب چندجمله‌ایها» ۱۵۶ 
ضرب» حاصل‌ضرب 
ستانسوری ۲۱۹ 
-تبدیلهای حطی ۱۰۳ 
جا یکشتها Yoo‏ 
خادجی ۰۲۲۸ ۲۳۰ 
سداخلی ۳۵۱ 
ساستانده ۰۳۵۲ ۳۵۳۲ 
سضرب گوه‌ایسهضرب داخلی 
ماتریسها ۵ ۰۲ ۱۱۹ 
شر کت یذ یر یسه 
سنقطه‌ای هضرب داخلی 
فرم درجۀ دوم داخلی سم 
فضای_داعلی سم 
ما تریس داخلی سه 


طیف» ۴۳۳ 
طیفی» ۴۳۳ 
تفکیكسه 


نظر یتسه 


عاد کردن ۱۶۸ 


عضو س‌عنصر 

علامت جایگشتها ۱۹۸ 

عمل +اعمال 

عملگر ۰۳ ۱ 
پو ج‌نوان ۲۸۹ 
ستحد یدی ۲۶۱ 
تصویر ۲۷۵ 


سخار ج قسمت dos‏ 
حودالحاق ۰۳۸۶ ۲۰۶ 
سخودتوانسه تصویر فضاهای برداری 
_قطری‌شدنی ۲۴۱ 
سمنیت ۴۲۵ 
سنامفی ۰۴۲۵ ۲۳۹ 
سانره‌ال ۴۰۳ 
نیم ساده YY‏ 
-یکانی ۳۹۱ 
مجمو ع مستقیم_ ھا سه 
عنصر مجموعه ۴۹۶ 
عنص ر هما نی ۰۱۵۴ ۱۸۴ 


فاصله ۴ ۳۷ (تمرین ۴) 
فر آ یند متعامدسازی کر ام-اشمیت ۳۷۲۰۳۶۳ 
فرد: جایگشتهای_ سم 
فرم 
رخطی ۲۱۶ 
مچندخعطی ۲۱۶ 
خو دالحاق ۴۶۱۷ 
دد جۀ دوم ۰۳۵۵ ۴۷۲ 
دو خحطی ۰۲۱۷ ۰۴۱۴ ۴۶۰ 
تا تبهگون ۴۶٩۹‏ 
ژددان-ماتریس»› ۳۲۲ 
گویای ماتریسها ۳۱۱ 
سمتناوب ۰ ۲۲ 
سمثبت ۰۴۲۰ ۴۲۳ 


-ناتبهگون ۴۱۹ (تمرینع) 
نامنفرد سه فر م ناتبهگون 
سنامنفی ۷۲۵ 
سترمال ۳۴۰۰۳۳۶ 
سهر میتی فر م خودالحاق 
یك ونیم حطی ۴۱۴ 
ما تر یس سه 
فر مدو خطی ۰۲۱۷ ۰۴۱۴ ۴۶۰ 
ر تب سه 
متمارن ۴۷١‏ 
سمتقارن کج FAY‏ 
معین مثیت ۴۷۹ 
سنا تبهگون ۲۶۹ 


u‏ منفر دسه فوز م: دوحطی 5 تبه کون 


قطری‌ساز یب سه 
کروه حافظ سب 
فادها 
ان ےت 
فرمول 
بعد ۲و 
ستیلود ۰۱۶٩‏ ۳۷۶ 
_درونیابی لا گرانژ ۱۶۲ 
فضا ها 
سی ۲ ۴۲ 
ی ۳۴ ۴۳ 
ی اقلیدسی ۳۶۰ 
ی بردادی ۷۶۱ 
سی پوج ٩۶‏ 
ی جواب ۵۰ 
سی حارج قسمت ۵۰۵ 
سی دو گان ۱۳۱ 
ی سرشت نما ۲۳۹ 
ی سطری ۵۴ 
ی ضرب داخلی ۳۵٩‏ 


فهرست راهنما ۵۷۹ 


ی یکانی ۳۶۰ 
فضاهای برداری 

پعلتسه 

پا یسه 

تصو یر سسه 

حار ج قسمتب سه 

دیرفضاهای مه 

سورتا ییها ۲۱ 

با بعد متناهی ۴۲ 

ستوابع چندجمله‌ای ۴۴ 

جو اب دستگاه معا دلات حطی 0 


قاعدة کر امر ه ۲١‏ 
قانون متوازی‌الاضلاع ۳۵۸ (تمرین )٩‏ 


اساسی جبر ۱۸۰ 
ستجز یه او له ۲۸۶ 
ستجزية دوری ۳۰۴ 
-طیفی ۴۳۳ 
کیلی-همیلتون ۰۲۵۴ ۳۰۹ 
_محوراصلی ۴۱۸ 
قطبی ۾ 
تجز یف -تبد یل حطی سے 
قطری‌شدنی 
جز ءستبد بل حطی سه 
عملگرتسه 
قطر ی کردن ۰۲۶۶ ۰۲۶۹ ۲۸۱ 
فر م . دو حطی YF‏ 
سفرم دوحطی متقادن ۴۷۴ 
-فرم هرمیتی ۴۱۸ 
ما تریس (عملکر) خودالحاقی ۴۰۹ 
ما تریس (عملگر) نرمال ۴۰۹ 
سهمزمان ۲۶۹ 


۵٥‏ فهرست رآهنما 


یکا نی ۴0۹4 


کرو نکر دلتای. سه 
کهادهای اصلی ماتریس ۲ ۲۲ 


گروه ۱۱۰ 

مجابجایی ۱۱۰ 
-حافظ فرع ۲۶۸۷ 
خطی عمومی ۳۹۷ 
شه متعامد ۲۸۵ 
سلودنتز ۴۸۹ 
بمتعامد ۲۸۸ 
متفادن ۲٥۵‏ 


ترانهادة مز دو ج سه 
تشابه_هاسه 

جند‌جمله ایهای میمال‌هاسه 
ر ةسه 

رتبه ستو نیس سه 

ر تة سطری .سه 

زر وس سه 

سازه‌های پایایسه 
ضرب.هاسه 


فرم) ژوردان- سه 


فرم گویای. سب 
کهادهای اصلی- سه 
سافزوده ۲۱ 
ا لحاقی كلاسيك ۴ ۱۹ (تمرین ۲۰۸۰6۳ 
_بالامثلئی ۳۹ (تمرین )٩‏ 
سپو چ توان ۳۹ 
تبدیلهای خحطی ۱۱۷۰۱۱۶ 
در پایة متعامد یکه ۳۸۰ 
تحویل شده سطری ۱۵ 
— ۱۸ ۷۶ 
خو دا لحاقی-ما تریس هرمیتی 
صفر ۱٩‏ 
سض بت :۱3 
ضرب داخحلی ۳۵۶ 
سفرم يك‌ونيم حطی ۴۱۶ 
سفرم دوخطی ۴۶۴ 
متعامد ۲۱۲ (تمرین ۰)۴ ۴۸۸ 
متقارن ۰۳۴٩۹‏ ۲۷۵ 
متقار ن کج ۱۲ ۲ (تمرین ۰6۳ ۲۷۵ 
سمثبت ۴۲۵ 
سمثلثی ۲ (تمرین ۷) 
شو نده ۰۲۶۴ ۴۰۸ 
_مختصات ۶٩‏ 
_معکوسپذیر ۰۳۲ ۲۰۹ 
مقدماتی ۳۳۰۰۲۹ 
_ژوددان ۳۲۰ 
رمال ۴۸ 
وندرم‌وند ۱۶۳ 
-هرمیتی 0 ۰۵ ۴٣۶‏ 
همانی ۱۵ 
همدم foo‏ 
همسازه‌های سە 
-یکانی ۲۱۲ (تمرین 6۵ ۳۹۲ 


E 
متعامد‎ 

بر دارهای .سه 

تبدیل عطی-سه 

تصو بر سه 

گر وہ ےس 

ما تریس__ سه 

#جمو عه سه 

مکمل-سه 

هم ارز یما تریسها سه 
متعامدسازی ۷۶۳ 
متعامد یکه 

زان 

مجمو ع‌سه 
متقادن 

فرم دو حطی- سه 

کروهسه 

تسم 
متقادن کج 

فرم دوعطی-سه 

ما تریس 
متناوب» فر م سه 
میت 

اعداد ص جح سه 

مکش 

قر سه 

ما تریس سه 
مثلث‌بندی ۵ ۰۲۶ ۰۲۶۶ ۰۲۶۹ ۳۳۱ 

سهمزمان ۲۶۹ 
مثلئی» ما تر یس + 
متل شو نده» ماتر یس سه 
مجاز زیر فضاهایس سه 
مجموع دیرفضاها ۵۲ 
مجموع ستفیم ۲۷۴ 


فهرست راهنما ۵۵۱ 


سپایا ۲۷۸ 
عمگرها ۲۷۹ 
سماتریسها ۲۷۹ 
مجمو عه 
عار مسا سه 
تھی ۴۹۶ 
متعأمك ۲۶۱ 
سیکه ۳۶۱ 
مختصات 
-بردار ۶۷ 
ماهر چ 
مختلط» اعداد سم 
مدول ۲۱۴ 
بایه بر ای سه 
ر تب سه 
_آزاد ۲۱۵ 
_به‌طو رمتناهی تو لیدشده ۲۱۵ 
دو گان ۲۱۶ 
مز دوع 
ترانهاد_ماتریس سه 
زیر فضاهای.سه 
_خحطی ۵۶ء ۶۲ ۰ 
مشتق جندجمله‌ایها ۰۱۶۸ ۰۱۶۹ ۳۴۶ 


مضرب بودن ۱۶۸ 


"معادلات حعی ۷ 


معادلات دیفر انسیل ۲۴ ۲ (مثال ۰۸ ۲۹۱ 
مثال ۱۳۴) 
معکوس 
تابع ۴۹۹ 
جب ۳۲ 
_دوطرفه ۳۲ 
براست ۳۲ 
ماتریس ۰۳۲ ۲۰٩۹‏ 


۲ فهرست راهنما 


معکوس پذ یر 

تابح سه 

تبدیل عطی‌سس 

ما تر یس سه4 
معین میت ۲۷۲ 
مقدار سرشت‌نما ۰۲۳۸ ۲۳۹ 
مةد ارطیفی + مقد ار سر شت نما 
مد ار و یژهسهمقدار سر شت نما 
ممما تى 

اعمال ستو نی سه 

اعمال سطری--ب 

ما تروس سه 

ژوردان سه 

مکمل ۳۰۲ 

سم‌عامد ۳۶۹ 
مینیمال» ناتیاه رام که 


ناتبهگون 
فرم دوخحطی- سه 
2 
باساوی 
-بسل ۳۷۲ 
کوشی- شو اد تز ۳۶۱ 
نامنفرد 
تبدیل عطی سه 


فر م سه فر ما تبهگون 


نشان فرم دونحطی متقارن ۴۷۷ 
نظر یه طیفی ۴۳۳ 

نیم‌ساده عملگر_سه 

وابستگی عطی ۵۶ ۶۷ 
وحجود تابع دترمینان ۱٩۹۱‏ 


هادی ۰۲۶۳ ۰۲۶۴ ۳۰۲ 
هرمیتی سه خو دا لحاق 
هم‌ادزی 

رابطه_سه 

سستونی ۳۳۳۴ 

سسطری ۰۷۸۰۱۲ ۳۳۰ 

سمتعامد ماتریسها ۳۹۸ 

یکا نی تبدیلهای حطی ۲۵۷ 

یکا نی ماتریسها ۳۹۸ 
هما نی 

Dn 9 

تفکیك سه 

عاصر سه 

ما تر سس 
همدم ما تر یسه 
همسازه‌های ما تریس ۰۷ ۲ 
هم‌مجمو عه ۳۰ ۰۲ ۵۰۵ 
همنهشتی ۱۸۱ ۰۵۰۲ ۰۵ ۵ 

سبه‌پیما نة 7 ۵ه ۵ 
هیأت ۶ 

یرت سه 

سر شت نماأیی سه 

سبستهٌ جبری ۱۸۰ 


یکتایی تابع دترمینان ۱۹۹ 
2 ریختی : 
-_فضاهای بردادی ۱۱۲ 


فهرست راهنما ۵۵۳ 


قطر ی کر ون سب 

مأ تر یس سه 
هم‌ارزیستبدیلهای خعطی سه 
هم‌اردی‌سما تریسهاسه 


